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Hermann Grassmann. 
Sein Leben und seine mathematisch-physikalischen Arbeiten. 
phy: 


(Mit einem Verzeichnisse siimmtlicher Schriften Grassmann’s.) 


Am 26. September 1877 starb in Stettin im 69. Lebensjahre Her- 
mann Giinther Grassmann, Professor am Marienstiftsgymnasium 
daselbst, bald nach dem Erscheinen mehrerer Aufsiitze (Crelle-Bor- 
chardt’s Journal Bd. 83, 8. 57, Math. Ann. Bd. XII, 8. 222 und 375, 
Poggendortf-Wiedemann’s Ann. der Physik Bd. I, 8. 606), welches die 
Hoffnung erweckt hatte, dass dieser bedeutende Geist den mathematisch- 
physikalischen Wissenschaften wiedergegeben sei. Im Folgenden haben 
einige Verehrer Grassmann’s (R. Sturm, E. Schréder und L. 
Sohncke) den Versuch einer Wiirdigung seiner Leistungen in diesen 
Wissenschaften gemacht. 

In ungewohnlichen Bahnen hat sich das in seinem dusseren Ver- 
laufe stille Leben dieses Gelehrten bewegt, noch eigenthiimlicher als 
das von Pliicker. Der Haupttheil seiner mathematischen Thiitigkeit 
insbesondere liegt schon weit zuriick, er fillt in die Jahre 1840—60. 
Seine damaligen Productionen brachten eine Reihe ,,weitumfassender 
Ideen, welche der Process der mathematischen Entwickelung erst spiiter 
ausgebildet, theilweise noch gar nicht berihrt hat‘, zudem in einer 
oft schwer verstiindlichen Form der Darstellung. Nur wenige von 
seinen Resultaten, am meisten noch die geometrischen, ,,das geometrische 
Beiwerk“, wie er sie selbst nennt, welche er zur Erliuterung seines 
Hauptwerkes im Crelle’schen Journale (Bd. 31, 36, 42, 44, 49, 52) 
verdffentlichte, sind bekannt geworden. Dieses Hauptwerk aber: die 
Wissenschaft der extensiven Grésse oder die lineale Ausdehnungslehre 
(Leipzig, Wigand, 1844)*) blieb fast ganz unbeachtet, hat nirgends 


*) Nach Abfassung dieser Besprechung erschien die zweite Auflage (Leipzig 
1878) bei demselben Verleger, der von der ersten einen Theil hatte einstampfen 
lassen. Sie ist im Texte unveriindert, aber durch Anmerkungen und Anhinge aus 
dem Jahre 1877, darunter einen Anhang iiber das Verhiiltniss der nicht-euklidischen 
Geometrie zur Ausdehnungslehre, bereichert. In der noch von Grassmanu selbst 
geschriebenen Vorrede theilt er mit, dass der Physiologe Preyer in Jena in seinen 
»Elementen der reinen Empfindungslehre“ (Jena 1877) diese Wisseuschaft auf den 
Principien der Ausdehnungslehre aufgebaut hat. 
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eine Besprechung gefunden oder gar zu verwandten Betrachtungen an- 
geregt. Und dasselbe gilt im Allgemeinen auch von seiner mit dem- 
selben eng zusammenhingenden ,,geometrischen Analyse“ (Leipzig, 
Weidmann, 1847, mit einer erliuternden Abhandlung von Mébius 
versehen), trotzdem sie von der fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft 
in Leipzig 1846 preisgekrént worden war. 

Von der Bedeutung seiner Ideen iiberzeugt, entschloss sich Grass- 
mann zu einer vollstindigen Umarbeitung des Hauptwerks, welche 
1862 unter dem Titel: Die Ausdehnungslehre (Berlin, Enslin) erschien*). 
»lch bin, sagt er in der vom August 1861 datirten Vorrede zu dieser 
Umarbeitung, der festen Zuversicht, dass die Arbeit, welche ich auf 
die vorgetragene Wissenschaft verwandt habe und welche einen bedeu- 
tenden Zeitraum meines Lebens und in demselben die gespannteste 
Anstrengung meiner Krifte in Anspruch genommen hat, nicht verloren 
sein werde. Zwar weiss ich wohl, dass die Form, die ich der Wissen- 
schaft gegeben habe, eine unvollkommene ist und sein muss. Aber 
ich weiss auch, dass, wenn dies Werk noch neue 17 Jahre oder linger 
hinaus miissig liegen sollte, ohne in die lebendige Entwickelung der 
Wissenschaft einzugreifen, dennoch eine Zeit kommen wird, wo es aus 
dem Staube der Vergessenheit gezogen werden wird und die darin 
niedergelegten Ideen ihre Frucht tragen werden.“ 

Wihrend er in YM, seine neue Wissenschaft unabhiingig von andern 
Zweigen der Mathematik von Grund aus und in mehr philosophischer 
Form aufbaute, hat er in %, unter Voraussetzung wenigstens der mehr 
elementaren Theile der Mathematik in der Form der Darstellung gerade 
den entgegengesetzten Weg eingeschlagen, indem er die Euklidische 
Form wihlte, und vielleicht hat diese Form, in der sich Erklirung, 
Lehrsatz, Beweis ablésen, auch wieder etwas vom Studium des Werkes 
abgeschreckt: wir sind in der That noch nicht so weit, dass Grass- 
mann’s Ideen, wie er es gehofft hat, in lebendige Wechselwirkung 
mit der Zeitentwickelung getreten sind. Jedoch ein Umschwung ist 
erfolgt, die Anerkennung hat Grassmann in der letzten Zeit nicht 
mehr gefehlt, die Zahl derer, die in seine Ideen einzudringen suchen, 
nimmt zu. 

Zuerst hat wohl H. Hankel in der 1867 erschienenen Theorie 
der complexen Zahlensysteme (S. 16, 105, 112, 119—140, insbeson- 
dere 140) auf die Bedeutung Grassmann’s aufmerksam gemacht; 
dann aber hat Clebsch kurz vor seinem Tode in seiner dem Gediicht- 
niss Pliicker’s gewidmeten ausgezeichneten Schrift (Abhandlungen 
der Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften, Bd. 15, 8. 8, 28) auf 


*) Nach Grassmann’s eigenem Beispiele sollen diese beiden Ausdehnungs- 
lehren von 1844 (bez. 1878) und 1862 mit %,, A, bezeichnet werden. 
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Ueber Hermann Grassmann. 3 


die tiefsinnigen Arbeiten Grassmann’s hingewiesen, in denen erst 
spiiter erkannte geometrische Wahrheiten als Corollare viel allgemei- 
nerer und sehr abstracter Untersuchungen auftreten. In der wissen- 
schaftlichen Biographie von Clebsch (Math. Ann. Bd. VII, 8. 12, 31) 
ist gleichfalls die Bedeutung Grassmann’s hervorgehoben worden. 
Auf Clebsch’s Veranlassung ist ihm auch die wissenschaftliche Aus- 
zeichnung zu ‘Pheil geworden, zum Correspondenten der Gottinger Ge- 
sellschaft der Wissenschaften erwahlt zu werden. 

Was jedoch Grassmann sehnlichst wiinschte, wie er selbst in 
der Vorrede der Ausdehnungslehre von 1862 ausspricht, einen akade- 
mischen Lehrstuhl zu gewinnen und einen Kreis von Schiilern um sich 
zu sammeln und zur weiteren Entwickelung und Bereicherung seiner 
Ideen anzuregen, das ist ihm versagt geblieben. 

Der Mangel der Anerkennung seiner mathematischen Arbeiten hat 
Grassmann schon seit 1852 von der Mathematik, aihnlich wie Pliicker, 
zu andern Studien, doch zu viel weiter abliegenden gefiihrt. Er be- 
schiiftigte sich mit dem Sanskrit, dem Gothischen, dem Litthauischen, 
dem Zend, ja selbst dem Chinesischen, in dessen Anfangsgriinden er 
Missioniire unterrichtete. In Kuhn’s Zeitschrift fiir vergleichende Sprach- 
forschung verdffentlichte er seit 1859 mehrere linguistische Arbeiten. 
»Die Sprachwissenschaft und vor allem die Lautlehre zogen seinen 
mathematisch geschulten Geist mehr an als die eigentliche Philologie, 
weil da wissenschaftliche Gesetze gewonnen werden konnten. Hier 
kommt die Helligkeit seines Nachdenkens, das in alle Winkel des Ge- 
genstandes dringt, die Beharrlichkeit, mit welcher dem Stoffe so lange 
zugesetzt wird, bis er sich die einfachste Formulirung des Gesetzes 
abringen lisst, zur Erscheinung.“ (B. Delbriick, Augsb. Allgem. Zeitung, 
Beilage, 18. Oct. 1877.) Grassmann iiberzeugte sich bald, wie wichtig 
fiir seine linguistischen Studien die Kenntniss. der iltesten indischen 
Sprache sei, und ungesiiumt ging der Ueberfiinfzigjiilirige an-eine grosse 
Arbeit, die ihn iiber ein Jahrzehnt beschiiftigte: er verfasste ein Worter- 
buch zum Rigveda und dann eine Uebersetzung desselben, der nun 
noch eine Rigveda-Grammatik folgen sollte. Das Wérterbuch war 1875, 
die Uebersetzung in seinem Todesjahre vollendet. 

Die Philologen haben ihm schneller ihre Anerkennung zu Theil 
werden lassen als die Mathematiker: auf R. Roth’s Vorschlag gab ihm 
(,,qui acutissima vedicorum carminum interpretatione nomen suum red- 
didit illustrissimum“) 1876 die philosophische Facultaét in Tiibingen 
den Doctortitel honoris causa; was zu thun von den Mathematikern 
verabsiiumt war. Die American Oriental Society ernannte ihn ebenfalls 
1876 zu ihrem Mitgliede. Und indem auch auf dem Gebiete derjenigen 
Wissenschaft, der er doch eigentlich angehérte und der er sich. in 
seinen letzten Jahren wieder mit frischen Kriften zu widmen begann, 
1* 
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die Anerkennung endlich erfolgt war, war ihm wenigstens ein schéner 
Lebensabend bereitet worden. Weil aber diese Anerkennung so lange 
gefehlt, schien es um so mehr geboten, dass von Seiten seiner Fach- 
genossen in dieser Wissenschaft eine Wiirdigung seiner Leistungen ver- 
sucht werde. Von dieser Ueberzeugung erfiillt und von befreundeter 
Seite mehrfach aufgefordert, fanden sich die Verfasser bereit, zum Zu- 
standekommen einer solchen Wiirdigung zusammenzuwirken. Der oben 
zuerst genannte versuchte, seinen Lebenslauf zu schildern und die Aus- 
dehnungslehre — mit besonderer Hervorhebung ihrer geometrischen 
Anwendungen — zu besprechen, der zweite lieferte ausser einem Beitrage 
iiber die Rechnungsoperationen der Ausdehnungslehre eine Besprechung 
der Lehrbiicher und der dritte behandelte die physikalischen Schriften. 
Den Arbeiten Grassmann’s in ibrem ganzen Umfange gerecht zu 
werden, konnten sie allerdings nicht hoffen: sie mussten sich begniigen, 
durch ihre Darstellung eine Vorstellung seines Schaffens gegeben zu 
haben, und halten ihren Zweck fiir erreicht, wenn sie dazu beigetragen 
haben, zum Studium der Arbeiten Grassmann’s anzuregen. — 


Am 15. April 1809 ist Grassmann geboren als Sohn des Pro- 
fessors Justus Giinther Grassmann zu Stettin, der selbst sich als 
Mathematiker und Physiker durch seine Schriften*), die sich durch 
Gedankenschiirfe, exacte Methode und sinnreiche Erfindung auszeichnen, 
einen Namen erworben hat. Er besuchte das vereinigte Kénigliche 
und Stadt-Gymnasium in Stettin, an dem sein Vater wirkte, ging dann 
auf die Universitit Berlin, jedoch um Theologie zu studiren, und 
hérte dort Vorlesungen bei Boeckh, Hengstenberg, Marheinecke, 
Neander, Schleiermacher, Raumer, Ritter; besonders scheint er sich an 
Schleiermacher angeschlossen zu haben. Er hat lange noch an dem 
Gedanken, Prediger zu werden, festgehalten, bestand seine beiden 
theologischen Examina mit guten Zeugnissen und hat sein ganzes Le- 
ben der positiven Theologie eine warme Neigung bewahrt; er war zu- 
letzt Vorsitzender des pommerschen Hauptvereins fiir die Evangelisi- 
rung China’s und aus seinem Nachlasse ist ein Schriftchen: , Ueber den 
Abfall vom Glauben* erschienen (Stettin 1878). Mathematische Vor- 
lesungen hat er in Berlin nicht gehért, jedoch privatim Mathematik 
studirt und zwar vorzugsweise die Schriften seines Vaters, deren eigen- 


*) Raumlehre fiir die untern Gymnasialclassen; Lehrbuch der Trigonometrie; 
Schuibuch der Raumlehre; Verbesserung der zweistiefeligen Hahnluftpumpe (Gil- 
bert’s Ann. Bd, 65); iiber ein Instrument zur Bestimmung der mittleren Lufttempe- 
ratur (Poggend, Ann. Bd. 5); zur physischen Krystallonomie und geometrischen 
Combinationslehre; zur Lehre von der Entstehung der Krystalle (Kiistner’s’ Ar- 
chiv XIII); zur Akustik (Progr.). Eine sehr einfache Bezeichnung der Krystall- 
flichen und der verbesserte Luftpumpenhahn sind wohl die bleibenden Leistungen 
von Justus Grassmann. 
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thiimliche Anschauungsweise auf seine eigenen Arbeiten von Einfluss 
gewesen ist. Im Jahre 1840 erwarb er sich in einem Nachexamen die 
unbedingte facultas docendi fiir Mathematik, Physik, Mineralogie, Che- 
mie, und in der Priifungsarbeit tiber die Ebbe und Fluth — ein Thema, 
auf das er in einer der letzten Arbeiten (Math. Ann. Bd. XII, S. 222) 
wieder zuriickgekommen ist, — hat er schon einen Theil der Ideen 
der Ausdehnungslehre entwickelt. Von 1831—43 wechselte er seine 
Stellung mehrfach, eine Zeit lang war er an der Berliner Gewerbeschule 
als Nachfolger Steiner’s, von dem er wohl mannigfache Anregung 
empfing. Dann war er wieder in Stettin, und 1842, wo er mit der 
Abfassung der Ausdehnungslehre beschiftigt war, hielt er in einem’ 
Privatkreise Vorlesungen iiber seine Untersuchungen. Zu diesem ge- 
hérten u. A. der jetzige Kriegminister von Kamecke, damals Lieute- 
nant, und Grassmann’s Bruder Robert, Verlagsbuchhindler und Re- 
dacteur, der auch wiederholt als Schriftsteller aufgetreten ist und nicht 
blos mehrere in grosser Zahl abgesetzte Schulbiicher (biblische Ge- 
schichte, Leitfaden der Geographie, Atlas, Rechenhefte), sondern auch 
Schriften von mathematisch-philosophischer Tendenz, wie die um die 
Vervollkommnung des Logikcalciils speciell verdiente ,,Formenlehre“, 
die ,,Lebenslehre“ u. s. f. verfasst hat. 1843 wurde H. Grassmann an 
der Stettiner Realschule angestellt, 1852, als sein Vater starb, an dem 
Gymnasium, an dem er selbst seine Bildung empfangen hatte und wel- 
ches jetzt den Namen Marienstifts-Gymnasium fiihrt, dessen Nachfolger 
als erster Mathematiker und erhielt bald darauf den Professortitel. 

Die erste Zeit seiner Schulwirksamkeit hat ihn auch zu mehreren 
Schulschriften fiir den lateinischen und deutschen Unterricht angeregt. 
1860 und 1865 erschienen (Berlin, Enslin) seine Lehrbiicher der Arith- 
metik und der Trigonometrie, welche sich durch eine ungewodhnliche 
Originalitiit auszeichnen und in dieser Besprechung eine Stelle finden 
werden, 

Aber seine Thiitigkeit war noch vielseitiger. Das Jahr 1848 be- 
schiftigte ihn politisch, er schrieb gegen das revolutioniire Treiben in 
Berlin und griindete mit seinem Bruder Robert die ,,Deutsche Wochen- 
schrift“, in welcher die brennendsten Tagesfragen besprochen wurden. 
Oder 1870, wiihrend er tief in seinen Sanskritstudien steckt, lisst er 
eine Schrift: ,,Deutsche Pflanzennamen“ erscheinen. Den Gesang liebte 
er sehr und widmete ihm viel Zeit; er sammelte pommersche Volks- 
lieder, wobei er ihre Melodien nach dem Gehér aufschrieb, und leitete 
den Minnergesangverein der Gymnasiasten. Und bei aller dieser um- 
fassenden Beschiiftigung fand er doch Zeit, auf die grossen und kleinen 
Erlebnisse seiner zahlreichen Kinder, deren 8 noch am Leben sind, 
stets ein wachsames und liebevolles Auge zu haben, wie sein Sohn, 
Herr Dr. J. Grassmann in Stettin, in den biographischen Notizen 
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schreibt, die er zur Verfiigung zu stellen die Giite hatte. 1849 hatte 


er sich mit Fraulein Knappe, der hinterlassenen Tochter eines pom- 
merschen Rittergutsbesitzers, verheirathet. 


Mobius hatte im Anfang seines barycentrischen Calciils (Leipzig 
1827) folgenden Satz gefunden: Wenn v Punkte A, B, C, --- ge- 


geben sind mit den beziiglichen Coefficienten a, 8, y, ---, so giebt 
es jederzeit einen und nur einen Punkt S, so beschaffen, dass, wenn 
durch A, B, C,---, S Parallele in beliebiger Richtung gezogen und 
mit einer beliebigen Ebene in A’, B’, C’, ---, S’ geschnitten werden, 
a-AA’+6-BB’+y7-CC'+---=6-S8S’, 


worn 6=a+ 6+ y-+--- ist. Da die Richtung der Parallelen und 
die schneidende Ebene gleichgiiltig sind, so fiihrte Mébius folgende 
abgekiirzte Schreibweise ein: 

At BB+yC+---=aS. 

Diese Schreibweise und die durch sie definirte Addition von Punkten 
darf vielleicht neben gewissen mechanischen Betrachtungen als der 
Quellpunkt der Grassmaunn’schen Ausdehnungslehre angesehen werden ; 
Grassmann geht aber von einer andern Construction des Punktes S 
aus, wobei er die geometrische Addition der Strecken benutzt. Zu 
dieser Addition von Strecken scheinen in jener Zeit mehrere Geometer 
unabhingig von einander gekommen zu sein: in Italien Bellavitis 
1835 in seiner Theorie der Aequipollenzen und Chelini 1839 (Saggio 
di geometria analitica trattato con nuovo metodo), in Deutschland 
Mébius (Mechanik des Himmels 1842) und Grassmann. Bella- 
vitis nennt zwei Strecken iiquipollent, wenn sie in Grosse, Richtung 
und Sinn, aber nicht in der Lage iibereinstimmen, Grassmann nennt 
sie dann gleich oder identisch: eine Parallelverschiebung veriindert eine 
Strecke nicht. Nun ist von ihnen gefunden, dass, wenn mehrere 
Strecken an einander gereiht werden, so dass der Endpunkt jeder auf 
den Anfangspunkt der folgenden fillt, die Schlussstrecke, unabhiingig 
vom Ausgangspunkte und der Reihenfolge, dieselbe (oder iquipollent) 
bleibt, weshalb sie als die (geometrische) Summe der Strecken bezeich- 
net wurde. Die Summe zweier Strecken ist also den ihnen parallelen 
Ebenen parallel. Es leuchtet ein, dass die Componirung der Kriifte 
zu dieser Addition gefiihrt hat. 


Hat man wieder eine Reihe von Punkten A, B, C, --- mit den 


Coefficienten a, 6, y, ---, ist R ein ganz beliebiger Punkt und wer- 
den die Strecken aRA, BRB, y RC, ---~ addirt, so aber, dass R An- 
fangspunkt der zuerst genommenen und demnach auch der Schluss- 
oder Summenstrecke (oder der Resultante, wenn die Strecken in R an- 
greifende Krifte sind) ist, so geht diese Summenstrecke, gleichgiiltig, 
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wo & liegt, durch einen festen Punkt S, denselben, den Mobius ge- 
funden hat, und ist 6 - RS, also 


eRA+ BPRB+yRC+.---=—c6RS, 
wofiir dann nach dem Beispiele von Mébius, weil der Punkt R auf 
S keinen Einfluss hat, 
aA+ pB+yC+---=68 
geschrieben wird. 

Der Punkt S ist der Schwerpunkt der mit den Gewichten a, £, 
vy, +++ belasteten Punkte A, B, C, ---, oder das Centrum der mitt- 
leren Entfernungen der Punkte «4, BB, yC,--- nach L’Huilier; 
oS wird von Grassmann die Summe von aA, BB, yC,---+ genanut. 

Der Summenpunkt zweier, dreier Punkte befindet sich auf der ver- 
bindenden Geraden, bez. Ebene. 

Ist 6 = 0, so bleibt die Summenstrecke, wo auch R liege, iiqui- 
pollent; Grassmann bezeichnet dann diese unveriinderliche Strecke 
als Summe von aA, BB, yC, -+-; es wiire vielleicht besser gewesen, 
ihre feste Richtung oder ihren festen unendlich fernen Punkt als Summe 
zu bezeichnen und die Strecke ihm nur zu ,,adjungiren“, nicht zu sub- 
stituiren. Sie ist gewissermassen das greifbarere Abbild des unendlich 
fernen Punktes, an dem sich die numerischen Operationen ebenso voll- 
ziehen, wie an dem Punkte selbst. 

Der Coefficient eines unendlich fernen Punktes ist also 0 und dem- 
gemiiss, wenn unter den Summanden einer Summe unendlich ferne Punkte 
vorkommen, der Coefficient des Summenpunkts nur gleich der Summe 
der Coefficienten der eigentlichen Punkte. Die Summe selbst aber, die 
zu einem unendlich fernen Punkte fiihrt, ist nicht 0, und wenn zwei 
Summen denselben unendlich fernen Punkt liefern, so verhalten sie 
sich wie die adjungirten Strecken, deren Verhiiltniss demnach dieselbe 
Rolle spielt, wie das der Coefficienten desselben eigentlichen Punktes, 
zu dem zwei verschiedene Summationen fiihren. 

In der obigen Weise ist ein Punkt aus andern durch Rechnung, 
also numerisch abgeleitet. 

Jeder Punkt lisst sich aus vier andern von einander unabhiingigen 
ableiten, d. h. von denen keiner aus den drei andern sich ableiten 
lisst, oder die nicht in derselben Ebene liegen; wie dies schon Mé6- 
bius gezeigt hat. Die Coefficienten (oder Gewichte) sind dann eben 
die barycentrischen Coordinaten von Mébius oder die projectiven Co- 
ordinaten, wenn der Schwerpunkt der (gleich belasteten) Grundpunkte 
zum Kinheitspunkte (im Fiedler’schen Sinne) genommen wird. Von 
Grassmann werden die 4 Punkte, aus denen die iibrigen abgeleitet 
werden, Einheiten genannt und die aus ihnen durch diese Addition ab- 
geleiteten extensive Grdssen 1. Stufe. Sind drei der vier Einheiten un- 
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endlich ferne Punkte, so hat man Parallelcoordinaten, so jedoch, dass 
die diesen Punkten adjungirten Strecken je fiir die betreffende Coor- 
dinatenaxe Maasseinheit sind. 

Man erhilt auf diese Weise ein Hauptgebiet 4, Stufe*) und die 
Punkte, Geraden, Ebenen bilden untergeordnete Gebiete 1., 2., 3. Stufe. 

Die Strecken erzeugen ein Gebiet 3. Stufe, da aus drei von einan- 
der unabhiingigen (nicht selbst aus einander ableitbaren oder durch eine 
lineare Beziehung verbundenen), d. h. nicht zu derselben Ebene paral- 
lelen alle iibrigen durch Vervielfachung und (geometrische) Addition 
sich ableiten lassen. Dieses Gebiet 3. Stufe ist nach Obigem in nu- 
merischer Beziehung das Abbild des Gebiets 3. Stufe der unendlich 
fernen Punkte des Raums. 

Die linken Seiten der Gleichungen aller Kreise (Kreisfunctionen 
‘von Grassmann genannt) einer Ebene lassen sich numerisch aus denen 
von vier Kreisen, die nicht demselben Netze angehéren, ableiten; also 
ist jeder Kreis einer festen Ebene extensive Grésse eines Gebiets 
4. Stufe. Die Kugeln sind es in einem Gebiete 5. Stufe, alle Fliichen 
2. Grades in einem Gebiete 10. Stufe u. s. f. 

Auf aihnliche Weise kénnte auch die Addition von Punkten definirt 
werden. Es besteht bekanntlich zwischen den linken Seiten der Glei- 
chungen von 5 Punkten im Raume eine Relation, so dass jede sich als 
eine (algebraische) Vielfachensumme der 4 andern ausdriicken lisst. 
Wahlt man gerade die Form der Gleichung des Punktes, welche Hesse 
Normalform nennt, 

au+yv+24w+1—0, 
und lisst H;, A die linken Seiten bedeuten, so giebt die Addition 
6,A = a, F, + a, FE, + a, FE, + a, E, 
genau denselben Punkt wie die Mébius’sche oder Grassmann’sche 
Construction. 

Diese geometrischen Beispiele mégen Grassmann zu dem Begriffe 
der extensiven Grissen gefiihrt haben. Er hat aber allgemeinere Vor- 
stellungen damit verkniipft. In Y%, beginnt er mit den geometrischen 
Vorstellungen, und ist dies deshalb oben auch geschehen; in %, dagegen 
hat er gleich den allgemeinen Fall von » Einheiten vorgenommen und 
das geometrische Beispiel des Punktraums spiiter als interessanteste (und 
bis jetzt allein vollstindig durchgefiihrte) Anwendung gebracht. Im 
Uebrigen soll hier vorzugsweise 2%, als das spiitere Werk angezogen 


*) Wegen der dreifach unendlichen Zahl der Punkte heisst sonst der Punkt- 
raum 3. Stufe, und die Gerade und Ebene sind 1., bez. 2, Stufe. Hier ist jeder 
Punkt selbst Ort unendlich vieler — mit verschiedenen Coefficienten behafteter — 


extensiver Gréssen 1. Stufe und in sofern ein Gebiet. Grassmann’s Bezeichnung 


ist ja eben die fiir die Geometrie homogener Coordinaten geeignetste. 
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werden, das die andern in sich aufgenommen hat, am umfassendsten 
und wohl allgemein am verstiindlichsten gewesen ist. 

Also aus n selbst in keiner Zahlbeziehung stehenden Einheiten 
e,,: ++ é entsteht durch Vervielfachung und Summirung die extensive 


Grdésse: 
a= Ge, + Ge, + +--+ + One. 

Die Aufstellung des Calciils mit solchen hypercomplexen (héheren com- 
plexen, mehrfach benannten) Zahlen ist der Grundgedanke, von wel- 
chem Grassmann’s Untersuchungen ausgehen; er kann unter den 
der Rechnung mit Zahlengruppen, welchen Sir W. R. Hamilton fast 
gleichzeitig mit Grassmann’s ersten Arbeiten in seiner Quaternionen- 
theorie verfolgt und ausgesprochen hat, subsumirt werden. 

Fiir die additive und subtractive Verkniipfung von verschiedenen 
extensiven Groéssen liegt es nahe, die gemeinen Rechnungsregeln gelten 
zu lassen, unter deren Anwendung man einfach die gleichnamigen 
Glieder zusammenziehen wird. In gleicher Weise sind jene Rechnungs- 
regeln festzuhalten fiir die Verbindung einer extensiven Grésse a mit 
einer gemeinen Zahl « durch Multiplication und Division und wird 
z. B. stets: aa = ae gelten. 

Was hingegen die Multiplication zweier extensiven Grossen a, b 
betrifft, so erscheint das Product ab zunichst sinnlos. Seine Inter- 
pretation kann aber zuriickgeftihrt werden auf die Deutung der Ein- 
heitsproducte selbst, von welchen es a priori noch freisteht, e,¢, un- 
abhiingig und anders als ¢,e, zudeuten. Zu jener Zuriickfiihrung em- 
pfiehlt es sich, das distributive Princip oder die Multiplicationsregel fiir 
Polynome zu Hiilfe zu nehmen mit der behufs Beseitigung aller Zwei- 
deutigkeit erforderlichen Zusatzbestimmung, dass beim Ausmultipliciren 
der Aggregate a und b, m.a. W. bei der Bildung der Einzelproducte, 
aus denen das zu entwickelnde Ergebniss zusammenzusetzen sein wird, 
die aus den Factoren a und b zu entnehmenden Einheiten jeweils in 
derselben Reihenfolge multiplicativ zu verkniipfen sind, wie a und b 
selbst, d. h. wenn z. B. 


A= 0,0, + Ge, + a30;, b= Be, + Be, + Bye, 


a:b = a, Bye? + B,C: 0+ &B,e5-e, 

H+ @; By €,+€, + &, Bye? + Hs By e5-C, 

T+ % Bs; -€3 + Oy Bg ey-€3-++ Ot; Byes”, 

worin z. B. @,B,e,+e, und a B,e,-e, noch nicht zusammengezogen 
werden diirfen. 

Zur weitern Bestimmung einer speciellen Art der Multiplication 

von extensiven Gréssen kénnen nun ,,Zahlbeziehungen“‘ zwischen den 

biniren Einheitsproducten e,e,, ¢,€,, €,¢3, + * angenommen werden — 


so ist 
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Systeme von sog. Bestimmungsgleichungen der betreffenden Multipli- 
cationsweise. 

Ausfihrlicher als in &, zeigt Grassmann in einem Aufsatze des 
Crelle’schen Journals*), dass, wenn die Bestimmungsgleichungen be- 
ziiglich simmtlicher Einheiten symmetrisch sein und ausserdem fort- 
bestehen sollen, falls man irgend eine Einheit e durch die entgegen- 
gesetzte —e ersetzt, noch 16 Arten der Multiplication méglich sind, 
fiir welche das Bestehen oder Nichtbestehen irgend welcher von den 
folgenden 4 Gleichungen (bez. Gleichungssystemen) charakteristisch ist: 


1) Cp Cy = COG, 2) €; Cy +- Cees = 0, 

« > 4) 9 © € 

3) ¢,? = e,2 =--- = e,”, 4peP+e2+---+e”?=0, 
worin ~ und k zwei verschiedene von den Indices 1 bis » sind. 


Das hoéchste wissenschaftliche Interesse schreibt Grassmann den 
von ihm sogenannten linealen Multiplicationen zu. Lineal nennt er 
eine solche Productbildung, deren Bestimmungsgleichungen von den 
Einheiten auf die daraus beliebig linear zusammengesetzten extensiven 
Gréssen sich tibertragen. Er zeigt, dass es nur zwei solche Multipli- 
cationen giebt, wofern von den beiden Multiplicatiousarten abgesehen 
wird, von denen die eine keiner Bestimmungsgleichung unterworfen ist, 
wiihrend bei der andern simmtliche biniren Einheitsproducte null sind. 

Fiir die linealen Multiplicationen gelten entweder die Gleichungen 
1) und damit alle Gesetze der gewdhnlichen arithmetischen (algebrai- 
schen) Multiplication, insbesondere das Commutationsgesetz ab = ba; 
oder aber es gelten die Gleichungen 2) fiir beliebige ungleiche und 


gleiche Indices i, k, woraus dann ab = — ba und a*? = 0 folgt, oder 
nach der von Grassmann fiir diese Multiplication eingefiihrten Be- 
zeichnung mit ,,scharfen“ Klammern: [ab] = — [ba] und [aa] = 0. 


Die letztere Multiplicationsart, die combinatorische oder dussere, wird 
nun in A, und A, eingehend studirt. Wir heben folgende Gesetze 
hervor: Die Vertauschung zweier Factoren 1. Stufe iindert das Vor- 
zeichen des Products, ein Product mit zwei gleichen Factoren ver- 
schwindet, mithin auch ein Product aus Factoren, die nicht von ein- 
ander unabhiingig sind. Ein iiusseres Product hat folglich nur dann 
einen Werth, wenn jeder Factor ausserhalb des Gebiets der aus den 
andern ableitbaren Gréssen liegt; daher der Name. Ein dusseres Product 
findert seinen Werth nicht, wenn zu einem Factor desselben das Vielfache 
eines andern addirt wird, oder, wie Grassmann sagt, wenn jener eine 
lineale Aenderung erfihrt, und umgekehrt, die Factoren des einen zweier 
gleichen Producte lassen sich durch lineale Aenderung in die des andern 
iiberfiihren. In leichter und ungezwungener Weise gelangt Grassmann 


*) Sur les différents genres de multiplication Bd. 49, 8. 123. 
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dann zu den Fundamentalsiitzen der Determinantentheorie, zur ele- 
ganten Lésung verschiedener Eliminationsprobleme, wie dies spiiter in 
etwas populirerer Weise H. Hankel a, a. O. auseinandergesetzt hat. 
Mit den alternirenden Zahlen des letzteren sind Grassmann’s der com- 
binatorischen Multiplication unterworfene extensive Gréssen identisch, 
desgleichen deren Einheiten mit Cauchy’s clefs algébriques (Comptes 
rendus Bd. 36; Exerc. d’analyse et de phys. math. Bd. 4), bei denen 
Grassmann’s Prioritéit nicht beriicksichtigt worden ist. 

Ein Product von m aus ebenso vielen Einheiten abgeleiteten ex- 
tensiven Gréssen ist in der That geradezu gleich dem Producte aus 
der Determinante der Coefficienten in das geordnete Product der Kin- 
heiten*). 

Wenden wir also die aussere Multiplication auf zwei Punkte an**), 

6.A = a, FE, + «,F, + a, EF, + «,E,, 
6; B= BE, + B, EF, + BE, + B,F,, 
indem 6, = La;, 6; = LB;. Also ist 

6«63[A B] = («, B,) (2, £,) + (@,8;) [F, FE] + («8,) [E34] 

+ (3 B,) (2; Ey] + (a, a4) [E, Ey] + (@6,) (2, F,), 
; at weil (E,E] = 0, (EE) = — (EE. 

Die 6 Einheitsproducte sind die Einheiten fiir die extensiven 
Groéssen 2. Stufe und alle extensiven Gréssen 2. Stufe sind aus ihnen, 
sie aber nicht aus einander numerisch ableitbar. 

Zu jedem iiusseren Producte m'*" Stufe extensiver Gréssen 1. Stufe, 
das nicht 0 ist, gehért ein Gebiet m'*« Stufe, das aller extensiven Grosse 
1. Stufe, die aus den Factoren ableitbar sind. 

Das Product [A B] ist das Stiick der Verbindungsgeraden von A, B 
zwischen ihnen: ein Linientheil, wie Grassmann sagt. 6,6,[A B| ist 
das 6,6,-fache desselben. Das fiussere Product von «A und BB ist 
demnach ein Stiick auf der Geraden AB, gleich dem af-fachen des 
Segments AB. Es leuchtet ein, dass [A B] = — [B A] und [AA] =0; 
ferner, dass [A(B-+4A)] = [AB], denn wenn B+AA = (1+A)C, 
so ist AC: CB=1:4, oder AC: AB=1:1-+4, also auch 


worin (@;B,) = 


*) Darin, dass nur lineare Zahlbeziehungen zwischen biniren Einheitspro- 
ducten als Bestimmungsgleichungen genommen sind, scheint iibrigens eine gewisse 
Beschrinkung zu liegen. Es wiire z. B. eine Productbildung im obigen Sinne auch 
lineal zu nennen, zu deren Bestimmung weiter nichts festgesetzt ist, als dass durch- 
weg ¢,(€,¢,) = (€,&)e,- Leicht wiirde zu folgern sein, dass auch allgemein 
a(bc) = (ab)c, wonach die Multiplication blos associativ, nicht commutativ sein 
miisste und auch nicht dem Gesetze ab = + ba unterworfen zu sein brauchte. 

**) Fiir Punkte und also auch fiir die Einheiten mag die tibliche Bezeichnung 
durch grosse Buchstaben angewandt werden. 
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[AC] = i il4 Bl; [A(B+4A)] =(1+4)[AC]=[AB]. Zwei 
Linientheile sind nur dann gleich, wenn sie bei gleicher Linge den- 
selben Triger haben; da aus zwei Punkten sich nur die Punkte ihrer 
Verbindungslinie numerisch ableiten lassen. Der Linientheil ist mithin 
nur noch auf seinem Triger verschiebbar; was ihn wesentlich von der 
Strecke unterscheidet. Mechanisch also ist der Linientheil eine Kraft. 

Wenn zwischen zwei Punktsystemen eine Beziehung stattfindet 
(die nothwendig in den Punkten linear sein muss, da sie sonst keine 
Beziehung zwischen Punkten ist): 

eA+BB+---—=ec#At+p'B+--., 
so ist es natiirlich, dass sie auch nach iiusserer Multiplication mit einem 
beliebigen Punkte R bestehe: 
a[ R.A] + B[RB) + ---=e[RA’} + B'[RB'] +--+; 

dies ist aber nach dem friiher Gesagten gerade die Erliuterung der 
obigen Punkterelation, vorausgesetzt, dass die Addition von zwei Linien- 
theilen, deren Triiger sich schneiden, so erfolgt, wie die Componirung 
von Kriften. Auf diese Weise ist die Interpretation des Products 
zweier Punkte als Linientheil begriindet und gleichzeitig die Addition 
der Linientheile definirt. 

Linientheile also, deren Trager durch denselben Punkt gehen oder 
in derselben Ebene liegen, lassen sich zu einem Linientheile addiren. 
Dies ist jedoch nicht bei beliebig im Raume gelegenen Linientheilen 
der Fall. Die Darstellung aber jedes Linientheils als Vielfachensumme 
von 6 EKinheits-Linientheilen, von denen die 3 ersten z. B. in derselben 
Ebene FE, , EF, liegen, die 3 letzten durch denselben Punkt L, gehen, 
also je sich zu einem Linientheile vereinigen lassen, zeigt, da ja die Ein- 
heitspunkte beliebige (nicht derselben Ebene angehdrige) Punkte sein 
kénnen, dass jede Summe von Linientheilen sich auf zwei Linientheile 
reducirt, von denen der eine durch einen beliebig gegebenen Punkt geht, 
der andere in einer beliebig gegebenen Ebene, die jenen nicht enthiilt, 
sich befindet. In gewissem Sinne ist also die Addition von Linientheilen 
im Allgemeinen nicht ausfihrbar, d, h. fihrt nicht zu einer einzigen 
Grosse. 

Derartige Summengréssen von blos formeller Bedeutung ergeben 
sich, wenn » Einheiten zu Grunde liegen, bei der Addition von Pro- 
ducten 2' bis (n—2)' Stufe. 

Die Bedingung, unter der eine Vielfachensumme von Linien- 
theilen einen einzigen Linientheil giebt oder, mechanisch gesprochen, 
eine Reihe von Kraften im Raume mit einer Kraft iiquivalent ist, ist 
von Grassmann angegeben. 

Das Verschwinden einer solchen Summe, mechanisch die Bedingung 
fiir das Gleichgewicht der Kriifte, ist eine einzige extensive Gleichung, 
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die, wegen der gegenseitigen Unabhingigkeit der 6 Einheitsproducte, 
in 6 algebraische zerfallt, welche mit den gewdhnlichen iibereinstim- 
men, wenn unter den Kinheitspunkten sich 3 unendlich ferne befinden. 

Man ersieht leicht, dass die 6 Coefficienten der EKinheitsproducte 
in dem Ausdrucke fiir einen Linientheil die Coordinaten des Traigers 
desselben, oder genauer des Linientheils selbst sind; proportionale Ver- 
iinderung macht sie zu Coordinaten der verschiedenen Linientheile der- 
selben Geraden und somit zu Coordinaten der Geraden. Direct hat 
zwar Grassmann diese Coefficienten nicht als Liniencoordinaten be- 
zeichnet, aber man muss mit Clebsch sagen, dass dieselben doch in 
der Ausdehnungslehre enthalten sind (Gedichtnissschrift auf Pliicker 
S. 28 Anm.). 

Nicht jede 6 Coefficienten geben eine Vielfachensumme der Kin- 
heits-Linientheile, die zu einem Linientheile fiihrt; die eben erwihnte 
Bedingung giebt die deshalb zwischen den 6 Coordinaten einer Gera- 
den nothwendige Relation, niimlich 

Vi2%a1 1 Yo3V%ia H Ysa = 9, 
wenn ix == (@B,). 

Im Fall diese Bedingung nicht erfiillt wird, das Kriiftesystem also 
bei mechanischer Deutung nur auf zwei Krifte sich reduciren lisst, 
sind die 6 Coefficienten die Coordinaten des linearen Complexes, der 
mit dem Nullisysteme des Kriftesystems verbunden ist, d. h. die Coef- 
ficienten seiner Gleichung. 

Das iiussere Product eines einfachen eigentlichen Punktes mit einem 
unendlich fernen ist ein Linientheil, der mit der dem unendlich fernen 
Punkte adjungirten Sirecke iiquipollent ist und dessen Traiger durch 
den eigentlichen Punkt geht; oder, um mit Grassmann zu reden: 
eine Strecke wird durch Multiplication mit einem Punkte , starr“. 

Das iiussere Product zweier Strecken a, 6b — mit dem sich gleich- 
zeitig Saint-Venant (C. R. Bd, 21, 8. 620 (1845)) beschiftigt hat — 
ist das durch ihre Aneinanderreihung entstehende, in ihrem Sinne um- 
laufene, parallel verschiebbare Parallelo- iene 
gramm. Dass [ab] = [(a+4b)b], zeigt MASA a/ 
die nebenstehende Figur unmittelbar. Durch 6 ph a eas 
eine solche lineale Aenderung kann man 6 
zwei Streckenproducte so transformiren, dass 7: aie : ab 
sie einen Factor gemein haben, dessen Rich- 
tung die der Schnittlinie der Trigerebenen ms 
des einen und des andern Products sind. Durch [ab]+[ac]—=[a(b+o)] 
ist die Addition von zweifactorigen Stregkenproducten auf die von 
Strecken zuriickgefiihrt. Ist also das eine Product in ABCD, das 
andere in DCEF transformirt, so ist die Summe mit ABE F iqui- 
pollent. 
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Dem Producte zweier unendlich fernen Punkte, also einem unend- 
lich fernen Linientheile, der, ebenso wie die beiden Factoren, den Coef- 
ficienten 0 hat, ist ein Streckenparallelogramm adjungirt, das in nu- 
merischer Beziehung das Abbild jenes ist; einer unendlich fernen 
unendlich kleinen Kraft (oder einem Kriiftepaar, denn zwei parallele 
entgegengesetzt gleiche Linientheile haben zur Summe einen unendlich 
fernen) sein Moment. 

Das ifiussere Product [ABC] dreier Punkte A, B, C oder des 
Linientheils [AB] und des Punktes C fiihrt zu dem Parallelogramme 
der Ebene ABC, das durch die 3 Punkte bestimmt ist und in der 
Richtung A BC wolaufen wird, oder, in mechanischer Deutung, zum 
Momente von [AB] in Bezug auf C. Grassmann nennt dies Pro- 
duct einen F'léchentheil. 


Wit haben 
6.636,(A BC] = (a, B,y;)(E, EF, Ey) + (@,8;7,) (4, FE, E,) 

+ (@;B,7,) (42,2, £,} + (¢,B,7,)(4, ££], 
worin («,,y,) u. s.f. die Determinanten sind. Zwei gleiche Flichen- 
theile miissen in derselben Ebene liegen; oder der Fliichentheil ist nur 
in seiner Ebene vatiabel. Dass [ABC] = |(A+4B+ uC) BC), ist 
wiederum leicht geometrisch einzusehen. Durch diese lineale Aende- 
rung kann man zwei Flichentheile stets so umwandeln, dass sie zwei 
Factoren gemeinsam haben: | A BC] + |ABD)=—[AB(C+ D)); also 
ist die Addition zweier Flichentheile auf die von Punkten zuriickge- 
fiihrt und geschieht analog der von zwei zweifactorigen Streckenpro- 
ducten, nur dass der Triger der Summe nicht mehr verschiebbar ist, 
sondern durch die Schnittlinie der Triiger der Summanden gehen muss. 
Dass aus einer linearen Relation zwischen Linientheilen durch dussere 
Multiplication mit einem beliebigen Punkte eine richtige Relation zwi- 
schen Flichentheilen sich ergiebt, bestiitigt die Richtigkeit der Inter- 
pretation des dreifactorigen Punktproducts. Die Coefficienten der 4 
Kinheitsproducte in dem Ausdruck eines Flichentheils sind offenbar 
die Coordinaten seiner Ebene (genauer wiederum des Flichentheils). 
[A BX) = 0 driickt aus, dass der Fliichentheil 0 ist, oder dass X dem 
Gebiete von [A B] angehdrt, also auf der Geraden AB liegt. Wir haben 
so die einzige extensive Gleichung einer Geraden, die in vier algebraische 
zerfallt, welche das Verschwinden der Coefficienten der vier von einan- 
der unabhiingigen Einheitsproducte [/,E,E,), (£,F,/,|, (£,2£,£,}, 
(E,£,E,| ausdriicken und von denen zwei die Folge der andern sind. 

Das fiussere Product eines eigentlichen Punktes mit zwei unendlich 
fernen ist ein dem Producte der den beiden letzteren adjungirten 
Strecken iiquipollenter Flichentheil, dessen Ebene durch den eigent- 
lichen Punkt geht, also ein starr gemachtes Streckenproduct. 
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Das Product dreier Strecken ist ein verschiebbares Parallelopiped 
von gleichem Inhalte mit dem von den 3 an einander gereihten Strecken 
gebildeten und das Abbild des Products dreier unendlich fernen Punkte. 

Das iiussere Product [ABCD] von vier Punkten, die auch zu 
Linien- und Flichentheilen zusammengefasst werden kénnen, ist das 
durch sie bestimmte Parallelopiped (oder der ,,Spat“, wie Grassmann 
sagt). Man erhilt 

6466,63[A BCD] = («,B,7;9,)[L, E, E, E,); 
also jedes solche Product 4. Stufe in einem Hauptgebiete 4. Stufe steht 
zu dem Producte der Einheiten in einem einfachen Zahlverhiltniss, mit- 
hin auch je zwei unter einander. Nimmt man dieses Einheitsproduct 
4. Stufe (allgemein '*' Stufe) als absolute Einheit, so ergiebt sich jedes 
Product. 4'** (bez. ne") Stufe als Zahl, also O'" Stufe. 

[ABC X] =0 driickt aus, dass X dem Gebiete von [ABC], also 
der Ebene A BC angehort, ist mithin die extensive Gleichung einer Ebene, 
die nach Division mit |Z, ,/,E,) in die algebraische Gleichung 

(a, By; 8.) = 0 
iibergeht. 

[AB-XY]=0O sagt aus, dass [Ab] und [X Y] einen Spat vom 
Inhalt 0 bilden, also derselben Ebene angehéren, folglich ist es die 
Gleichung des speciellen linearen Complexes mit der Directrix AB; 
setzen wir (c;8,) = yix und (§&y.) = px, so erhalten wir nach Divi- 
sion mit [H, FE, E,£,| die algebraische Gleichung desselben: 

Vi2Ps4 HF Yo3Pia + YsiPoa 1 YsiPi2 + YaPrs + YaPis = 93 
bis zu welcher nun freilich Grassmann wiederum nicht selbst ge- 
langt ist. 

Multiplicirt man den Ausdruck fiir 6.6;[AB] nach und nach mit 
den Einheitsproducten |, | etc., so erhilt man die Coordinaten, und 
diese sind demnach den von einem Linientheile der betrachteten Ge- 
raden mit den Kanten des Kinheitstetraeders gebildeten Spaten oder 
nach Mébius-Cayley’s Ausdruck mit den Momenten der Geraden 
beziiglich der Kanten proportional, wie dies spiiter Zeuthen (Math. 
Ann, I) bemerkt hat. 

Es wiire interessant, die Bedeutung der iiussern Producte in den 
andern oben erwihuten geometrischen Beispielen zu studiren. 

Ueber » Factoren hinaus (in einem Hauptgebiete n't Stufe) lisst 
sich aber die iussere Multiplication nicht fiihren, da jedes soleche Product 
verschwindet, weil die Factoren nicht mehr unabhiingig von einander sind. 
Zu dem Ende hat Grassmann —- vermuthlich durch das Prineip der 
Dualitét geleitet — fiir Factoren, deren Stufensumme n iibersteigt, eine 
andere Art der Multiplication eingefiihrt, die er die regressive oder — 
in A, — die eingewandte- Multiplication nennt; im Gegensatz zu ihr 





| 
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heisst dann die bisherige, bei der die Stufensumme der Factoren héch- 
stens » ist, die progressive; ein Product, das durch diese beiden Multi- 
plicationen zu Stande kommt, wird ein (auf das Hauptgebiet) beziig- 
liches genannt und ein mehrfactoriges rein oder gemischt, je nachdem 
nur die eine oder beide Arten vorkommen. Zur Erklirung der regres- 
siven Multiplication wird der Begriff der Ergénzung aufgestellt. Unter 
der Ergiinzung einer Einheit 1'* bis (n — 1)'*" Stufe wird diejenige Ein- 
heit verstanden, mit der, als zweitem Factor, die erstere iusserlich 
multiplicirt das Product [e,e,---e,] giebt, welches, um es nicht als 
einen constanten Factor durch die ganze Betrachtung mitzuschleppen, 
gleich 1 gesetzt wird. So sind z. B. die Erginzungen von F,, [F, E,], 
[E, £, E,] im Punktraume 4. Stufe, welche mit | F,, | [£, F,], 
| [#, £, E,) bezeichnet werden, bez. (EF, F,F,), (E,£,], — E,. Wie 
eine abgeleitete Grésse aus den Einheiten oder Einheitsproducten, so 
wird aus deren Ergiinzungen die ihrige abgeleitet; und, abgesehen vom 
Vorzeichen, ist die Ergiinzung der Erginzung einer Grésse diese selbst. 
Im Punktraume 4. Stufe sind, was Grassmann sicher gewusst, aber 
nicht ausgesprochen hat, die Triiger sich ergiinzender Gebilde reciprok 
in Bezug auf die imaginire Fliche 2. Grades, deren Gleichung in bary- 
centrischen Coordinaten 


§,° + &? + &3? + &? =0 


ist und fiir welche die 4 Kinheitspunkte ein Poltetraeder bilden. Wenn 
also unter den EKinheiten 3 unendlich ferne Punkte in zu einander 
senkrechten Richtungen sich befinden, deren adjungirte Strecken gleich 
lang sind, ist diese Fliche eine imaginire Kugel um den endlichen 
Einheitspunkt. Jeder unendlich ferne Punkt oder seine Richtung, jeder 
Linientheil ist in diesem Falle zu einer Ergiinzung senkrecht. 


Unter dem regressiven Producte zweier extensiven Gréssen A, B, 
deren Stufensumme a + 6 > n ist, versteht man nun diejenige exten- 
sive Grésse, deren Erginzung gleich dem Product der Ergiinzungen 
der beiden Factoren ist; diese sind von den Stufen n—a, n—b, ihr 
Product progressiv und von der Stufe 2n—(a+b), seine Ergiinzung 
also von der Stufe a+b—mn. Da a+b>n, so haben die den Facto- 
ren zugehérigen Gebiete mindestens ein Gebiet von der Stufe a+b—n 
gemein; man kann nun jeden von ihnen durch lineale Aenderung so 
transformiren, dass er einen Factor enthilt, dem dieses Gebiet zuge- 
hort; also A=—[PQ], B=[PR], wo P, Q, R bez. die Stufen 
p=a+b—n,q=—=n—b, r=—n—a haben, also p+q+r—n 
ist. Es wird nun der wichtige Satz gewonnen, dass [A B] = [PQ-P Rj 
=[PQR|P, worin [PQR) n' Stufe, also eine Zahl ist. Demnach 
ergiebt sich eine extensive Grésse, deren Gebiet das gemeinsame von 
A und B ist. Ist das gemeinsame Gebiet von héherer als (a+-b—n)' 
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Stufe, so verschwindet das regressive Product. Wenn a+b<n, so 
befinden sich A und B im Allgemeinen in einem Gebiete von der Stufe 
a+b (ihrem ,,verbindenden“ Gebiet): es ist das zu ihrem (progressi- 
ven) Producte gehérige. Befinden sich A und B in einem Gebiet 
niedrigerer Stufe, so ist [AB] = 0. Fir den Punktraum 4. Stufe er- 
giebt sich so als regressives Product eines Linien- und eines Flichen- 
theils ein gewisses Vielfache des Schnittpunktes der Trager, als re- 
gressives Product zweier Flichentheile ein Linientheil auf der Schnitt- 
linie der beiden Triiger. Ist a+ b=, so fiihrt die regressive wie 
die progressive Multiplication zu demselben Resultate, und zwar zu 
einer Zahl (extensiven Grdsse O' Stufe). 

Grassmann discutirt ausfihrlich die Gesetze der mehrfactorigen 
beziiglichen Producte, z. B. ob und wann auf einander folgende Fac- 
toren vertauscht oder zusammengefasst werden kénnen, wann die Pro- 
ducte durch das Verschwinden gewisser Factoren oder des Products 
einer Factorenreihe selbst verschwinden, betrachtet-insbesondere solche 
Producte, deren Stufensumme ein Vielfaches von m ist, die also in eine 
Zahl iibergehen und deren Verschwinden nur zu einer einzigen alge- 
braischen Gleichung fiihrt. 

Sind die Einheiten 1. Stufe wiederum Punkte, in welchem Falle, 
wie wir oben gesehen, die beziigliche Multiplication den projectiven 
Constructionen, Verbinden und Schneiden, entspricht, dann ist durch 
das Verschwinden eines beziiglichen Products n'* (oder O'') Stufe, in 
dem eine variable extensive Grésse vorkommt, ein Ort derselben be- 
stimmt; und wir haben eine planimetrische (n = 3) oder stereometrische 
(n = 4) Gleichung. Da hier wegen des Verschwindens des Products 
die Coefficienten der Punkte, Linien- und Flichentheile herausgehen, 
durch welche allein sich die verschieden vielfachen an derselben Stelle 
befindlichen Punkte, die verschiedenen Linientheile einer Geraden, bez. 
Flichentheile einer Ebene unterscheiden, so kann man kurz von einfachen 
Punkten, von Geraden und Ebenen sprechen und als das beziigliche 
Product zweier dieser Elemente ihr verbindendes, bez. gemeinsames 
Element bezeichnen. 

Ist z. B. das variable Element ein Punkt X, so erhilt man bei 
n= 3 eine algebraische ebene Curve, bei m = 4 eine algebraische 
Fliiche, und man gewinnt das folgende allgemeine Gesetz fiir deren 
Construction, das jedoch nur fiir die Flichen ausgesprochen werden mag: 

Wenn aus einer Reihe fester Punkte, Geraden, Ebenen und einem 
variablen Punkt X durch Verbinden und Schneiden ein Punkt und eine 
Ebene oder zwei Gerade construirt werden, so erzeugen die Punkte X, 
fiir welche der construirte Punkt in der construirten Ebene liegt, bez. 
die beiden Geraden in dieselbe Ebene fallen, oder, mit Grassmann’s 
Terminologie, fiir welche Punkt und Ebene, bez. die beiden Geraden 
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incident sind, eine Fliche n'* Ordnung, sobald X bei der Construction 
n-mal verwandt wird, und umgekehrt, jede Fliche n'*' Ordnung kann 
so erzeugt werden. Aehnliches gilt natiirlich, wenn das variable Ele- 
ment eine Gerade oder Ebene ist. Dies ist die allgemeine rein geome- 
trische Construction der algebraischen Plancurven, Flichen und, wie nun 
hinzugefiigt werden kann, Complexe, auf die in der Pliicker- sowie 
in der Clebsch-Biographie hingewiesen wird (S. 8, bez. 8. 31). 

Die geometrischen Aufsiitze Grassmann’s im Crelle’schen Jour- 
nale beschiftigen sich vorzugsweise damit, diese Constructionen auf die 
einfachsten Formen zuriickzufiihren. Insbesondere werden die Curven 
und Flaichen der 2. und 3. Ordnung betrachtet. Grassmann definirt 
die Multiplication der geometrischen Elemente selbstiindig, setzt die 
Transformationen aus einander, die man mit derartigen geometrischen 
Producten, zumal solchen O' Stufe, vornehmen kann, und interpretirt sie. 

So z. B. ist die (planimetrische) Gleichung eines Kegelschnitts: 

[XAbCdEX]=0, 

worin b, d feste Geraden (genauer Linientheile), A, C, E feste Punkte sind 
und X der erzeugende Punkt ist. Die Gleichung sagt aus, dass die Gerade 
2=[(XAbCdE), welche durch Verbindung von X mit A, Schnitt 
von XA mit 6 in Y, Verbindung von Y mit C und Schnitt von YC 
mit d in Z und endlich Verbindung von Z mit E entsteht, durch X 
gehen soll; sie entspricht also der bekannten Maclaurin’schen Con- 
struction, dem einfachsten Falle der Erzeugung durch projective Bii- 
schel. Die construirten Elemente, welche incident sein sollen, sind 
also x und X selbst. 


Das obige planimetrische Product kann aber beispielsweise folgende 
Transformationen erleiden: 
[XAbCd-EX]=0 oder [|X AbCd-XE]=—0, [XAbDC-XEd|=—0, 
worin die Elemente, welche incident sein sollen, der Pankt Z = X AbCd 
und die Gerade EX, bez. die Gerade YC = X ADC und der Punkt 
X Ed sind; oder auch: 

[XAb-C-XEd| =0, 
welche aussagt, dass die 3 Punkte XAb, C, X Ed auf derselben Ge- 
raden liegen (einen Flichentheil vom Inhalt 0 erzeugen); auch eine 
volistindige Umkehrung ist erlaubt: 
[X EdCb AX] =0; 

was alles geometrisch unmittelbar einleuchtet. Dass A und EF dem 
Kegelschnitte angehéren, ergiebt sich auf der Stelle: denn wenn X 
nach A oder F fallt, so wird XA, bez. XE null und damit das Pro- 
duct in seiner ersten, bez. letzten Form. Die festen Elemente b, C, d 
lassen sich leicht aus 3 weiteren gegebenen Punkten des Kegelschnitts 
construiren, doch wollen wir lieber die analoge Construction fiir die 
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Curve 3. Ordnung mittheilen und dabei der Kiirze halber die scharfen 
Klammern weglassen. Es seien A, B,---, J die eine Curve 3. Ord- 
nung bestimmenden 9 Pankte, ferner sei a= DE, b= EF, A, = 
AF .CD; G,, H,, J,, bez. G,, H,, J, seien die Werthe der beziig- 
lichen Producte XAaA,- XC und XBb, wenn G, H, J fiir X ein- 
gesetzt wird, sodann sei c= EJ,, L=4H,G,cG,.-H,F, M= 
H,G,cH,-G,F, K=LM-d,J,, By = KG,cG,-KF; dann ist: 
XAaA,-XBbKcB,-XC=—0, 
wodurch das Liegen von 3 Punkten in gerader Linie oder die Incidenz 
der Verbindungslinie zweier mit dem dritten ausgedriickt wird, die 
planimetrische Gleichung der Curve 3. Ordnung (Crelle’s J. Bd. 52, 8. 254). 

Kine bemerkenswerth einfache Erzeugung der Curve 3. Ordnung, auf 
die Grassmann schon in Crelle’s Journal Bd. 31 und dann wiederholt 
zu sprechen kommt und die auch von Clebsch (Math. Ann. Bd. V, 
8. 422) behandelt worden ist, beruht auf der Gleichung: 

[XAa-XBb- XCcj =0. 

Wenn %, ,, M, drei Reihen von einer geraden Zahl auf einander 
folgender Elemente sind, und zwar abwechselnd Punkt, Ebene, Punkt, 
Ebene, u. s. w., oder lauter Geraden, A und a ein fester Punkt und eine 
feste Ebene, die a feste Geraden sind, so fihrt Grassmann die Er- 
zeugungsweisen der Fliichen 3. Ordnung auf folgende vier zuriick: 

(1) [XR - XR, - XR, - A] —O 

(vier Punkte in derselben Ebene oder die Ebene dreier incident mit 
dem vierten), 

(2) [XR - XR, - XR,a, - «] — 0, 

(3) [XRa- XR,a,- XR, - A] — O 

(beidemal die Verbindungslinie zweier Punkte mit der Schnittlinie zweier 
Ebenen incident) , 

(4) [XRa- XM, a,- XM,a,- a] =O 

(4 Ebenen durch denselben Punkt oder der Schnittpunkt dreier inci- 
dent mit der vierten). 

In (1) seien die St abwechselnd Punkt und Ebene, ®t’, Ry, KR,’ 
die umgekehrten Reilhien, also mit einem Punkte B, B,, B, schliessend. 
Das Resultat von XR, XR,, XR, sei Y, Y,, Y, und y ihre Ver- 
bindungsebene, die durch A gehen soll. Sei nun y eine bewegliche 
Ebene durch A, so beschreiben die Ebenen 7%’, 1%,’, 7 ®t,’ Biindel 
(Biischel 2. Stufe, wie Grassmann sagt)-um B, B,, B,, welche mit 
A collinear sind. Der erzeugende Punkt X soll offenbar in 98’, 1 X,’, 
7X, liegen. Wir erhalten so die bekannte und nach Grassmann 
benannte Erzeugungsart der cubischen Fliichen. Aus (4) lasst sich aber 
iihnlich die spiter von F. August (Dissert. inaug. Berlin 1862) gefun- 
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dene und nach ihm benannte ableiten. Man sieht, wie dies nur zwei 
besondere Fille von den linealen Erzeugungen sind, die in (1) bis (4) 
stecken (Crelle’s J. Bd. 49, S. 47). 

Wiirde man ein Product 1. oder 3. Stufe, das einen variablen 
Punkt X enthalt, gleich 0 setzen — was Grassmann selbst nicht 
betrachtet hat —, so erhielte man die stereometrische Gleichung einer 
Raumcurve; es wird dadurch die Incidenz einer Ebene oder eines Punktes 
mit einer Geraden ausgedriickt. Z. B. ist 

[XR X] — 0 
die Gleichung einer cubischen Raumcurve, wenn Si eine ungerade Zahl 
(mindestens 5) abwechselnder Punkte und Ebenen, mit einem Punkte 
anfangend, bedeutet. Sie entspricht der Erzeugung der Curve durch 
collineare Biindel, welche, wenn {i aus 3 Elementen bestiinde, in per- 
spectiver Lage wiren. — 

Im Streckengebiet 3. Stufe wollen wir uns — der bequemeren 
Ausdrucksweise halber — alle Strecken in demselben festen Punkte O 
anfangend vorstellen. Sind dann die Einheiten e,, ¢,, ¢, drei zu ein- 
ander senkrechte Strecken von der Liinge 1, so haben wir, wenn eine 
beliebige Strecke a durch 

A = H, 0; + Gy & + yes 
dargestellt ist, in @,, a, @, die rechtwinkligen Coordinaten des End- 
punkts von a@ in Bezug auf die Triiger von e,, e,, e, als Axen. Das 
Product [e, ¢, €,] ist ein Wiirfel vom Inhalte 1. Also ist das fiussere 
Product von a in ihre Erginzung 

[a|a] = «,? + a,’ + @,’, 
mithin gleich dem Quadrate der Liingenzahl « der Strecke a; die posi- 
tive Quadratwurzel aus dieser Grésse 3'*" (oder O'') Stufe, einer Zahl, 
die Langenzahl selbst. 

Eine andere Strecke b von der Lingenzahl £ sei 

: b = B,e, + Bre, + Bye; 
dann ist 

[a|b] = [b|a] = «, B, + «6, + a, 6, = a8 cos (a, b). 
Ist also [a|b] = 0, so sind die Strecken a@ und 6} zu einander normal. 

Hier werden mithin die Strecken bei ihrer Multiplication implicite 
noch mit dem Cosinus, beim fussern Producte mit dem Sinus ihres 
Zwischenwinkels multiplicirt. 

Die Bedeutung des ausseren Products einer extensiven Grosse mit 
ihrer eigenen Ergiinzung, beziehlich mit der einer andern gleichartigen 
in dem eben betrachteten Specialfalle hat Grassmann veranlasst, diese 
Productbildung genauer zu untersuchen. Er nennt also allgemein das 
(auf ein Hauptgebiet) beziigliche Product einer extensiven Grésse mit 
der Ergiinzung einer andern inneres Product der beiden Gréssen, und 
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zwar inneres deshalb, weil das so gebildete Product zweier Einheiten 
gleicher Stufe nur dann nicht verschwindet, wenn sie in einanderfallen*). 

In &, werden die Gesetze der innern Multiplication fiir den all- 
gemeinsten Fall von » von einander unabhiingigen, sonst beliebigen 
Einheiten eingehend entwickelt. Es lassen sich nur wenige kurz wie- 
dergeben; z. B. dass diese Multiplication distributiv ist, und dass 
[P| Q] =(—1)?4-(Q| Pj, wenn p, q die Stufen von P, Q sind, 
also bei gleicher Stufe [P| Q@] —[@Q| P]. 

[A| A], wofiir er auch A? schreibt, eine Grosse 0' Stufe, nennt 
er das innere Quadrat von A und die positive Quadratwurzel aus dieser 
Zahl den numerischen Werth von A; als Cosinus des Winkels zweier 
extensiven Grissen A, B gleicher Stufe, geschrieben cos 1 AB, be- 
A|B 
[ 7 J 


zeichnet er -, wenn «, 6 ihre numerischen Werthe sind. Und 


von zwei beliebigen Gréssen (gleicher oder ungleicher Stufe) sagt er, 
sie seien normal, wenn ihr inneres Product verschwindet. Die Benen- 
nungen sind demnach von dem obigen Specialfall auf den allgemeinen 
iibertragen. Im Punktraume 4. Stufe sind die Triger zweier normaler 
extensiven Gréssen in Bezug auf die Ordnungsfliiche der Polarreciprocitit, 
die der Ergiinzung entspricht, conjugirt; wenn z. B. A ein Punkt und b 
eine Gerade (oder besser ein Linientheil) ist, so bedeutet [A |b]—0, dass A 
auf der reciproken Polare von b (oder b auf der Polarebene von A) liegt. 

Der numerische Werth eines Punktes, eines Linientheils ist der In- 
halt des Parallelopipeds, das der Punkt, bez. der Linientheil mit einem 
gewissen Hlichentheil in seiner Polarebene, bez, mit einem gewissen 
Linientheile auf der reciproken Polare seines Tragers bildet. Der Cosi- 
nus des Winkels zweier Punkte ist der Inhalt des Parallelopipeds, welchen 
der eine mit einem gewissen Flichentheile in der Polarebene des andern 
macht, dividirt durch das Product der beiden numerischen Werthe. Immer 
gilt dabei der Inhalt des Parallelopipeds der Kinheitspunkte als Maass- 
einheit. : 

Die Ordnungsfliche ist also die Cayley’sche absolute Fliche. 

Man hat so die fiir beliebig viele und beliebig beschaffene Einheiten, 
also insbesondere auch fiir einen Raum von n— 1 Dimensionen erwei- 
terte Metrik. 

Eine Reihe von Winkel- und Entfernungsformeln werden fiir den 
allgemeinen Fall erweitert; wir erwihnen folgende. 

Sind A, B, C von gleicher Stufe, so ist 

(A+ B40) = A? + B+ C24 2(B|C] + 2[0| 4] + 2[4 |B], 


*) In der ,,geometrischen Analyse‘, wo er die innere Multiplication nicht in 
ihrer allgemeinsten, auf dem Begriff der Ergiinzung basirenden Bedeutung, son- 
dern in der engeren des obigen Specialfalls nimmt, bezeichnet er (sowie Mibius 
in der angehingten Abhandlung) dieselbe nicht durch [a|b], sondern durch a><b. 
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welches zu bekannten Sitzen fiir Strecken und Streckenparallelogramme 
— Erweiterungen des Pythagoras — fiihrt, wenn die Einheiten zu 
einander normale Strecken sind; insbesondere, wenn A, B, C gegen- 
seitig normal sind, 


(A+ B+ C)? = A*+ B+ C2; 
oder, wenn a, b, --~+ zu einander normal sind und k, / aus ihnen ab- 
leitbar, so ist 
cos | kl = cos L ak- cos L al + cos/ bk- cos bl+---; 
1 = cos? / ak + cos?Lbk+--- 
und fiir zu einander normale k, /: 
0 =cos/ ak-cosL al+cosl bk-cos/ bl+---. 


Die innere Multiplication hingt von den zu Grunde gelegten Ein- 
heiten (oder vom Coordinatensysteme) ab, also ist sie nicht lineal, 
‘ir verschiedene Einheiten hat im Allgemeinen das innere Product 
zweier Groéssen ganz verschiedene Bedeutung; z. B. das innere Quadrat 
einer Strecke ist nur dann gleich dem Quadrat ihrer Lingenzahl im 
gewohnlichen Sinne und zwei zu einander senkrechte Strecken sind im 
Grassmann’schen Sinne nur dann normal und umgekehrt, wenn die 
Kinheitsstrecken zu einander senkrecht und gleich lang sind. Also 
normale extensive Gréssen fiir gewisse Einheiten sind es nicht fiir alle. 

Versteht man nun unter einem vollstiindigen einfachen Normalsystem 
1. Stufe einen Verein von m von einander unabhiingigen und gegenseitig 
normalen Gréssen 1. Stufe vom numerischen Werthe 1, so besteht, wie 
Grassmann beweist, der wichtige Satz, dass, wenn das urspriingliche 
Einheitssystem — selbst ein solches Normalsystem, weil [e,¢, - + - én] = 1 
— durch ein vollstiindiges einfaches Normalsystem ersetzt wird, dann 
die Ergiinzungen dieselben bleiben, also auch die innern Producte. Es 
erhellt daraus, dass z. B. im Punktgebiet 4. Stufe die Ordnungsfliche 
dadureh nicht geiindert wird und die Normalsysteme, ebenso wie das ur- 
spriingliche, Quadrupel conjugirter Punkte in Bezug auf dieselbe bilden. 

In seiner neuesten der zuletzt erschienenen Publicationen (Math. 
Ann. Bd. XII, 8. 375) weist Grassmann den Hamilton’schen Qua- 
ternionen ihren Platz in seiner Ausdehnungslehre an. Er zeigt, dass 
dieselben fiir » = 3 sich einfach durch eine Combination der fiussern 
und der innern Multiplication ergeben, die er als mittlere Multiplication 
einfiihrt. Sind a und b zwei extensive Gréssen 1. Stufe in einem Haupt- 
gebiet 3. Stufe, also z. B. zwei Strecken oder Vectoren, wie Hamilton 
sagt, so ist das mittlere Product ab definirt durch 


ab = — [a\b] + |[ab], 


worin —[a@|b] eine Zahl, also der Scalartheil der Quaternion, | [ab] 
aber die Summe dreier extensiven Groéssen 1, Stufe, der Vectortheil ist. 
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Das innere Quadrat eines Vectors zeigt sich gleich dem negativen mitt- 
leren Quadrat desselben, da [aa]—0O. Das Quadrat des ,,Tensors“ er- 
giebt sich als Summe des Quadrats des Scalartheils und des innern 
Quadrats des Vectortheils. — 

Enthilt ein fiusseres Product von extensiven Gréssen einen oder 
mehrere variable Factoren, wie z. B. die oben besprochenen plani- 
metrischen und stereometrischen Producte 0 Stufe, welche gleich 0 
gesetzt eine ebene Curve oder eine Fliche darstellen; so hat Grass- 
mann es fiir vortheilhaft gefunden, diese variablen Factoren, wie er 
sich ausdriickt, herauszunehmen, wodurch dann sogenannte Liicken- 
ausdriicke — in YU, offene Producte genannt — entstehen. Nehmen 
wir als Beispiel die linke Seite der einen der oben besprochenen Glei- 
chungen der cubischen Fiche: 

[XR- XR, - XR,- A], 
welche dann so geschrieben wird: 
[UM - UR, - UR, - A] X*. 
Sollte man aber statt der 3 gleichen Factoren X drei verschiedene 
X, Y, Z haben, so wiirde 
[UN - UR, - IM, - A|X YZ 
bedeuten : 
1 {[XR- YR, - ZR, - A] + [XR- ZR, - YR, - A] 
+[YR- ZR, - XR,- A] + [YR - XR, - ZR, - Al 
+ [ZR - XR, - YR,- A] + [ZR - YR, - XR, - Alf, 
worin der Divisor gleich der Zahl der Glieder ist; so dass die X, Y, 
Z auf alle méglichen Weisen in die Liicken gebracht sind. 

Es kann ein Liickenausdruck auch mit weniger Variablen multipli- 
cirt werden, als er Liicken hat, so dass noch Liicken bleiben; z. B. ist 
(19 - IR, - UR, - A] YZ gleich dem obigen Ausdrucke, nur dass statt 
X das Liickenzeichen steht. 

Bezeichnet man den Liickenausdruck kurz mit A, so zeigt sich, dass: 
A(X YZ) =AXYZ=AYXZ=---=A(XY)Z=—AX(YZ)=:--, 
worin z B. bei A(X YZ) die Liicken zugleich mit XYZ, bei AX YZ 
dieselben allmihlich mit X, mit Y, mit Z ausgefiillt werden. 

Also gelten bei dieser Multiplication die Gesetze der algebraischen 
Multiplication und Grassmann nennt sie deshalb auch so. 

In der Gleichung 

A, X° = 0 
einer cubischen Fliiche (oder ebenen cubischen Curve) wird A; gewisser- 
massen Symbol der Fliche (der Curve) und dadurch eine neue Art ex- 
tensiver Gréssen geschaffen. 
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A,XYZ=—0 
bedeutet, dass jeder der 3 Punkte X, Y, Z auf der gemischten (zwei- 
ten) Polare der beiden andern Punkte liegt, dass sie also drei ver- 
einigte (wie Grassmann*) sagt) oder conjugirte Punkte (nach Ro- 
sanes und Caporali**)) sind. 

Nimmt man Y, Z consiant, X variabel an, so hat man in 
A,X YZ = 0 die Gleichung der gemischten Polare von Y, Z, so dass 
A, YZ das Symbol dieser Polare, und ebenso A, Y das Symbol der 
ersten Polare von Y ist. 

Fiir diese Liickenausdriicke giebt es noch eine andere Form, welche 
wir an dem einfacheren Beispiele der obigen Kegelschnittsgleichung 
betrachten wollen (n = 3): 

[XAbCd EX] =[XRX]—0, 
worin also $i die abwechselnde Reihe von Punkten und Geraden AbCdE 
bedeutet. Wir schreiben [/t/]) X*? = A, X? und multipliciren A, alge- 
braisch mit den 6 algebraischen Einheitsproducten 7; ,, wodurch sich 
6 Ausdriicke O'' Stufe oder Zahlen a;, ergeben. Ist sodann 7; die 
Erginzung von £; (also ein Linientheil), so kann man schreiben: 

Ag = 0%" + G7? + & 73 

+ 2a 11, + 2G 37,73 + Zas, 737, , 
worin 7;7; algebraische Producte sind. 

Die extensive Grésse A,, das Symbol des Kegelschnitts, ist so aus 
den 6 gleichartigen extensiven Gréssen 7,?,---, r,7,, +--+, also 3 
Doppelgeraden und 3 Geradenpaaren, numerisch abgeleitet mit Hiilfe 
der Coefficienten «;,, welche man die Coordinaten des Kegelschnitts 
nennen kénnte ***). Dabei wird angenommen, dass das Resultat der 
algebraischen Multiplication von r;r, mit 


XY = (4, F,+2,£,+ 2, E;) (y, £,+y, E,+-y, E,) 


b({Xri] - [¥re] + [Yr] - (Xra}) = 4 Gye + yee) , 
weil [E;r,] = 1, [Eiri] = 0. 
Aus A, E; FE wird a,, A,X? =O geht in die gewdhnliche alge- 
braische Gleichung des Kegelschnitts iiber: 
Wy Ly? $F yyy" M3345" + Ze, HL, + 2e,,%, x; + 2ay,%,2, = 0, 
aus A, X Y = 0 ergiebt sich: 


ist 


*) Gott, Nachr. 1872, S. 567. 
**) Crelle-Borchardt’s Journal Bd. 76, 8. 321 (1873); Transunti dell’ Acca- 
demia dei Lincei 17. Juni 1877. 
***) Und durch Elimination der 6 degenerirten Einheiten wiirde sich A, als 


Vielfachensumme von 6 beliebigen gleichartigen Grissen allgemeiner Art dar- 
stellen lassen, 
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Hy Yj PF M99 Ly Yo TF O33. %3 Y3 4 (Hy YoY La) ys (Loy + Ys Xs) 

> + M5, (%3 4, +93%,) = 9, 

, die Bedingung, dass X und Y conjugirt sind. 

. Bedeutet nun x eine variable Gerade oder genauer einen variablen 
Linientheil, welcher also aus r,, 7,, 7; numerisch abgeleitet ist, und B, 
einen in ihnlicher Weise entstandenen Liickenausdruck mit n Liicken, 
der durch Ausfiillung aller Liicken mit 2 O' Stufe wird, so ist B, das 
Symbol einer ebenen Curve n‘** Classe und B,2" —0 deren (plani- 
metrische) Gleichung. Z. B. ist B,2? 0 die Liniengleichung eines 


8 Kegelschnitts. Wenn B, durch algebraische Multiplication mit 7;7, in 
4 Bx. tibergeht, so hat man: 

B, = By, Ey? + By Ly? + By,’ + 2B,. BE, By + 26,; E, Ey + 2B, F, E,, 
| und 
B,a? = B, (Er, +821, +8575)" 


= By, 8)? + B,.&,° + B33 83? + 2 B25, 5 + 2B», E255 + 28, b55), 


und analog 


Boxy = By Em, + +++ + By (Ei me+ 118) +°-- 
wobei EF; i,xy die Bedeutung hat: 
$ (a Ei) [y Ex] + [y 2) [@ F]) = 4 (Gime t+ nib) - 
Die Gleichung der Polare*) einer Curve m'* Classe B,, in Bezug 
; auf eine Curve »'** Ordnung A,(m <n) ist: 
} A,B, X*-* = 0, 


und A,B,, das Symbol dieser Polare**). 

Das Verschwinden von A,B,, X”"—™” fiir alle Werthe von X, wenn 
m <n, oder von A,B,,, wenn m==n, ist die Bedingung, dass B,, in 
Bezug auf A, apolar ist. 

Aehnliches gilt im Raume bei F lichen und Complexen. 

Diese sich hier von selber ergebende symbolische Bezeichnung er- 
innert sehr an die Symbolik von Aronhold-Clebsch und kann, wie 
diese, fiir die Invariantentheorie verwandt werden. Invariante Bildungen 
sind ja soleche, sagt Grassmann, welche bei linealer Aenderung der 
Kinheiten ungeiindert bleiben; er selbst hat schon einen Anfang ge- 
macht (Math. Ann. Bd. VII, S. 538: Die neuere Algebra und die Aus- 
dehnungslehre) und gleich einen Satz von fundamentaler Bedeutung 
gewonnen, dass alle sogenannten Formen (Invarianten, Covarianten etc.), 
welche einer gegebenen algebraischen Form oder einem Systeme solcher 


= 





*) Reye, Crelle-Borchardt’s J, Bd. 78, 8. 97, Bd. 79, S. 159 (1873 und 1874). 

**) A. a. O. hat Grassmann diese Gleichung noch nicht gegeben, wenn sie 
auch sehr nahe liegt; doch beschiftigt er sich in einem hinterlassenen Aufsatze hier- 
mit, der nun withrend des Drucks dieser Besprechung erschienenu ist: Borchardt’s 
Journal Bd. 84, 8. 273. 
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Formen entspriessen, sich aus k — m--1 von einander unabhingigen 


Stammformen rational ableiten lassen, wo m die Stufe des Gebiets der 
Formen — die Zahl der homogenen Variabeln — und k die Zahl der 
Coefficienten aller gegebenen Formen ist, und zugleich gezeigt, wie 
man diese Stammformen findet*). 

Ein Schiller Grassmanun’s, Herr V. Schlegel, welcher nach 
den Principien der Ausdehnungslehre ein ,,System der Raumlehre“ 
(erster Theil: Geometrie. Die Gebiete des Punktes, der Geraden und der 
Ebene, Leipzig 1872; zweiter Theil: Die Elemente der modernen Geo- 
metrie und Algebra, Leipzig 1875) verfasst hat, hat sich gleichzeitig 
mit Grassmann selbst mit der Entwickelung der Curven- und der In- 
variantentheorie aus diesen Principien beschiftigt und sie im zweiten 
Theile seines Werkes fiir die biniren Formen 2. bis 4. Grades und die 
terniren Formen und Curven vom 2. Grade unternommen. Und es ver- 
dient diese Sache noch eine weitere Verarbeitung. — 

Seien a,,---,@, ” von einander unabhingige extensive Griéssen 
1. Stufe in einem Gebiete n'*" Stufe, und b,,---, 6, » unter einander 


gleichartige extensive Gréssen, so versteht man unter dem Bruche oder 
Quotienten 


b,, bg, +++, b 
Q sd i 2 n 
Gy, Ag,°**, a, 
den Ausdruck, der, bez. mit a,, a,, ---, a, algebraisch multiplicirt, 


zu b,, b,,-++, b, fiihrt, also, mit = x,a, + aa, +-++-+ Sada 
multiplicirt, zu 2,b, -+ 2,b, + +--+ %,b,. Fiihren zwei Briiche durch 
Multiplication mit denselben m von einander unabhingigen Grdéssen 
1. Stufe zu denselben Gréssen, so sind sie gleich. 

Die Multiplication mit einem Bruche Q ist offenbar eine Trans- 
formation. Sind z. B. A,, A,, A,, A,, B 5 Punkte eines riumlichen 
Systems, A,’, A,’, A,;, A,’, B’ 5 Punkte in einem andern und ist 

B=b,A, + 6,4, + b;A4; + 0,4), 
B'= b/ Aj’ + 6b, Ay + by As + 0, Ay, 
so macht die Multiplication mit 


Q — 6, A\’, B, Ay, B3 As’, 6, Ay 
A,, Ay, A;, A, , 


, 


worin B; = . , die beiden Systeme collinear; jeder Punkt des ersteren 


mit @ multiplicirt giebt den entsprechenden im zweiten. . 


Es handelt sich sodann darum, wenn die Ziihler von derselben Art 
wie die Nenner sind, solche extensive Gréssen X zu finden, die mit Q 
multiplicirt zu einem Vielfachen @ X fiihren. Die Zahlen @ ergeben 


*) Vergl. fiir biniire Formen das Werk von Clebsch iiber dieselben 8. 305. 
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sich als Wurzeln einer Gleichung n' Grades, und die zugehdérigen 
Gréssen X sind von einander unabhingig. Grassmann nennt die 
Zahlen @ die Hauptzahlen des Bruchs und bespricht den Fall, dass 
unter ihnen gleiche vorkommen, eingehend. Bei der Collineation sind 
die X die vereinigten entsprechenden Elemente. 

Als Potenzwerth [Q"| eines Quotienten Q wird der Quotient des 
beziiglichen Products der Ziihler und dessen der Nenner eingefiihrt; also 


b, by +++ bd, 
[= 


(aaa) 
bei der Collineation also 
b,’ Dy’ by’ by’ A,’ Ay’ Ay’ A,’ 
D, by bs by [Ay Ap Ay Ay] © 

Hieran schliesst Grassmann eine etwas schwer verstindliche 
Betrachtung, aus der das Triigheitsgesetz der quadratischen Formen 
und die Realitiit der Axen einer Fliiche 2. Grades folgen. 

Als andere Verwandtschaften werden noch die der Punkte des 
Raums und der Kreise einer Ebene und die Mébius’sche Kreisver- 
wandtschaft betrachtet. 

Kine Gleichung zwischen extensiven Gréssen umfasst, wie im Vor- 
hergehenden mehrfach sich zeigte, im Allgemeinen mehrere algebraische 
Gleichungen; und umgekehrt, man kann jedes beliebige System von 
Functionen von beliebig vielen Zahlgréssen in eine einzige extensive 
Function einer extensiven Grosse verwandeln. Denn sind 2,, %,, +++, %n 
die Variablen, so fiihre man ebensoviele Hinheiten ¢,, ¢,,---, é, ein, 
die ein einfaches Normalsystem bilden, und setze 

L= HC, + Myly ++ +++ Laer, 
so dass [x |e¢;] = x; und also eine Function y; = f;(#,,---, Z,) im eine 
Function g; von x iibergeht. Hat man m Functionen y; = f;, so fihre 
man m neue Hinheiten ¢,, &,---, &, ein. Ist dann yy, &,+y,&-+--- 
+ YmEm, E(x) = p(x) & + (x) & + +--+ Pm(X) en, 80 vereinigt 
y = F(a) alle m Gleichungen y; = f;(a,,---, 2n)- 

Es sei f(x) eine Function einer extensiven Grosse 7, dx eine be- 
liebige endliche Grésse derselben Art, q eine reelle Zahlgrésse, so de- 
finirt Grassmann als das nach x genommene Differential von f(a) 
den Ausdruck 





ds fla) am Here teh (gO). 
Insbesondere ist, wenn A, ein Liickenausdruck mit » Liicken ist: 


dz (A,2") = nA, 2*—"'dz. 


Differentialquotient 1. Ordnung f’ (x) oder _ f(x) ist dann die Grosse, 
die mit jeder mit 2 gleichartigen Grésse dx algebraisch multiplicirt 


dz (fx) giebt, also, wenn 7 = x,e, + %,¢, + +--+ %ne, ist, so ist 
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d 


dx, 


f(2), 


&, es. taey e. ‘ 


. f(x), ++, ~ 
2 1 


dx, dz,, f(@) 


f(z) = 


oder f(x) ist ein solcher Liickenausdruck mit einer Liicke (in jedem 
Gliede), dass die algebraische Multiplication (oder die Ausfiillung dieser 


Liicke) mit e; zu Jn f(x) fihrt. Analog ist der m* Differentialquotient 
f(z) ein solcher Liickenausdruck mit m Liicken, dass die algebraische 
Multiplication mit dem m-factorigen Producte e,e, --- zu = < — f(x) 
fiihrt. Fiir A,2* ist — 


a™ a ais. paki “_. yn-m oc, om 
Garam (Ant) = m=) ++ (Wm IAA Gey 


Ueber Grassmann’s weitere Untersuchungen auf dem Gebiete 
der Analysis — unendliche Reihen, Integralrechnung, insbesondere seine 
Integration von Differentialgleichungen — und ihre Stellung zu friiheren 
und spiiteren Arbeiten zu sprechen, unterlassen wir, nicht weil wir sie fiir 
minder wichtig halten, sondern weil wir uns zur Zeit nicht hinreichend 
damit vertraut finden. Am Schlusse von %, hat er sich mit dem Pfaff’- 
schen Probleme beschiftigt, gleichzeitig mit Clebseh (Crelle-Borchardt’s 
Journal Bd. 60 und 61), hat es in derselben Weise formulirt, wie 
dieser, aber die Kriterien, durch welche der determinirte und der un- 
determinirte Fall unterschieden werden kann, richtiger als Clebsch 
angegeben, ebenso wie neverdings Frobenius (in dems. Journ. Bd. 82). 
Ueberhaupt ist Grassmann’s Behandlung dieses Problems und der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung sehr bewer- 
kenswerth und scheint bis jetzt noch nicht die rechte Beachtung ge- 
funden zu haben*). — 

Gelegentlich ist auf die Anwendung der Ausdehnungslehre auf die 
Statik hingewiesen worden. Die Mechanik, auf die Grassmann beson- 
ders in A, seine Anschauungsweise anwendet, scheint recht eigentlich 
das Feld fiir die Benutzung derselben und mit ein Anlass zu seiner 
Arbeit gewesen zu sein. Publicirt hat er einen Grundriss der Mechanik 
fir den Unterricht in der Prima (Programm des Stettiner Gymnasiums 
1867) und einen Aufsatz in den Math. Ann. Bd. XII, 8. 211 (sowie 
ein Selbstreferat tiber denselben im Repertorium Bd. II, 8. 62). Der 
Grundriss gewihrt im engen Rahmen von 34 Seiten einen keineswegs 
auf die Anfangsgriinde beschriinkten Einblick in die theoretische Me- 


chanik, Wir begniigen uns mit einer Besprechung der einfachsten 
dynamischen Gesetze. 


*) Briefliche Mittheilung von 8. Lie; vergl. auch das norweg. Archiv fiir 
Mathematik von 1877. 
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Es sei x die Verbindungsstrecke eines beweglichen Punktes mit 
einem festen zu einer gewissen Zeit ¢, ‘2+ i dt diejenige zur Zeit 
t+ dt, so ist al T die durchlaufene Strecke, also 4 = dz die 
Geschwindigkeit (oder ,,Bewegung“ nach dem Grundriss) und analog 
= = 0*x die Beschleunigung (oder ,,Bewegungsiinderung“). Ist p 
die geometrische Summe der Kriifte, die auf den Punkt (von der Masse 1) 
wirken, so hat man 6?x—=—~yp. Folglich fiir mehrere Punkte (von der 
Masse 1): 

1) Ox, =p, +++, Pim = Pm, 
also 2 0°x; = Xp;; oder wenn s die Entfernung des Schwerpunkts der 
bewegten Punkte vom festen Punkte ist und p die geometrische Summe 
aller Kriifte: 

mé*?s = p 

(Gleichung fiir die Bewegung des Schwerpunkts). 

Die dussere Multiplication der Gleichungen 1) mit z,, 7, ---, Ym 
giebt, da d[xdxz| = [xd*x| + [dx- dx], also, weil (Ox-d2] —0, 
[xd? a2] = d[xdz], 

0 D(a; -0x;] = Z[ax;,p;]. 
Dies ist der Satz iiber die Flichenbewegung in Bezug auf den festen 
Punkt, der, wenn keine andern iiussern Krafte wirken, als durch den- 
selben gerichtete, die Unveriinderlichkeit der Flichenbewegung aussagt, - 
_ weil dann [z;p;] = 0 ist. Er bleibt auch richtig, wenn die x; ersetzt 
werden durch die Entfernungen der Punkte von ihrem (beweglichen) 
Schwerpunkte. 

Ferner ist 0(0x)?==0[0x|0 2|=[0?2|d2|+-[02|0? 2] = 2[0?x|dx], 
weil dv und 6? von gleicher Stufe sind, also [d?x|\dz2] = 4 d(dz)*; 
mithin ergiebt sich durch imnere Multiplication der Gleichungen 1) 
mit Ox7,, 92,, +--+, O%m 

40 L(dzx)? = D[p;|dx,], 
die Gleichung zwischen lebendiger Kraft und Arbeit. — 

Bis jetzt ist noch nicht die iilteste mathematische Schrift Grass- 
mann’s erwihnt, weil sie mit der Ausdehnungslehre in keinem Zu- 
sammenhange steht, sein Aufsatz iiber die ,Centralen“ der Flichen 
(Crelle’s Journal Bd. 24, 8. 262, 372; Bd. 25, 8.57). Grassmann hat 
dort, wie es scheint, nicht bekannt mit den Aufsitzen von Bobillier 
(Gergonne’s Annales Bd. 18 und 19) und Pliicker (Crelle’s Journal 

Bd. 5), sondern nur mit Poncelet’s Abhandlung sur les centres de 
moyennes harmoniques (Crelle’s J. Bd. 3) (deren Sitze er in YU, § 167 ff. 
verallgemeinert) die Reihe der Polaren einer Fliche n'‘* Ordnung ent- 
wickelt, wobei er die Worte Polare und Centrale gleichzeitig gebraucht, 
derart, dass die i'* Centrale die (n — 7)" Polare ist. Am interessantesten 
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erscheint darin die Hinweisung auf die Gleichberechtigung der Geraden 
im Raume mit dem Punkte und der Ebene. Er giebt also auch fol- 
genden Satz (in etwas anderer Fassung): Wenn in jedem der Strahl- 
biischel, deren Scheitel und Ebene mit einer festen Geraden incident 
sind, die m Strahlen construirt werden, welche die harmonischen Strah- 
len m'** Ordnung der festen Geraden in Bezug auf die zum Biischel 
gehérigen Tangenten einer gegebenen Fiche n'*" Ranges (oder ,,Reihe“, 
wie Grassmann sagt) sind, so ist der geometrische Ort derselben 
eine Fliche m'" Ranges. 

Fiir diese Geraden, welche alle die feste Gerade treffen, hat er vier 
in einer Relation befindliche Coordinaten (oder, wie er selbst sagt, 
Richtstiicke) «, y, », ~ eingefiihrt, wahrscheinlich das erste Beispiel 
von Coordinaien einer Geraden im Raume: Wenn die feste Gerade die 
z-Axe ist, so sind x, y die Coordinaten des Spurpunktes der Geraden 
in der xzy-Ebene, und ist z die Coordinate des Schnittpunktes der 
Geraden mit der festen, so ist g=—, y=; so dass ry —yp=0. 

Diese Coordinaten entsprechen genau den Pliicker’schen Coordi- 
naten @, 6, —r, —s, wikhrend das fiir alle die z-Axe treffenden 
Geraden verschwindende xy — yg das Pliicker’sche y ist (Neue Geo- 


metrie S. 1). 


Er zeigt auch, dass die Coordinaten aller Geraden , welche — ausser 
der festen Axe — noch eine andere Gerade treffen, einer linearen Be- 
dingung 


x y cy » 
er ete ey 


geniigen miissen, die er die Gleichung der letzteren Geraden nennt. — 


Auch auf péidagogisch-didaktischem Gebiete war H. Grassmann 
von hervorragender Bedeutung. Nicht nur lebt das Andenken seiner 
segensreichen Wirksamkeit als Lehrer in der dankbaren Erinnerung 
zahlreicher Schiiler fort, welche die Freude, das Interesse an der Sache, 
das er einzufléssen wusste, und die heitere Klarheit seines Unterrichtes 
rihmen, sondern er hat auch Unvergiingliches auf diesem Felde ge- 
leistet durch die Abfassung von Lehrbiichern, welche in ungewéhn- 
lichem Grade beachtenswerth sind. Vor allem gilt dies von dem ge- 
meinschaftlich von ihm mit seinem Bruder Robert verfassten Lehr- 
buch der Arithmetik, sodann auch von einem Lehrbuch der Trigono- 
metrie. 

Auf den ersten Blick schon zeichnen beide Werke sich aus durch 
ausserordentlichen Reichthum des Inhaltes bei geringem Umfange, 
durch Schiirfe und Knappheit des Ausdruckes und streng synthetischen 
Aufbau, sowie durch eine in der Lehrbiicherliteratur nicht hiiufige Ori- 
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ginalitit in der Anlage und Durchfiithrung des Ganzen — ein selb- 
stiindiges, doch ungesuchtes Abgehen von dem Herkémmlichen, Ge- 
wohnlichen. — Beide Biicher sind zu betrachten als die ersten, den 
mehr rechnenden Theil erledigenden Binde eines von dem Verfasser 
geplanten vollstindigen ,,Lehrbuchs der Mathematik‘‘, welches leider 
nicht zur Vollendung gekommen ist. 

Die Trigonometrie fiihrt von den sechs goniometrischen Functionen 
anfangs nur den Cosinus ein, lést mit diesem schon die goniometrischen 
Hauptaufgaben, indem sie ausgiebigen Gebrauch macht von der Me- 
thode des Projicirens — unter dusserst sorgfiltiger Feststellung aller 
einschligigen Begriffe; sie schreitet dann aber fort bis zur Ableitung 
einer Fiille von allgemeinen Kigenschaften des geradlinigen Dreiecks 
und zur Erledigung des sphiirischen, letzteres rechnend, mit der denkbar- 
geringsten Berufung auf Figuren. Auf der andern Seite enthilt sie 
auch zahlreiche und wohldurchdachte Rechenschemata fiir die prakti- 
schen Auflésungsprobleme, welche sich durch Einfachheit und Bequem- 
lichkeit empfehlen. Bei der Gelegenheit mag daran erinnert sein, dass 
von Grassmann auch das Problem, alle ,,rationalen‘‘ Dreiecke auf- 
zufinden, d. h. diejenigen, deren Seiten und Héhen (also auch Inhalt) 
einander commensurabel sind, in eleganter Weise gelést ist*). Noch 
andere Untersuchungen elementaren Charakters, die sich dem System 
nicht einfiigen, wird man im Literaturverzeichniss erwihnt finden. 


Das Lehrbuch der Arithmetik hat zunichst das’ Verdienst, es ver- 
wirklicht die Tendenz, die Entwickelung der algebraischen Siitze tiberall 
auf die einfachsten — bei den ganzen Zahlen z. B. auf die nur auf 
die Einheiten beziiglichen — Voraussetzungen zuriickzufiihren, zu Grunde 
nur solche Definitionen zu legen, die frei von jedem willkiirlichen Ele- 
ment, vollkommen unzweideutig und bestimmt sind. Grassmann de- 
finirt zu dem Ende zuerst das Hinzufiigen einer Einheit (als zweiten 
Gliedes) zu einer Zahl, indem er die aus einer Einheit ¢ abzuleitende 
»Grundreihe* gegeben denkt durch eine Vorschrift, welche zu jeder 
Zahl n den Namen der niachst héheren m =m + 1 finden lehrt, so- 
dass me = ne-+ e, womit die Voraussetzung zu verbinden ist, dass 
dabei kein friiherer Name wiederkehren darf**). Er definirt hierauf 
das Hinzufiigen irgend einer Zahl zu einer gegebenen ae, indem er 
die Addition von (b-+1)e zuriickfiihrt auf die von be zufolge der Fest- 
setzung, dass ae + (b+ 1)e = (a+ b)e-+ e bedeuten solle, und schreitet 


*) Grunert’s Archiv Bd. 49, 8. 1. 

**) Die in E. Schréder’s Lehrbuch der Arithmetik und Algebra Bd. I, 
S. 63 ausgesprochene Bemerkung, dass Grassmann dieses Umstandes zu erwihnen 
vergessen habe, beruht auf einem Uebersehen. Vergl. Grassmann’s Lehrbuch 
der Arithmetik 8S. 3. 
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von diesen beiden einfachen Grundlagen Iediglich unter Anwendung 
des Schlusses von » auf n+ 1, streng recurrirend, weiter zum Beweise 
der Associativitit der Addition, zum Beweise, dass e + ne = ne + e, 
sowie iiberhaupt des Commutationsgesetzes und simmtlicher Eigen- 
schaften der Rechnungsarten erster Stufe — auch fiir die durch Ein- 
fihrung einer negativen Einheit nach riickwiirts fortgesetzte Grund- 
reihe. Denselben Charakter triigt die Herleitung der Gesetze der Opera- 
tionen der beiden folgenden Stufen, deren directe sozusagen recurrirend 
definirt werden durch die Gleichungen a(b+1)=—ab+a, a’+!—a’-a. 

Im weiteren Verlaufe des Lehrbuchs werden die gebrochenen Zah- 
len erledigt durch Anwendung der vorherigen Ergebnisse auf die aus 
einem Bruchtheil der Einheit hervorgehenden ,,Grundreihen“, womit 
das Gebiet der rationalen Zahlen fiir die arithmetischen Gesetze er- 
schlossen ist. 


Spiiter folgen die Irrationalzahlen in einer Behandlung, die hin- 
sichtlich Strenge oder besser Vollstaindigkeit der Begriindung allerdings 
durch die Arbeiten von J. H. T. Miiller, Heine und Georg Cantor 
iiberholt ist. — Es ist an dieser Stelle nicht méglich, den Plan des 
Werkes bis zu Ende zu verfolgen und die zahlreichen anderweitigen 
Vorziige desselben vollstindig aufzuzihlen, und begniigen wir uns mit 
der Bemerkung, dass in dem kleinen Raume von 220 Octavseiten nicht 
nur der allseitig vermehrte und ergiinzte Inhalt der elementararithme- 
tischen Disciplinen (einschliesslich z. B. der Elemente der Zahlentheorie), 
sondern auch der ganze Inhalt der sog. algebraischen Analysis, incl. 
Reihenentwickelungen, hdhere Gleichungen, Kettenbriiche etc. eine 
systematische Darstellung gefunden hat. 


Ob die Grassmann’sche Behandlungsweise sich fiir den Unter- 
richt beim ersten Anfinger empfehle und nicht vielmehr durch eine 
intuitivere, der iiblichen naher liegende, zweckmissiger zu ersetzen sei, 
dariiber kann man streiten, und scheint die allgemeine Meinung im 
Lehrerstande sich zur Zeit fiir die letztere Ansicht zu erkliren. Es 
gehért wohl in der That eine mehr als gewéhnliche Lehrgabe dazu, 
jene oft so behutsam fortschreitenden Schliisse dem Anfinger zugiing- 
lich, sie ihm gewissermassen geniessbar zu machen; namentlich mag 
es schwer sein, demselben die dabei gestellten strengen Denkanforde- 
rungen hinlinglich zu motiviren. Sehr bedeutend aber bleibt das me- 
thodologische Interesse dieser Behandlungsweise, die keinem Vorge- 
riickteren vorenthalten und keinem Lehrer der Mathematik fremd blei- 
ben sollte, und unbestreitbar der beiden Grassmann Verdienst, fiir 
die Weckung und grossentheils auch Befriedigung des Interesses an 
mathematischer Strenge der Begriindung der arithmetischen Disciplin 
einen neuen und miichtigen Anstoss gegeben zu haben. 
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Grassmann’s physikalische Arbeiten bewegen sich auf mehreren 
vollig getrennten Gebieten (Elektrodynamik, Optik, Akustik), daher 
lassen sie keine zusammenfassende Besprechung zu; vielmehr ist es, 
um ihrer Bedeutung gerecht zu werden, nothig, auf die wichtigsten 
derselben einzeln einzugehn. 

Die friiheste dieser Abhandlungen, 1845*), enthilt eine , neue 
Theorte der Elektrodynamik*. Das dort aufgestellte elektrodynamische 
Grundgesetz hat in jiingster Zeit erneute Bedeutung gewonnen; denn 
wie Grassmann in einer seiner letzten Arbeiten (1877)**) gezeigt 
hat, so ist dasjenige Gesetz fiir die Wechselwirkung zweier Strom- 
elemente, auf welches Herr Clausius***) bei seinen Untersuchungen 
der Wechselwirkung von Elektricititstheilchen gefiihrt worden ist, mit 
dem Grassmann’schen Gesetze identisch, wie das in sehr anerken- 
nender Weise von Herrn Clausius selbst ausgesprochen ist}). Unter 
diesen Umstinden erscheint es um so interessanter, die Ueberlegungen 
genauer zu verfolgen, durch welche Grassmann auf sein Gesetz ge- 
fiihrt worden ist. Seine Betrachtungen kniipfen an das Ampére’sche 
Gesetz der Wechselwirkung von Stromelementen an. Letzteres Gesetz 
ruht einestheils auf Beobachtungen iiber die Wirkung geschlossener 
Stréme auf einander oder auf Stromtheile, anderntheils aber auf der 
hypothetischen Annahme, dass die Richtung der Wechselwirkung zweier 
unendlich kleiner Stromtheile in die Verbindungslinie ihrer Mitten falle. 
Statt dass diese Annahme sich, wie Ampére meint, durch ihre Ana- 
logie mit anderen Kriiften empfiehlt, hat sie im Gegentheil wenig innere 
Wahrscheinlichkeit; denn nur fiir punktartige, d. h. richtungslose, Ele- 
mente ist est selbstverstiindlich, dass sie in der Richtung ihrer Ver- 
bindungslinie aufeinander wirken; die Stromelemente dagegen sind mit 
bestimmten Richtungen begabt; und somit ist die Analogie hinfiallig. 
— Unwahrscheinlich ist Ampére’s Gesetz ferner wegen seiner com- 
plicirten Form, aus welcher sich z. B. im einfachsten Specialfall parallel 
gerichteter Stromelemente folgende wenig glaubliche Consequenz er- 
giebt: Die Wechselwirkung beider miisste = 0 sein, sobald der Mittel- 
punkt des einen sich auf einer Kegelfliiche befindet, deren Spitze im 
anderen Elemente liegt, und deren Axe von der Verliingerung desselben 
gebildet wird, wiihrend der Cosinus des Winkels an der Spitze = 4 
ist. Liegt das erstere Element ausserhalb jener Kegelfliiche, so miisste 
Anziehung, liegt es innerhalb, so miisste Abstossung herrschen! — 


*) Poggendorff’s Ann. d. Phys, Bd. 64, S. 1. 
**) Borchardt’s Journal f. Math. Bd. 83, S. 57: Zur Elektrodynamik. 
**t) Borchardt’s Journal f. Math. Bd. 82, 8. 85: Ueber die Ableitung eines 
neuen elektrodynamischen Grundgesetzes, 1877. 
+) Borchardt’s Journal Bd. 83, 8. 262, u. Poggendorff-Wiedemann’s Annalen 
Bd. 1, 8. 160. 
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Andererseits aber ist Ampére’s Gesetz praktisch brauchbar, denn es 
fiihrt, bei der Berechnung der Wirkung geschlossener Stréme auf Stréme 
oder Stromtheile, zu Folgerungen, die mit den Beobachtungen iiber- 
einstimmen; in allen solchen Fiillen ist also die Anwendung jenes Ge- 
setzes gerechtfertigt. Eine solche Anwendung des Ampére’schen 
Gesetzes ist es nun, die Grassmann als Ausgangspunkt zur Gewin- 
nung seines neuen elektrodynamischen Grundgesetzes benutzt. 

Zunichst fiihrt er den Begriff des Wéinkelstroms ein, indem er 
darunter einen unendlichen Strom versteht, der die Schenkel eines 
Winkels durchfliesst. Die Kenntniss der Wirkung eines Winkelstroms 
auf ein Stromelement, dessen Anfangspunkt in der Ebene des Winkels 
liegt, ist von fundamentaler Wichtigkeit. Denn auf Grund dieser 
Kenntniss liisst sich die Wirkung eines beliebigen geschlossenen Stroms 
auf einen anderen Strom (sei er geschlossen, oder nur ein Stromtheil) 
berechnen. Nimlich ein geschlossener Strom lisst sich als ein strom- 
durchflossenes Polygon ansehn; letzteres aber ist- auffassbar als aus 
Winkelstrémen zusammengesetzt, die seine Aussenwinkel durchfliessen, 
indem jede Polygonseite immer nur iiber eine Ecke hinaus verlingert 
wird. Dabei ist als selbstverstiindlich vorausgesetzt, dass zwei gleich 
starke Stréme, die entgegengesetzt durch denselben Leiter fliessen, sich 
aufheben. Und legt man ferner vom Anfangspunkt des beeinflussten 
Stromelementes einen Strahl nach dem Scheitel eines Winkelstroms, 
so ist letzterer durch zwei Winkelstréme ersetzbar, die den Strahl als 
gemeinsamen Schenkel haben, aber entgegengesetzt in ihm fliessen. 
Jeder dieser Winkelstréme liegt nun mit dem Anfangspunkt jenes 
Stromelementes in einer Ebene. 

Zur Berechnung der Wirkung eines Winkelstroms auf ein Strom- 
element von der eben besprochenen Lage darf das Ampére’sche Ge- 
setz unbedenklich benutzt werden; denn man mag den Winkelstrom 
in unendlicher Ferne beliebig geschlossen denken; und fiir geschlos- 
sene Stréme ist ja Ampére’s Gesetz praktisch brauchbar. Die Aus- 
fiihrung dieser Rechnung liefert fiir die Wirkung des Winkelstroms 
auf ein Stromelement b, dessen Anfangspunkt in der Ebene des Winkel- 
stroms liegt, den Ausdruck 

= (cotg 
Hier ist ¢ die Stromstiirke des Winkelstroms, b, die Projection des 
Stromelements b = i’- ds’ auf die Ebene des Winkels, r die Entfer- 
nung des Scheitels von b, a und «” die Winkel des einen und ande- 
ren durchflossenen Schenkels (Strahls) gegen r. Die Kraft liegt in der 
Ebene des Winkelstroms und steht senkrecht auf b. — Hiermit ist ein 
Ausdruck gewonnen, der, weil er sich durch Versuche wenigstens 
niiherungsweise bestiitigen liisst, nichts Hypothetisches an sich hat, 
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und der zugleich die Resultate aller elektrodynamischen Beobachtungen 
volistindig in sich enthilt, weil sich alle auf Winkelstréme zuriick- 
fiihren lassen. Dieser Ausdruck dient mithin als sicherer Ausgangs- 
punkt, um auf ihn die neue Hypothese zu griinden. ,,Da der Ausdruck 
namlich aus zwei Gliedern besteht, von denen das eine nur durch die 
Lage des einen Strahls, das andere ebenso durch die des anderen be- 
dingt ist, so erscheint es durchaus als das einfachste, diese Glieder 
als Ausdriicke fiir die Wirkungen der einzelnen Strahlen zu nehmen.“ 
Somit wird fiir die Wirkung eines (von einem Punkt ins Unendliche 
laufenden) Strahls auf ein Stromelement der Ausdruck angenommen 
ib, oe 
- cotg >: 

Diese Kraft ist senkrecht gegen b in der durch den Strahl und den 
Anfansgpunkt von 6} gelegten Ebene; sie treibt 6 nach seiner rechten 
oder linken Seite hin, je nachdem der Strom im Strahl derjenigen 
Person, die von ihm aus das Element b betrachtet, zur rechten oder 
linken Hand fortliuft. Zieht man von dieser Kraft die (gleichgerich- 
tete) Kraft ab, welche ein anderer, ebenso durchflossener, mit dem 
obigen Strahl fast der ganzen Liinge nach zusammenfallender und nur 
um ds kiirzerer Strahl auf dasselbe Element ausiibt, so erhilt man 

ab, _. : ' 

Sma, wo a=t-ds ist. 

Dies ist Grassmann’s elektrodynamisches Grundgesetz; es giebt 
die vom Element a auf } ausgeiibte Kraft an. Hier ist r der Abstand 
beider, « der Winkel von a gegen r, b, die Projection von b auf die 
durch a und r gelegte Ebene. Die Kraft liegt in der Ebene des 
Winkels @ und steht senkrecht auf b. Gegen dies Gesetz lisst sich 
mit Herrn Helmholtz*) einwenden, dass es dem Grundsatze der 
Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung nicht geniigt; statt dessen 
herrscht allerdings eine andere eigenthiimliche Beziehung. Liegen niim- 
lich beide Stromelemente in einer Ebene, so liegen die Krifte, die sie 
auf einander ausiiben, in derselben Ebene, stehn auf den Elementen 
senkrecht, und verhalten sich umgekehrt wie ihre Abstiinde vom Schnitt- 
punkt der Strahlen, denen die Elemente angehéren. Wiire also nur 
eine Drehung um diesen Schnittpunkt méglich, so wiirde jedes Element 
dem Strahle, auf dem das andere liegt, eine Drehung zu ertheilen 
trachten, die fiir beide Elemente gleich gross ist, naimlich gleich der 


Kraft dividirt durch den Abstand vom Schnittpunkt, oder = = sin é, 
wo € der Winkel beider Strahlen. Liegen die beiden Elemente nicht 
in einer Ebene, so tritt der ktirzeste Abstand der beiden Geraden, 


denen sie angehéren, an die Stelle des Schnittpunkts. Zu der Drehung, 


*) Borchardt’s Journal f. Math. Bd. 78, S. 290 (1874). 
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welche die Elemente um den, in seiner Lage erhaltenen, kiirzesten 
Abstand auszufiihren trachten wiirden, tritt noch eine Verinderung der 
Grosse dieses kiirzesten Abstandes, indem die beiden Geraden auf dem- 
selben fortriicken. (Grassmann stellt diesen Vorgang iibrigens so 
dar, als ob die Elemente wirklich Drehungen der Geraden, auf denen 
sie liegen, um den kiirzesten Abstand hervorbriichten.) 

Die Analogie einer derartigen Wechselwirkung von Stromelemen- 
ten mit der Gravitation tritt deutlich zu Tage, wenn man beiderlei 
Wirkungen in der Schreibweise der Grassmann’schen Ausdehnungs- 


lehre ausdriickt, wobei dann beide durch ie” dargestellt werden. 

Kine Entscheidung zwischen dieser Theorie und der Ampére’- 
schen ist nur von Versuchen mit begrenzten Strémen zu erwarten, weil 
beide Theorien fiir geschlossene Stréme stets iibereinstimmende Resul- 
tate ergeben miissen. Grassmann giebt auch wirklich eine Versuchs- 
anordnung an, bei welcher ein Maximum in der Differenz der Wir- 
kungen nach beiden Theorien eintreten muss; doch verhehlt er: sich 
die Schwierigkeiten der Ausfiihrung solcher Versuche nicht und scheint 
in Folge dessen den Weg des Experiments nie beschritten zu haben. 
Dieser Mangel experimenteller Bestiitigung ist auch’ wohl vor Allem 
als Ursache dafiir anzusehn, dass die Grassmann’sche Theorie selbst 
in eingehenderen Darstellungen der Elektrodynamik sich nur gelegent- 
lich erwahnt, ja vielfach nur in Anmerkungen und Anhiinge verwiesen 
findet. — In der 32 Jahre spiiteren Abhandlung ,,Zur Elektrodynamik“ 
entwickelt Grassmann, ausser dem Nachweise der Uebereinstimmung 
seines Gesetzes mit dem Clausius’schen, einen allgemeinen Satz tiber 
die Wirkung eines constanten geschlossenen Stromes auf ein Strom- 
element, zu dessen einfachem Beweise er von den Begriffen seiner Aus- 
dehnungslehre ausgiebigen Gebrauch macht; eae soll hier nicht niher 
darauf eingegangen werden. 

Grassmann’s gweite physikalische Arbeit ,Zur Theorie der 
Farbenmischung“*) ist von erheblichem Einflusse auf die Ausbildung 
dieser von Newton begriindeten Theorie gewesen, welche bekanntlich 
ihre jetzige Gestalt wesentlich Herrn Helmholtz verdankt. Nach 
Newton theilt man, behufs Ermittelung der Mischfarbe gegebener 
Spektralfarben, die Peripherie eines Kreises in 7 Theile, die sich ver- 
halten wie die Intervalle der 8 Téne einer Octave; sie stellen die Haupt- 
spektralfarben dar. Wenn man dann in den Schwerpunkten der ein- 
zelnen Bégen Gewichte anbringt, proportional der Anzahl von Strahlen 
der betreffenden Farbe, welche in die Mischung eingehn, so giebt der 
Schwerpunkt aller Gewichte durch die Richtung und Linge seines 


*) Poggendorff's Annalen Bd. 89, S. 69 (1853). 
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Centralabstandes den Farbton und die Siattigung der resultirenden Farbe 
an. Fallt der Schwerpunkt ins Centrum, so ist die Mischfarbe weiss. 
Newton bezeichnete diese Regel als zwar nicht mathematisch streng, 
jedoch praktisch brauchbar. Indessen hob er hervor, dass es ihm nicht 
gelungen sei, durch Mischung zweier diametral gegeniiberstehenden 
Farben reines Weiss zu erlangen, sondern nur eine unbestimmte matte 
namenlose Farbe. Der Erste, dem die Mischung zweier Spektralfarben 
zu reinem Weiss gelang, war Herr Helmholtz*); indessen schien die 
zunichst von ihm angewandte Methode zu dem Schlusse zu berech- 
tigen, dass es nur ein einziges Paar von Complementarfarben gebe. 


An dieses von Herrn Helmholtz selbst als héchst auffallend be- 
zeichnete Resultat, nach dem die Newton’sche Theorie in den wesent- 
lichsten Punkten als irrig bezeichnet werden miisste, kniipft Grass- 
mann an und unterzieht das Newton’sche Verfahren einer so ein- 
dringenden und griindlichen Durcharbeitung, dass es ihm gelingt, die 
eigentlichen Grundlagen der Theorie, die dem Begriinder selbst mehr 
unbewusst vorgeschwebt zu haben scheinen, in voller Deutlichkeit und 
Schirfe hinzustellen. Zugleich zeigt er, dass die Helmholtz’schen 
Beobachtungen, in ihrer Gesammtheit aufgefasst, nicht gegen Ne w- 
ton’s Theorie zeugen, wohl aber zu einer wesentlichen Erginzung 
derselben dienen. — Vier Grundsiitze sind es, aus denen auf dem 
Wege strenger Schliisse ein Verfahren der Farbenmischung abgeleitet 
wird, das in seinen wesentlichen Ziigen mit Newton’s empirischer 
Regel iibereinstimmt. Der erste Grundsatz ist der, dass jeder Licht- 
eindruck sich nachahmen lasse durch Vermischung einer homogenen 
Farbe von bestimmter Intensitét mit farblosem Licht von bestimmter 
Intensitét; denn jeder Lichteindruck habe nur die 3 Bestimmungsstiicke : 
, arbenintensitit, Farbenton, Intensitiit des beigemischten Weiss“, 
und simmtliche Farbenténe seien unter den Spektralfarben vertreten 
und bildeten eine stetige in sich zuriickkehrende Reihe vom Roth bis 
Violett durch Purpur zuriick zum Roth. Die Annahme, dass purpurne 
Farbténe im Spektrum vorkommen, wo sie unter besonders giinstigen 
Umstiinden jenseits des Roth zu beobachten seien, hat sich bekannt- 
lich als unrichtig herausgestellt; dessenungeachtet behalten Grass- 
mann’s Folgerungen ihre Geltung, wenn man sein ,,homogene Far- 
ben“ tiberall durch ,,homogene Farben oder aus Roth und Violett misch- 
bare Purpurfarben“ ersetzt, oder mit Herrn Helmholtz ,,gesittigte 
Farben“ sagt. Der zweite Grundsatz heisst: Wenn man von den beiden 
zu vermischenden Lichtern das eine stetig dndert, wahrend das andere 
unverdndert bleibt, dindert sich auch der Eindruck der Mischung stetig. 


*) Poggendorff’s Annalen Bd. 87. 
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Diese beiden Voraussetzungen geniigen bereits, um durch eine, 
wesentlich auf dem Begriff des stetigen Farbeniibergangs fussende, 
Schlussfolgerung mit mathematischer Evidenz den Satz abzuleiten: 

is giebt zu jeder Farbe eine andere homogene, welche, mit ihr 
vermischt, farbloses Licht liefert.“ 

Wegen der beim ersten Grundsatz nothwendigen EKinschriinkung 
muss freilich dieser Satz auch eine Beschriinkung erfahren, indem die 
purpurnen Farbténe, obwohl selbst nicht homogen, doch allein als 
complementare zu gewissen homogenen griinen Farbténen auftreten. 

Die in der erwihnten Helmholtz’schen Abhandlung mitgetheil- 
ten Beobachtungen benutzt Grassmann sodann, um aus ihnen eine 
Reihe von Complementarfarben abzuleiten. In der That bestitigten 
Herrn Helmholtz’s spitere, nach einer feineren Methode angestellte 
Beobachtungen die Existenz dieser Complementarfarbenpaare im Spektrum 
bis auf eines: zum Griin fand sich keine homogene Complementarfarbe, 
sondern nur die selbst gemischte Purpurfarbe. — Die Einfiihrung des 
dritten Grundsatzes, dass 2 beliebig gegebene Farben immer dieselbe 
Mischfarbe ergeben, gleichviel aus welchen homogenen Farben man sie 
selbst zusammengesetzt haben mag, ermoglicht nun die Ableitung des 
Hauptsatzes der Farbenmischung. Derselbe wird zuniichst unter An- 
wendung des von Grassmann aufgestellten Begriffs der geometrischen 
Summe von Strecken ausgesprochen, dann aber in folgende Gestalt 
gebracht: ,,Um den Farbenton und die Farbenintensitiit zu finden, 
welche durch Mischung zweier beliebig gegebenen Farben hervorgehn, 
stelle man jede von beiden durch einen schweren Punkt auf der Peri- 
pherie eines Kreises dar, indem die Richtung des zugehérigen Radius 
den Farbenton, das zugehérige Gewicht die Farbenintensitat vorstellt, 
und bestimme den Schwerpunkt beider Punkte: dann stellt die Strecke 
vom: Centrum zum Schwerpunkt hin durch ihre Richtung den Farben- 
ton der Mischfarbe dar, und ihr Product mit der Summe der Gewichte 
die Farbenintensitiit.“ — Wie hierbei simmtliche Farbenténe von vorn- 
herein auf der Peripherie anzuordnen sind, dafiir wird wenigstens prin- 
cipiell der Weg angegeben. — Durch Einfiihrung des letzten Grund- 
satzes: dass die gesammte Lichtintensitit der Mischung (hierunter ver- 
standen die Summe der Intensitiiten der gesiittigten Farbe und des 
beigemischten Weiss) gleich sei der Summe der Intensitiiten der ge- 
mischten Lichter, gelingt es endlich zu zeigen, ,,dass die Intensitat des 
beigemischten Weiss gleich der mit der Summe der Gewichte multi- 
plicirten Entfernung des Schwerpunkts von der Peripherie ist, so dass 
die Farbensittigung unmittelbar durch den Centralabstand des resulti- 


renden Schwerpunkts dargestellt wird“; sein Hineinfallen ins Centrum 
bedeutet natiirlich ,, Weiss“. 


Nes 


tir die Ableitung dieses Satzes, sowie des vorhergehenden Haupt- 
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satzes ist, wie Herr Helmholtz (Poggendorff’s Annalen Bd. 94 und 
Physiolog. Optik Seite 288) gezeigt hat, die von Grassmann getrof- 
fene Wahl der Einheiten der Intensitiiten verschiedenfarbiger Lichter 
(welche bis zu einem gewissen Grade willkiirlich ist) von entschei- 
dender Bedeutung. Grassmann sieht diejenigen Mengen von 2 Com- 
plementarfarben als gleich an, welche man vermischen muss, um Weiss 
zu erhalten; denn nur so fallt der Schwerpunkt beider auf der Peri- 
pherie diametral gegeniiberstehenden Punkte ins Centrum. Und von 
nicht complementiiren Farben werden solche Mengen als gleich ange- 
sehn, welche, mit ihren complementiiren zu Weiss gemischt, gleiche 
Mengen Weiss geben. Ninulich, falls die Mischfarbe tiberhaupt durch 
eine Schwerpunktsconstruction gefunden werden soll, kommen nur bei 
dieser Wahl der Einheiten die gesittigten Farben auf eine Kreisperi- 
pherie zu stehn, von welcher jedoch der zwischen Roth und Violett 
gelegene Theil durch seine Sehne zu ersetzen ist, welche die Purpur- 
tone triigt. Uebrigens hat diese Wahl den Vorzug, unabhingig zu sein 
von der objectiven Lichtstiirke der verglichenen Farben; denn wenn 
man von 2 Complementarfarben solche Mengen ermittelt hat, die sich 
zu Weiss mischen, so erhilt man Weiss auch dann, wenn man beide 
Mengen objectiv in ein und demselben Verhiiltniss vervielfacht (wobei 
sie allerdings ein sehr wechselndes Verhiltniss der subjectiven Hellig- 
keiten zu einander darbieten). Dagegen befindet sich die Grassmann’- 
sche Festsetzung in vollstindigem Widerspruch mit der sinnlichen 
Walhrnehmung, da dem Auge 2 zu Weiss sich mischende Mengen von 
Complementarfarben im Allgemeinen ungleich erscheinen. Dieser Um- 
stand erfordert also eine andere Wahl, niimlich die: 2 verschieden ge- 
firbte Lichter dann fiir gleich intensiv anzunehmen, wenn sie bei einer 
gewissen absoluten Lichtstiirke dem Auge gleich hell erscheinen. Diese 
Wah! ist aber nur fiir 3 Farben, deren keine durch Mischung der 2 
anderen erzeugbar ist, zu treffen, denn dadurch ist, in Folge des auf 
Schwerpunktsconstruction beruhenden Mischverfahrens, die einer jeden 
anderen Farbe zu ertheilende Intensitiitseinheit von selbst mit bestimmt. 
Jetzt kommen aber die Spektralfarben nicht mehr auf eine Kreisperi- 
pherie zu stehn, sondern auf eine ungeschlossene Curve, deren eines 
Ende mit Roth, deren anderes mit Violett besetzt wird, wihrend die 
aus Roth und Violett mischbaren Purpurténe auf die gerade Linie 
zwischen beiden zu stellen sind. 

Wie man erkennt, ist Grassmann’s Abhandlung zwar nicht ein- 
wurfsfrei, hauptsiichlich in Folge der mangelnden Controle durch das 
Experiment, aber sie ist bedeutend wegen des tiefen Kindringens in 
ein verwickeltes Erscheinungsgebiet lediglich mit Hiilfe abstracter Ar- 
gumentation. Die auf diesem Wege von ihm begriindete Richtigkeit 
des Mischverfahrens durch Schwerpunktsconstruction ist bald darauf 
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durch Herrn Maxwell’s Experimente ausser allen Zweifel gesetzt 
worden. 

Ueber Akustik handeln zwei Grassmann’sche Arbeiten. Die erste 
ist ein wesentlich fiir seine Schiiler bestimmter Leitfaden der Akustik*), 
an dessen Schluss die Grundziige einer eigenen Theorie der -Vocalténe 
mitgetheilt werden, wovon sogleich noch mehr zu sagen ist. Die an- 
dere Abhandlung ,,Ueber die physikalische Natur der Sprachlaute“**) 
bildet eine Briicke zwischen den beiden heterogenen Forschungsgebie- 
ten, auf denen Grassmann thitig gewesen ist: der Sprachforschung 
und dem mathematisch-physikalischen Gebiet. Er unteruimmt es hier, 
das ganze Gebiet der Sprachlaute nach ihrer akustischen Eigenthiim- 
lichkeit, wie sie vom Ohre wahrgenommen werden, zu schildern, indem 
er nach einander die Vocale, die Halbvocale und die Geriuschlaute be- 
handelt, deren letztere er wiederum in die dauernden Laute (Hauch- 
laute und Zischlaute) und in die momentanen Laute eintheilt. Bei 
weitem den gréssten Raum der Abhandlung, sowie das grésste Inter- 
esse fiir die Physik nimmt die von ihm entwickelte Theorie der Vocal- 
laute in Anspruch, auf welche allein hier eingegangen werden soll. 
Dieselbe stimmt mit der von Herrn Helmholtz entwickelten nur in 
dem allgemeinen, aus den Versuchen von Willis entsprungenen Grund- 
gedanken iiberein, die Vocalitiit sei dadurch bedingt, dass neben dem 
Grundton in Folge der Resonanz der Mundhéhle gewisse Oberténe be- 
sonders stark mitklingen. Die Ausfiihrung dieses Gedankens im Kin- 
zelnen ist hingegen sehr verschieden, zum Theil wohl in Folge der 
verschiedenen Fassung der Aufgabe. Wiihrend es sich nimlich Herr 
Helmholtz zur Hauptaufgabe macht, die charakteristischen Tone der- 
jenigen Arten von Vocalen zu ermitteln, welche ihm den am meisten 
charakteristischen Klang zu haben scheinen, daneben aber ausdriicklich an- 
erkennt, dass auch alle continuirlich ineinander iibergehenden Zwischen- 
stufen vorkommen (‘Tonempfindungen, 4. Ausgabe, Seite 179), legt 
Grassmann auf diese Stetigkeit des Ueberganges das Hauptgewicht 
und will das ganze Vocalgebiet umfassen, welches ,,ebenso wie das 
der Farben nur durch Vertheilung auf einer Fiche vollstindig dargestellt 
werden kann.‘‘ Seine Hauptresultate sind folgende. Schon die einfachen 
Tone, wie sie durch Stimmgabeln, die vor gleichgestimmten bauchigén 
Glisern schwingen, hervorgebracht werden, zeigen entschieden den Cha- 
rakter der Vocalreihe U, U, I, nimlich die tieferen Téne, etwa bis 
zum dreigestrichenen ¢ (c,), den eines in der Tiefe dumpfen, dann 
immer heller werdenden U, die héheren, etwa bis e,, den des U, noch 
hdhere den des J. Dasselbe gilt von den entsprechenden durch Pfeifen 


*) Programm des Stettiner Gymnasiums, 1854. 
**) Poggendorff-Wiedemann’s Annalen d. Phys. Bd. 1, 8. 606—629, Mai 1877. 
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mit dem Munde. erzeugten Ténen. Diese einfachen Tone sind aber 
noch nicht vollkommene Vocale. Vielmehr entsteht ein Vocal der~™ 
Reihe U, U, I dadurch, dass aus dem von den Stimmbiindern erzeug- 
ten Klanggemisch, welches aus der harmonischen Tonreihe (Grundton 
und Oberténen von 2, 3, 4, --- mmal so grosser Schwingungszahl) 
besteht, neben dem Grundton hauptsichlich ein Oberton stark hervor- 
klingt. Solange der letztere, bei beliebig gewihltem Grundton, noch 
tiefer als c, liegt, liefert der Zusammenklang beider Téne den Vocal 
U, bei grésserer Héhe des Obertons entsteht U7 und, wenn der Oberton 
hoher als e, liegt, J. Zum Beweise dient folgender Versuch: Man 
giebt dem Mund die Stellung, bei welcher man einen jener Oberténe 
pfeifen wiirde, so dass also die Mundhohle jetzt auf beste Resonanz 
fiir jenen Oberton eingestellt ist; dann aber pfeift man ihn nicht, 
sondern singt nun den Grundton; dadurch entsteht ein Vocal der 
Reihe U, U, I. — Im Gegensatz gegen die Vocale dieser Reihe ist 
der Vocal A nicht durch die absolute Tonhdhe eines besonders her- 
vorklingenden Obertons charakterisirt, sondern er entsteht dadurch, 
dass neben dem vorherrschenden Grundton die ganze Reihe der ersten 
7 bis 9 Oberténe, also bis zur dritten Octave des Grundtons hin, 
untereinander etwa gleich stark, mitklingen. — Alle iibrigen Vocale 
lassen sich durch den Uebergang eines Vocals der Reihe U, U, I in 
A oder umgekehrt ableiten. Zur Angabe der Klangbestandtheile eines 
solchen Uebergangsvocals dient eine Schwerpunktsconstruction. Stellt 
man nimlich 2 einfache Téne durch 2 schwere Punkte dar, deren 
Gewichte man gleich den Intensititen macht, wihrend ihr Abstand ihr 
musikalisches Intervall vorstellt, wobei z. B. das Intervall des Halbtons 
gleichschwebender Temperatur als Einheit dient, so repriisentirt der 
Schwerpunkt einen zwischenliegenden Ton, dessen Intervall gegen 
einen der Ausgangstine durch den betreffenden Abstand gemessen 
wird. Ebenso werden alle Niiancen der auf denselben Grundton ge- 
sungenen UUJ-Reihe, die ja immer nur durch je einen Ton charak- 
terisirt sind, durch die Punkte einer Geraden dargestellt. Kommt ein 
durch einen solechen Punkt bezeichneter Ton nicht unter den Oberténen 
des Grundtons vor, so wird er durch die beiden benachbarten Oberténe 
ersetzt, Irgend ein anderer Punkt der Ebene stellt A, auf denselben 
Grundton gesungen, vor, und man hat sich in ihm nacheinander alle 
7 Obertine des A angebracht zu denken, so dass sein Abstand von 
einem Punkt der UUJI-Reihe nacheinander die verschiedenen Inter- 
valle zwischen letzterem Ton und den Oberténen des A darstellt. Der 
Schwerpunkt von diesem A und einem Punkt der UUI-Reihe, beide 
mit gewissen Intensitiiten begabt, repriisentirt einen Vocal, fiir dessen 
charakteristische Téne die Intervalle gegen die charakteristischen Tone 
des A durch den Abstand von A angegeben werden. Hiermit ist 
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gezeigt, dass, sobald man irgend 3 Vocale, von denen einer nicht als 
zwischen den beiden anderen liegend erscheint, durch 3 Punkte der 
Ebene dargestellt hat, jeder andere Vocal durch einen genau bestimm- 
ten Punkt dieser Ebene dargestellt werden kann. 

Den strengen objectiven Beweis fiir seine Theorie ist Grassmann 
allerdings schuldig geblieben; denn indem er die Anwendung von Re- 
sonatoren verschmiiht, weil die Wirkung derselben noch durchaus nicht 
genau genug bekannt sei, verlisst er sich bei den erwiihnten Ver- 
suchen mit verschiedenen Mundstellungen lediglich auf die Angaben 
seines Ohres. Es wird daher eine der nichsten Aufgaben der Physik 
sein, durch strenge, womdglich synthetische, Versuche diese Theorie 
entweder zu bestiitigen oder zu widerlegen. — 

Im Anschlusse an die Physik sei noch eine krystallographische 
Arbeit aus den jiingern Jahren erwihnt: Ableitung der Krystallgestalten 
aus dem allgemeinen Gesetze der Krystallbildung*), in welcher die 
Krystallsysteme und die Reihe aller innerhalb eines Systems méglichen 
Krystalle aus einem einfachen Grundgesetze abgeleitet werden. Nimmt 
man eine Fliiche als durch eine senkrecht gegen sie stehende Kraft 
gebildet an, so heisst das erfahrungsmiassige Naturgesetz: ,,. Wenn zwei 
Krifte von bekannter Richtung und Grosse als flichenbildend vorkom- 
men, kann auch stets die Diagonalkraft flichenbildend vorkommen.“ 
Von zwei gleichen Kriiften gelangt man zu ihrer Diagonalkraft, deren 
Grésse man somit kennt; so fortfahrend gewinnt man das allgemei- 
nere Gesetz: Wenn an einem Krystalle drei Kriifte als flichenbildend 
vorkommen, so kommt auch jede andere Kraft, die aus ihren Viel- 
fachen (oder deren Gegenkriften) zusammengesetzt ist, fliichenbildend 
vor, doch um so seltener, je zusammengesetzter sie ist. Die Kriifte 
werden bald fallen gelassen und durch ihre Normalen ersetzt, so dass 
die weitere Betrachtung rein geometrisch fortschreitet. 

Neben diesen selbstiindigen Arbeiten auf mancherlei Gebieten 
exacter Wissenschaft verfolgte Grassmann die Fortschritte aller ver- 
schiedenen Zweige der Physik mit lebhaftem Interesse, wie aus den 
zahlreichen (weit iiber 30) in der physikalischen Gesellschaft zu Stettin 
von ihm gehaltenen Vortriigen hervorgeht. Dieser Gesellschaft, deren 
Begriinder und erster Vorsitzender sein Vater Justus gewesen war, 
hat er- seit 1842 als Mitglied, spiter als Vorsitzender angehdrt**). 


Februar 1878. 


*) Programm der Otto-Schule in Stettin 1839. — Eine Anwendung der Aus- 
dehnungslehre auf die Krystallographie findet sich auch %, § 171. 

**) Wihrend des Drucks der vorstehenden Biographie ist eine Schrift iiber 
Grassmann von Victor Schlegel im Verlage von F. A, Brockhaus erschie- 
nen [Mai 1878]. 
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Schriften von Hermann Grassmann. 
I. Mathematische Schriften. 
a) Selbststandige Biicher. 


. Die Wissenschaft der extensiven Grosse oder die Ausdehnungslehre. 


Erster Theil, die lineale Ausdehnungslehre enthaltend. Leipzig, 
Wigand, 1844. — Selbstanzeige hiervon Grunert’s Archiv Bd. 6, 
8. 337. — 2. Aufl. Leipzig, Wigand, 1878, mit einem Anhange iiber 
das Verhiiltuiss der nichteuklidischen Geometrie zur Ausdehnungslehre. 


. Geometrische Analyse gekniipft an die von Leibniz erfundene 


Charakteristik. Gekrénte Preisschrift. Mit einer erliuternden Ab- 
handlung von A. F. Mébius. Leipzig, Weidmann, 1847. 


. Lehrbuch der Arithmetik fiir hohere Lehranstalten (gemeinsam mit 


R. Grassmann verfasst). Berlin, Enslin, 1860. 


. Die Ausdehnungslehre. Berlin, Enslin, 1862. 


5. 


Lehrbuch der Trigonometrie fiir héhere Lehranstalten. Berlin, 
Enslin, 1865. 


b) Journal - Abhandlungen. 


. Theorie der Centralen. Crelle’s Journal Bd. 24, S. 262, 372; Bd, 25, 


S. 57 (1842 und 1843). 


. Grundziige zu einer rein geometrischen Theorie der Curven, mit 


Anwendung einer rein geometrischen Analyse. Crelle’s Journal 
Bd. 31, 8. 111 (1846). 


. Ueber die Erzeugung der Curven 3. Ordnung durch gerade Linien 


und tiber geometrische Definitionen dieser Curven. Crelle’s Journal 


Bd. 36, S. 177 (1848). 


. Der allgemeine Satz iiber die Erzeugung aller algebraischen Cur- 


ven durch gerade Linien. Crelle’s Journal Bd. 42, 8. 187 (1851). 


. Die héhere Projectivitit und Perspectivitiit in der Ebene, dargestellt 


durch geometrische Analyse. Crelle’s Journal Bd. 42, 8, 193 (1851). 


. Die héhere Projectivitit in der Ebene, dargestellt durch Functions- 


verkniipfungen. Crelle’s Journal Bd. 42, 8. 204 (1851). 


. Erzeugung der Curven 4. Ordnung durch Bewegung gerader Linien. 


Crelle’s Journal Bd, 44, S. 1 (1852). 


. Allgemeiner Satz iiber die lineale Erzeugung aller algebraischen 


Oberflichen. Crelle’s Journal Bd, 49, 8. 1 (1855). 
Grundsiitze der stereometrischen Multiplication. Crelle’s Journal 


Bd. 49, S. 10 (1855). 


. Ueber die verschiedenen Arten der linealen Erzeugung algebraischer 


Oberflichen. Crelle’s Journal Bd. 49, S. 21 (1855). 
Die stereometrische Gleichung 2. Grades und die dadurch darge- 
stellten Oberflachen. Crelle’s Journal Bd. 49, 8. 37 (1855). 
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Die stereometrischen Gleichungen 3. Grades und die dadurch er- 
zeugten Oberflichen. Crelle’s Journal Bd. 49, S. 47 (1855). 

Sur les différents genres de multiplication. Crelle’s Journal Bd. 49, 
S. 123 (1855). 

Die lineale Erzeugung von Curven 3. Ordnung. Crelle’s Journal 
Bd. 52, 8. 254 (1856). 

Verschiedene mathematische Bemerkungen. Grunert’s Archiv Bd. 49, 
8. 1 (1868). 

Lisung der Gleichung 2° + y® + 2° + u® = 0 in ganzen Zahlen. 
Grunert’s Archiv Bd. 49, 5. 49 (1868). 


. Elementare Auflésung der allgemeinen Gleichung 4. Grades. Gru- 


nert’s Archiv Bd. 51, 8. 93 (1870). 

Zur Theorie der Curven 3. Ordnung. Gott. Nachr. 1872, 8. 505. 
Ueber zusammengehérige Pole und ihre Darstellung durch Pro- 
ducte. Gott. Nachr. 1872, S. 567. 

Die neuere Algebra und die Ausdehnungslehre. Math. Ann. Bd. VII, 
8. 538 (1874). 


. Die Mechanik und die Principien der Ausdehnungslehre. Math. Ann. 


Bd. XII, 8. 222 (1877). — Selbstreferat. Repertorium Bd. II, 8. 62. 


2. Der Ort der Hamilton’schen Quaternionen in der Ausdehnungs- 


lehre. Math. Ann. Bd. XII, 8. 375 (1877). 


. Verwendung der Ausdehnungslehre fiir die Polarentheorie u. den Zu- 


sammenhang algebr. Gebilde. Crelle-Borch. J. Bd. 84, 8. 273 (1878). 
c) Programm. 


. Grundriss der Mechanik fiir den Unterricht in der Prima nach 


den Principien der Ausdehnungslehre bearbeitet. Progr. des verein. 
Kénigl. und Stadt-Gymnasiums zu Stettin 1867, 


Il Physikalische Schriften. 


a) Journal-Abhandlungen. 


- Neue Theorie der Elektrodynamik. Poggendorff’s Ann. -Bd. 64, 


S. 1 (1845). 


- Zur Theorie der Farbenmischung. Poggendorff’s Ann. Bd. 89, 


S. 69 (1853). 

Zur Elektrodynamik. Crelle-Borchardt’s Journal Bd. 83, 8. 57 
(1877) und Poggendorff-Wiedemann’s Ann. Bd. I, 8. 160. — 
Selbstreferat. Repertorium Bd. II, 8. 3. 


. Ueber die physikalische Natur der Sprachlaute. Poggendorff-Wie- 


demann’s Ann. (Neue Folge) Bd. I, 8. 606 (1877). 


b) Programme. 
. Ableitung der Krystallgestalten aus dem allgemeinen Gesetze der 
Krystallbildung. Progr. der Otto-Schule zu Stettin 1839. 
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Uebersicht der Akustik und niedern Optik. Progr. des verein. Konig}. 
und Stadt-Gymnasiums zu Stettin 1854. 


Ferner: Bemerkungen zur Theorie der Farbenempfindungen im Anhange 


von Preyer’s Elementen derreinen Empfindungslehre (Jena, Dufft, 1877). 


Ill. Sprachwissenschaftliche Schriften." 
a) Selbststaindige Biicher. 


1. Deutsche Pflanzennamen. Stettin 1870. 


Worterbuch zum Rigveda. Leipzig, Brockhaus, 1871—75. 
Uebersetzung des Rigveda mit kritischen und erliuternden Anmer- 
kungen. Leipzig, Brockhaus, 1876—T7. 


b) Journal-Abhandlungen. 


Ueber die Verbindung der stummen Consonanten mit folgendem v 
und die davon abhiingigen Erscheinungen. - Kuhn’s Zeitschrift fiir 
vergleichende Sprachforschung Bd. 9 (1860). 


. Ueber die Verbindung der Consonanten mit folgendem j und die 


davon abhiingigen Erscheinungen. Ebenda Bd. 11 (1862). 


3. Ueber die Aspiraten und ihr gleichzeitiges Vorhandensein im An- 


und Auslaute der Wurzeln. Ebenda Bd. 12 (1863). 


4. Ueber das urspriingliche Vorhandensein von Wurzeln, deren Anlaut 


und Auslaut eine Aspirate enthielt. Ebenda Bd. 12 (1863). 


. Ueber die Casusbildung im Indogermanischen. Ebenda Bd. 12 (1863). 
6. Ueber italische Gétternamen. Ebenda Bd. 16 (1867). 
. Ursprung der Priipositionen im Indogermanischen. Neue Folge der 


Kuhn’schen Zeitschrift Bd. 3 (1877). 


1V. Vermischte Schriften. 


1. Die Lehre vom Satze. Stettin 1831. 
2. Grundriss der deutschen Sprachlehre. Stettin 1842. 
3. Leitfaden fiir den ersten Unterricht in der deutschen Sprache, von 


H. und R. Grassmann. Stettin 1842. 
. Leitfaden fiir den ersten Unterricht in der lateinischen Sprache. 
Stettin 1843, zweite Auflage 1856. 
Leitfaden der deutschen Sprache von H. und R. Grassmann, Stettin 
1848; zweite Auflage 1852. 
Deutsches Lesebuch fiir Schiiler von 8 bis 12 Jahren von H. Grass- 
mann und W. Langbein. 1.—4. Auflage Stettin 1848—57; 5..u. 
6. Auflage Berlin 1861—68. 
. Deutsche Wochenschrift (Zeitung mit Robert Grassmann heraus- 
gegeben). Stettin 1848. 
. Ueber den Abfall vom Glauben. Stettin 1878. 








Zur Classification der Flaichen dritter Ordnung. 


Von 
Cart RopenserG in Plauen im Vogtlande. 


(Mit 3 lithographirten Tafeln.) 


Die Kintheilung der Flichen dritter.Ordnung hinsichtlich der Rea- 
litit ihrer Geraden und der mdglichen singuliiren Punkte wurde er- 
schépfend gegeben von Herrn Schliafli in seiner grossen Arbeit: On 
the Distribution of Surfaces of the third order into Species, in reference 
to the absence or presence of Singular Points. Philos. transact. Lon- 
don 1863, p. 207 ff. 

Gelegentlich meiner Promotion gab Clebsch mir die Untersuchung 
des Pentaeders fiir die einzelnen Schlifli’schen Arten, welche Auf- 
gabe in meiner Dissertation: ,,Das Pentaeder der Flichen dritter Ord- 
nung beim Auftreten von Singularititen‘* behandelt wird. Hierbei 
stellte es sich heraus, dass eine Reihe specieller Flichen, insbesondere 
diejenigen mit conischen Knoten, noch ein eigentliches Pentaeder besitzen, 
wahrend andere, wie die mit biplanaren Knoten, im Allgemeinen Penta- 
eder mit unendlich benachbarten Ebenen mit sich fiihren. Aber nicht auf 
alle denkbaren Fille der vereinigten Lage wird man unter Zugrunde- 
legung einer bestimmten Singularitat gefiihrt. Diese Thatsache veran- 
lasste mich, die umgekehrte, und wohl zweckmiissigere, Fragestellung 
nach denjenigen Flichen, welche einem gegebenen Pentaeder ange- 
héren, zu wihlen. Die Behandlung der hieraus entspringenden Auf- 
gabe ist in diesem Aufsatze durchgefiihrt. 

Von der gréssten Wichtigkeit fiir die folgenden Untersuchungen 
ist der von Herrn Klein in seiner Abhandlung ,,Ueber Flichen dritter 
Ordnung“, Math. Annalen Bd. VI, p. 551 ff., gegebene Satz, dass alle 
Flichen ohne Singularititen und derselben Schliafli’schen Art durch 
continuirliche Aenderung der Constanten in einander iibergefiihrt wer- 
den kénnen, ohne dass hierbei ein Knoten auftrete. Diese Derivation 
ist nimlich fast ausnahmslos auch dann noch méglich, wenn das Penta- 
eder unverindert bestehen bleibt. 
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Ueber Flichen dritter Ordnung. 47 


Die trennenden Fliichen der verschiedenen Arten besitzen einen 
conischen Knoten und zwar lassen sich aus diesen Flichen die allge- 
meinen in ausserordentlich einfacher Weise mit Hiilfe eines Verfahrens 
gewinnen, das wir gleich betrachten werden. 

Gerade so, wie der Kegel zweiter Ordnung den Yebergang von 
einem einschaligen Hyperboloid zu einem zweischaligen bildet, kann 
man eine Fliche mit Knoten als Uebergang zwischen zwei andern an- 
sehen, bei denen sich die Theile in der Nahe des Knotens verhalten 
wie die angefiihrten Flachen zweiter Ordnung. Bezeichnet man die 
beiden Processe, denen ein Knoten hiernach unterworfen werden kann, 
durch ,,Verbinden (++) und ,,Trennen (—)‘, so erhilt man nach Herrn 
Klein alle Flichen ohne Singularitiiten, wenn man an jedem Knoten 
einer Fliche mit vieren einen jener Processe anbringt, nimlich: 


++4+4+4=.--- I mit 27 reellen Geraden, 

+++-—::-T ” 15 ”» ” 

++——.---IIl, 7 ,, ” 

tee EE, 8. > - und 7 reellen Ebenen, 
Se eee V ” 3 ” ” ” 13 ” ” 


Die Flichen, bei denen Knoten bestehen bleiben, seien durch die Ziffer 
der Flichen ohne Knoten bezeichnet, welche aus jenen durch Verbin- 
den hervorgehen. Rechnet man iiberhaupt alle Fliichen zu einer Art, 
welche sich in einander iiberfiihren lassen, ohne dass hierbei ein neuer 
oder hiherer singulérer Punkt auftritt, so geniigt jetzt die Ziffer nicht 
mehr zur volligen Bestimmung, da die Aenderung eines Knotens durch 
die biplanare Form zu einer neuen Art fiihren kann, welche sich in 
ihrem Zusammenhange nicht von der friihern unterscheidet. 

Ks ist nun klar, dass man leicht die Art, zu der eine gegebene 
Fliiche dritter Ordnung gehért, angeben kann, wenn es gelingt, die 
gewissermassen mechanisch definirten Processe, + und —, algebraisch 
zu vollziehen. Dieses ist einfach, wenn, was stets geschehen soll, die 
Gleichung der Fliche in ihrer kanonischen Form als Aggregat von 
5 Cuben vorausgesetzt wird und das Pentaeder erhalten bleibt. So 
lange die Ebenen desselben nicht an besondere Bedingungen ge- 
kniipft sind, ist bekanntlich die kanonische Form eindeutig bestimmt*). 
Gehen jedoch vier derselben durch einen Punkt, so sind diese selbst 
in gewisser Weise willkiirlich und die Gleichung kann unendlich viele 
Formen annehmen**), 





*) Vergl. Clebsch, Ueber die Knotenpunkte der Hesse’schen Fliche etc. 
Borchardt’s Journal Bd. 59, p. 143 ff., auch Gordan Math. Ann. Bd. V, p. 341 ff. 
**) Vergl. Eckardt: Ueber diejenigen Flichen, auf welchen sich drei gerade 
Linien in einem Punkte schneiden. Programm der Realschule zu Chemnitz 1875; 
oder Math. Ann. Bd. X, p. 227 ff. 
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Eine andere Specialisirung geht hervor, wenn zwei oder mehrere 
Ebenen unendlich nahe liegen. Die Reduction auf fiinf Cuben ist dann 
nicht mehr mdglich, aber gewisse Gleichungsformen werden wir auf- 
stellen, welche der allgemeinen vollig entsprechen. Treten nun auch 
in den abzulejtenden kanonischen Formen noch andere willkiirliche 
Elemente neben denen des Pentaeders auf, so sind doch diese im All- 
gemeinen vollig bestimmt. 


Im Zusammenhange kann nach dem Gesagten natiirlich nur die 
Flichenschaar betrachtet werden, deren Glieder dasselbe Pentaeder 
haben. Damit haben aber dann gleichzeitig alle Flichen ihre Er- 
ledigung gefunden, deren Pentaeder eine gleiche Anzahl reeller Ebenen 
besitzen und auch hinsichtlich der vereinigten Lage einer beliebigen 
Anzahl von Ebenen iibereinstimmen, da solche Pentaeder alle durch 
reelle Collineationen in einander iiberfiihrbar sind. 


Fiir Flichen mit eigentlichem Pentaeder ist es von grossem Vor- 
theil, die Ebenen desselben direct als Coordinatenebenen zu wihlen, 
da namentlich die Discriminante der Fliche, deren Verschwinden das 
Auftreten eines Knotens andeutet, dann eine sehr einfache Form an- 
nimmt*), 


Im § 1. schicken wir einige Siitze iiber ein derartiges Coordinaten- 
system voraus und wenden uns dann (§§ 2., 4., 5., 6.) zu den ihm 
angehdrigen Flichen; immer ausgehend von einer méglichst einfachen 
Form, aus der wir durch allmahliche Aenderung der Coefficienten alle 
Arten erzeugen. Hierbei kann jedoch nie biplanaren Knoten begegnet 
werden, des speciellen Pentaeders wegen, welche dieselben mit sich 
fiihren. Wir sind daher gezwungen, Durchgiinge durch solche Punkte 
besonders zu behandeln (§ 3.). 


§ 7. giebt, als Abschluss der Flichen mit eigentlichem Pentaeder, 
eine Vertheilung der Knoten aller Flichen, welche demselben angehéren, 
auf den Raum, und die Aufzihlung der getrennten Mannigfaltigkeiten, 
welche die einzelnen Arten constituiren. 


§ 8. enthalt einen Satz, mit dessen Hiilfe sich in einfacher Weise 
(§ 9.) die Gleichungen alier Flichen mit mehrfachen Pentaeder- 
ebenen angeben lassen. Diese finden einzeln ihre Behandlung in den 


$§ 10.—15. 


Die Flaichen mit unbestimmtem Pentaeder sind in § 16. aufge- 
zihit; untersucht in den §§ 17. — 20. 


§ 21. enthilt die tabellarische Zusammenstellung aller Resultate. 


*) Vergl. Salmon: On Quarternary Cubics. Phil. Tr. 1860, p. 229 ff. 
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Ueber Flichen dritter Ordnung. 


§ 1. 
Ueber ein Pentaedercoordinatensystem. 


~ Unter Zugrundelegung von 5 Ebenen als Fundamentalebenen eines 
Coordinatensystems kann man definiren: 
Die Coordinaten eines Punktes sind 5 Zahlen, 
%, XL, Ly X, Xs, 
welche sich verhalten wie seine Abstiinde von den Ebenen des Pentaeders, 
jeder Abstand multiplicirt mit einer so gewdhlten Constanten, dass die 
Summe der Producte: 
%+%,+%,+%,+%7,=0 
wird. 

Bei reellen Ebenen wird der Raum durch sie in 24-——-1— 15 
Kammern zerlegt, entsprechend der Anzahl von Variationen von je 
vieren der Vorzeichen der Coordinaten eines Punkts weniger eins. 
Denn das Vorzeichen der fiinften Coordinate kann man jederzeit fest 
annehmen und eine Variation kommt in Wegfall, da der Identitit 
22; = 0 wegen nicht alle x gleiches Vorzeichen haben kénnen. 

Hinsichtlich der Vertheilung der Vorzeichen liegen zwei Méglich- 
keiten vor, entweder sind 1) vier Zeichen gleich, oder 2) nur drei 
gleich, die beiden iibrigen diesen entgegengesetzt. Im ersten Falle 
kann die fiinfte Coordinate nie Null werden, denn es miisste sonst 
auch die Summe der iibrigen verschwinden, was unmdglich ist. Folg- 
lich wird der zugehérige Raum nur durch 4 Ebenen begrenzt. Sol- 
cher giebt es hiernach 5, sie migen Tetraederkammern genannt werden. 
Die iibrigen 10 erfordern alle fiinf Ebenen zu ihrer Begrenzung; sie 
moégen Pentaederkammern heissen. 

Haben vier Coordinaten eines Punkts dasselbe Zeichen, so liegt er 
in einer Tetraederkammer, im andern Falle in einer Pentaederkammer. 

Sind zwei Ebenen conjugirt imagindr, so wird durch die drei 
reellen der Raum noch in vier Kammern zerlegt, von denen diejenige 
ausgezeichnet ist, welche nicht von der, stets reellen, Schnittlinie der 
conjugirten Ebenen durchsetzt wird. Nennen wir die Ebenen 

2,=0, 4,=0, 4=—0, 4,+i%,=—0, 2,—ixz,=—0, 
so haben, wie unter Anwendung dhnlicher Betrachtungen, wie vorhin, 
leicht erwiesen wird, 7, x, x, dasselbe Vorzeichen, wenn der Punkt in 
der Kammer liegt, welche nicht von der isolirten Kante durchsetat wird. 

Sind endlich zwei Paare conjugirter Ebenen vorhanden, so tritt 
keine Theilung des Raumes mehr ein, denn eine reelle Ebene ist hierzu 
nicht mehr ausreichend. 

Von Interesse sind fiir uns noch die 10 Ebenen, welche man durch 
die Schnittpunkte von je dreien der Fundamentalebenen und die Schnitt- 
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linie der beiden iibrigen legen kann und die passend als Diagonalebenen 
za bezeichnen sind. Solche Ebenen sind dargestellt durch die Glei- 
chungen 

x, +2, =—0 ete. 
Denn der angefiihrten geniigt die Gerade 2, = 2, = 0, aber auch — 
in Folge der Identitit — der Punkt x, —2,—2,=—0, wie ver- 
langt wird. 

Sehen wir ab von denjenigen Durchschnittserzeugnissen dieser Ebe- 
nen, welche in denen des Pentaeders voéllig enthalten sind, so bleiben 
uns noch 10-3 = 30 Linien, welche zu dreien durch eine Pentaederecke 
gehen und von drei solechen Diagonalebenen erzeugt werden, deren 
Kanten sich in jener Ecke treffen. Dann giebt es noch 5-4 = 20 
Schnittpunkte, von denen je vier die Spitzen der Diicher sind, welche 
von dreien solcher 6 Diagonalebenen, deren Kanten einer Tetraeder- 
kammer angehéren, iiber deren Seitenfliichen gebildet werden. 

Von Vortheil fiir die Anschauung ist es, das Tetraeder reguliir, 
die fiinfte Ebene unendlich fern zu denken. Dann halbiren die 6 er- 
wihnten Diagonalebenen die Aussenwinkel des Tetraeders und die 4 
Ecken liegen auf den in den Mitten seiner Seitenfliichen errichteten 
Normalen. 

Mit Riicksicht auf die Gleichungen der Diagonalebenen kann man 
leicht angeben, wann ein Punkt in einer solchen Ebene oder in einer 
der Schnittlinien oder einem der Schnittpunkte liegt: Es miissen resp. 
2, 3, 4 Coordimaten in ihren absoluten Werthen iibereinstimmen und 
zwei derselben mit entgegengesetzten Vorzeichen behaftet sein. Volglich 
kénnen auch die iibrigen nicht alle gleiches Zeichen haben und die 
Punkte gehéren daher siimmtlich Pentaederkammern an, wie es die 
Anschauung auch ergiebt. 

Ein theilweise imaginiires Pentaeder bedingt natiirlich auch eine 
Anzahl imaginiirer Diagonalebenen, deren Aufziihlung ohne Schwierig- 
keit ist und fiiglich unterbleiben kann. 


§ 2. 
Die Flichen mit reellem Pentaeder. 


Kine solche Fliaiche hat unter Zugrundelegung des erliiuterten Sy- 
stems die Gleichung 


St et St E+ RO 
a? a? a,? a,” a," 


oder kurz 


(@, M, Gy, &, &;). 
Die gebrauchte Coefficientenbezeichnung wird sich als zweckmiissig 
erweisen. Sollten einige Coefficienten negativ sein, so wiren die ent- 
sprechenden « imaginiir zu nehmen. 
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Ist die vorliegende Fiche eine specielle mit conischem Knoten y, 
so geniigt dieser den Gleichungen 


2 2 2 2 
a Fe, OR 
a,” rags @? ™: oe,” = 4 a4? an 8 


5 


d. h. die Grissen a sind dann geradezu die Coordinaten des Knotens 
und die Gleichung 

@, + a, + a, + a, + a, = 0 
ist die Bedingung fiir sein Auftreten, die Summe selbst die Discrimi- 
nante der Fiche. é 

Hiernach ist jedem Punkte des Raumes eine Fliche dritter Ord- 
nung mit-Knoten zuertheilt und so die Mannigfaltigkeit von drei Di- 
mensionen dieser Flichen, welche einem Pentaeder angehért, eindeutig 
auf den Punktraum abgebildet*). Dieser kann demnach als Grenze 
des Bildes der Mannigfaltigkeit aller Flichen, deren jede durch 4 vdllig 
willkiirliche @ gegeben ist, angesehen werden. 

Nach den Entwickelungen am Schlusse des § 1. findet man weiter, 
dass die Flichen mit 2, 3, 4 Knoten sich abbilden resp. auf die Dia- 
gonalebenen, thre Schnittlinien und Schnittpunkte. Da niimlich die ab- 
soluten Werthe der Coordinaten als Quadratwurzeln der a? véllig ge- 
geben sind, so kann die Verschiedenheit nur in den Vorzeichen liegen, 
was wiederum mit der stets verschwindenden Summe nur im Hinklange 
steht, wenn resp. 2, 3, 4 Coordinaten, ihrem absoluten Werthe nach, 
einander gleichkommen, woraus unsere Behauptung entspringt. 

Es erscheint wiinschenswerth, vor der Classification der Flichen an 
einigen besonders hierzu geeigneten Specialfillen die Lagenverhiltnisse 
zwischen Fliche und Pentaeder kennen zu lernen und namentlich die 
Vertheilung der verschiedenen Arten von Knoten festzustellen. 


Betrachten wir die Fliche mit der Maximalzahl der Knoten: 4. 
Nach dem eben Gesagten besitzt deren Gleichung vier gleiche a’, 
deren Wurzeln — die Coordinaten der Knoten — sich mit der fiinften 
auf vier verschiedene Weisen zur Summe Null combiniren lassen miissen. 


Nehmen wir die vier ersten Coefficienten ae der Einheit gleich, so 
ist die fiinfte aw und die Gleichung der Flache ist 
my? + a, + oe + ae + 0. 


Die Knoten sind: 


*) Eine Ausnahme bilden die Punkte der Pentaederebenen, welchen Aus- 
artungen der Fliichen in die dreifachen Pentaederebenen entsprechen, vergl. § 7., 
wo die Bedeutung dieser Ebenen als trennende Gebiete der verschiedenen Arten 
angegeben ist, 


4* 
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~~, +1, +1, +1, —32, 
1, +8; +, +1, —2, 
1, +1, —1, +1 — 8, 
ae = hh. 8. 


Sie bilden die Ecken der kleinen Diicher, welche von Diagonalebenen 
iiber den Ebenen des Tetraeders x,, x,, 2, x, gebildet werden (§ 1.), 
und bestimmen ein Tetraeder, dessen Kanten diejenigen des andern 
schneiden. 


Stellt man die Fliche so — wie ‘es auf Tafel I der Klein’schen 
Arbeit geschehen ist —, dass eine Spitze des Knotenpunkttetraeders 
nach unten zeigt, so zeigt eine Spitze desjenigen der 4 Pentaederebenen 
nach oben und der Kérper selbst erscheint um 60° gegen den andern 
um die verticale Axe gedreht. Die fiinfte Ebene liegt vereinigt mit der 
Ebene der einfachen Geraden. 

Durch eine kleine Aenderung der Coefficienten kénnen wir jetzt 
an beliebig vielen Knoten einen der Processe des Verbindens und 
Trennens anbringen, wodurch alle Arten, welche direct aus unserer 
Specialfliiche hervorgehen, abgeleitet sind. Die etwa bleibenden Knoten 
haben nun ersichtlich reelle Tangentenkegel, und man wird vermuthen, 
alle Knoten, welche wie sie in Pentaederkammern liegen, besitzen 
solche Kegel. Zur Erledigung dieser Frage betrachten wir die Glei- 
chung des Tangentenkegels in dem Knoten y: 

x? x,* x? x“ 2 2," 
on? a ee ee 

Kin Kegel ist dann und nur dann reell, wenn er von einer will- 
kiirlichen reellen Ebene in einer reellen Curve getroffen wird. Bei 
dem unserigen sind aber die Schnittcurven mit den Pentaederebenen 
reell, sobald drei, und nicht mehr, der y dasselbe Zeichen haben, d. h. 
der Knoten die angegebene Lage hat. Die Schnittcurve und mit ihr 
der Kegel ist aber sicher imaginir, wenn vier der y gleiches Zeichen 
haben, welches sich am besten fiir die fiinfte Ebene als Schneidende 
ersehen lisst. Ein solcher Punkt liegt aber nach § 1. in einer Tetra- 
ederkammer. Folglich: Die isolirten Knoten erfiillen die Tetraeder- 
kammern, die nicht isolirten die Pentaederkammern. 

Nach diesen Erérterungen gehen wir behufs Begriindung einer 
Eintheilung von einer Fiche mit 27 reellen Geraden aus und fiihren 
diese durch allmihliche Aenderung der Coefficienten in andere Arten 
iiber, wobei wir die trennenden Gebiete mit einem Knoten zu passiren 
haben. 


Zum Ausgange diene die Diagonalfliiche von Clebsch 
(a 8, Be Uy 3). 
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Haben wir nun aus dieser nach vorgenommener Deformation eine Fliche 
mit Knoten erhalten, so verschwindet das Aggregat der a fiir eine 
bestimmte Vorzeichenvariation und wird nach dem bei fortgesetztem 
Deformiren erfolgenden Trennen der Flichentheile einen dem urspriing- 
lichen im Zeichen entgegengesetzten Werth annehmen, und so fort 
beim Passiren von weitern Knoten. Hieraus ziehen wir die fiir das 
Folgende fundamentale Regel: Um zu erkennen, wie oft bei der Ueber- 
fiihrung einer Fliche mit 27 Graden in eine gegebene ein Knoten auf- 
tritt, bilde man bei beiden die Werthe der Aggregate der fiinf « fiir 
stimmtliche Vorzeichenvariationen — oder kurz die stimmtlichen Variatio- 
nen —, die Anzahl derjenigen, welche einen Zeichenwechsel aufzuweisen 
haben, ist gleich der gesuchten. 

Nimmt man insbesondere die Aenderung so vor, dass die einmal 
erzeugten Knoten erhalten bleiben, so kann man in der niimlichen 
Weise Flaichen mit beliebig vielen derselben bis zur Maximalzahl 4 
entstehen lassen. Nothwendig hat man aber nur bei der Ueberfiih- 
rung zweier Flachen mit gleich vielen Knoten in einander solche mit 
einem Knoten mehr als die vorliegenden zu passiren, wie aus den 
Abbildungen sofort hervorgeht. 

Jedoch auch biplanare Knoten trennen unter Umstinden die Ge- 
biete der Flichen mit zwei conischen. Solche kénnen unter den un- 
serigen aber nicht vorkommen, weil sie dusserst specielle Pentaeder 
besitzen*); sie machen sich tiberhaupt nur dann nothwendig, wenn 
man von einer Fliiche mit 4 Knoten ausgeht, wie Herr Klein es thut. 

Um bequem das Auftreten der Zeichenwechsel studiren zu kénnen, 


ordnen wir die Coefficienten der Fliche 
(G1, Gy, Oy, Oy, O) 
so, dass : ; . ; 
a,? < a,? < a,? < a,? < a,?. 


Da ferner nur Verhiiltnisse in Betracht kommen, sei das grosste, a, , 
mit einem festen, dem negativen Zeichen belegt, wie es bei der Fliche 
mit 4 Knoten bereits geschehen ist. Fiir die Diagonalfliche haben 
wir dann die simmtlichen Variationen in dem folgenden Schema, in 
dem das Zeichen von a, gleich fortgelassen ist. 
A | B 
G, Wy My Oy Werth | H, Gy My at, Werth 
NV++++e-- +3 | %)—HHH---41 
oe 
4-40-41 
)+++—---41 
*) Vergl. § 11. 
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C | D 

@, Wy My Oy Werth | M, Hy &, My Werth 
ee See 12) ———+.----—8 
7) —+-—+:::~-1 13) — af me ee iB 
Die degisios ny a Sener uy 
i ee ee a ee eee 
10) +—+—---—1 
M)++——----1 


Es wirft sich zunichst die Frage nach der Maximalzahl der Zei- 
chenwechsel auf, welche eine gegebene Flaiche gegeniiber der Diagonal- 
fliche zeigen kann. 

Zu deren Beantwortung beweisen wir folgende 4 Hiilfssiitze: 

1) Unter D tritt nie ein Zeichenwechsel auf. 

2) Unter C tritt héchstens ein Zeichenwechsel auf und dann sind 
unter B zwei, sonst nirgends welche vorhanden. 

3) Unter B kénnen alle Variationen Zeichenwechsel haben, ist 
jedoch hier keiner vorhanden, so tritt tiberhaupt keiner auf. 

4) Zeigt die Variation unter A einen Zeichenwechsel, so ist das- 
selbe mit allen unter B und mit keiner weitern der Fall. 

Hieraus ergiebt sich als gesuchte Maximalzahl 5. 

Die Richtigkeit der Siitze 1) und 4) leuchtet ohne Weiteres ein, 

Zum Beweise von 2) bemerken wir, dass die zu betrachtende Va- 
riation jedenfalls 6) ist, denn diese ist die grésste. Also sei: 

—a@—a,+4,+a,—a,>%0). 
Bei der Annahme, es sei auch die nichst grésste 7) 
—a,+a,—a,+a,—a,>0, 
erhalten wir als Summe beider Ungleichungen 
— 2a, + 2a, — 2a, >0, 
d. h. 
a, >a, +a,, 
was mit der gewihlten Reihenfolge der « unvereinbar ist. 
Wechsel zeigen offenbar 1), 2), 3). Aus den Sildungen 
5) + 6) = 2a, — 2a, < 0, 
4) + 6) = 2a, — 2a, < 0 
geht aber hervor, dass bei 4) und 5) Zeichenwechsel auftreten, womit 
unser Satz bewiesen ist. 

Die erste Behauptung des Satzes 3) ergiebt sich, wenn man nur 
@, gross genug annimmt. 

Die zweite folgt daraus, dass fiir 


6) > 0 
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auch 
6) + 5) = 2a, — 2a, > 0, 
welches unmdglich ist. 

Damit wiren alle Hiilfssiitze erwiesen. 

Bei der Deformation der Diagonalfliiche tritt unter B offenbar 
zuerst ein Verschwinden der Variation 5) — sagen wir eine Null — 
auf, denn diese ist die kleinste und sonst ist nach dem Satze 3) noch 
keine aufgetreten. Aendern wir die Coefficienten weiter, doch so, dass 
die Null erhalten bleibt, so wird sich die zweite bei 4) einstellen. Von 
nun an kénnen wir jedoch in zwei von einander wesentlich verschie- 
denen Richtungen Aenderungen vornehmen: Es kinnen 1) weitere 
Nullen unter B hervorgebracht werden; wir erhalten die Fliche mit 
4 Knoten; 2) kann die migliche Null unter C erzeugt werden; wir er- 
halten eine Fliche mit 3 Knoten, welchen aber kein vierter (nach 2)) 
beitreten kann. 

Die letztere Fliche ist nun eine solche, bei der sich Knoten durch 
die biplanare Form geiindert haben, sofern sie aus einer mit 4 Knoten 
entstanden, denn nur solche setzen dem Auftreten der weitern Knoten 
Hindernisse entgegen. 

Ihre Knoten zeigen aber, wie aus ihrer Gleichung 

(P, 1, Pd PTI, P+ 

hervorgeht, im Verhalten nichts Verschiedenartiges, es ist kein Merk- 
mal vorhanden, an wie vielen derselben der eben bezeichnete Process 
ausgefiihrt worden ist, wir finden nur eime Art. Herr Klein fiihrt 
deren drei an, entsprechend der Anwendung dieses Processes auf 1, 
2, 3 Knoten und bezeichnet iiberhaupt alle durch denselben aus irgend 
einer vorgelegten Fliche entstandenen als neue Arten, wihrend man 
unter Umstiinden nichts Neues erhilt, wie wir sogleich sehen werden. 
Der Schwerpunkt der Sache liegt in jener Arbeit aber wohl darin, zu 
zeigen, dass nach Auflésung der Knoten besagte Aenderung itiberhaupt 
wirkungslos war*). 

Bei Flachen mit einem, resp. zwei Knoten und lauter reellen Gera- 
den haben wir von jeder nur eine Art. Erst wenn wir die Null unter 
C hervorrufen und eine oder zwei der Nullen unter B in Zeichen- 
wechsel iiberfiibren, d. h. Flichentheile trennen, erhalten wir andere 
Arten, als sie direct aus der Fliche mit 4 Knoten durch Trennen er- 
zeugt werden kénnen. 

Also nur bei Flichen I mit drei Knoten, II mit zwei Knoten und 
III mit einem Knoten erhalten wir bis jetzt verschiedene Arten. 

Ein noch méglicher Zeichenwechsel unter C liefert eine Flaiche IV 


*) Vgl. § 4. am Ende. 
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ohne Knoten, welche aber von uns nur mit Hiilfe des Durchgangs durch 
Knoten, an denen die Aenderung durch die biplanare Form angebracht 
ist, in eine Diagonalfliiche iibergefiihrt werden kann. 

Kine zweite Fliche von dieser Eigenschaft leiten wir aus der 
noch nicht betrachteten mit einem isolirten Knoten ab. Letztere er- 
halt Herr Klein durch Ueberfiihrung des Knotens einer IV durch die 
biplauare Form. Wir erhalten dieselbe unter Anwendung des Trennens 
auf alle Knoten einer Flaiche mit vieren (oder algebraisch: durch Her- 
vorrufen simmtlicher Zeichenwechsel unter B) und schliessliches Zu- 
sammenziehen des kugelartigen Stiicks der entspringenden V zum Kno- 


ten, indem wir die Null unter A auftreten lassen. Aus der Gleichung 
der gefundenen Fiche: 


(@y, Gy, Oy, Oy, &, + a, + a, + a) 


ergeben sich als Coordinaten des Knotens: 


Oy, My, Og, My, —(H, + & + a + a,). 
Derselbe liegt daher in einer Tetraederkammer und ist nach dem 


Friihern also wirklich isolirt, iibereinstimmend mit dem soeben ge- 
wonnenen Resultate. 


Aus dieser leiten wir nun die Flache 


(@,, &, &, Hy, @s) +++ @, >a, + a, + a, + a, 
ab. Der Knoten ist verschwunden, die Fliche eine IV, von der aus 
wir aber erst zu jener mit isolirtem Knoten zuriickkehren miissen, um 
nach und nach Linien reell werden lassen zu kénnen*). 

Als Ergebniss wire daher hinzustellen: 

Bei allen Flichen ohne Singularititen oder mit conischen Knoten 
kann man die Ueberfiihrung ohne Ueberschreitung neuer Knoten auch 
dann noch vornehmen, wenn das Pentaeder bleibt, sofern sie nicht der 
Art \V ohne Knoten angehiren. Letatere sind jedoch mit jener Beschréin- 
kung in 3 Unterarten zu spalten**). — 

Es wird jetzt nothwendig , dass wir auf kurze Zeit unsere bisherigen 
Untersuchungen unterbrechen und Aenderungen durch biplanare Knoten 
wirklich ausfiihren, um namentlich die Frage nach der Wirkung dieses 
Vorgangs zu erértern, wenn eine beliebige Anzahl vorhandener Knoten 


*) Dass man wirklich eine Flache mit 3 Geraden und 7 Ebenen vor sich hat, 
erkennt man auch durch ihre Ueberleitung in die Flache 
(G4, Gg Og, &4, ©), 
diese gehért der angegebenen Art an, wie Herr Eckardt a.a. O. § 29. bewiesen 
hat, ein Knoten tritt nicht auf, folglich ist die unserige derselben Art. 


**) Die Méglichkeit der Ueberfiihrung in einander erhellt auch fiir diese 
Unterarten aus den §§ 12. und 13. 
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von ihm betroffen wird, da wir erst dann den Artbegriff exact zu be- 
; grenzen im Stande sein werden. 
Dabei miissen wir ein ginzlich anderes Verfahren anwenden. 


§ 3. 
Die Durchginge durch biplanare Knoten. 


Wir wihlen als Ausgangsfliche eine mit drei conischen Knoten, 
welche man stets durch die Gleichung 


a5 + 2,* (@, + ©; + %) + 4X, %, 2%, *) 
darstellen kann, Die drei Knoten sind die in 2, = 0 liegenden Ecken 
des Coordinatentetraeders. Die Flaichenschaar, welche durch continuir- 
liche Aenderung des a erzeugt wird, enthalt jedoch nicht unsere Ueber- 
gangsflichen, daher wahlen wir die Form 
a> + 2, (xx, + Ax, + Wa) + ©, 4,0, = 0, 

welche uns gestattet, durch Ueberfiihrung beliebig vieler der Gréssen 
x, 4, w durch Null zu Werthen mit entgegengesetzten Zeichen, an 
eben so vielen Knoten den fraglichen Process zu vollziehen; denn durch 
Nullsetzen mehrerer jener Groéssen erhalten wir Flaichen mit biplanaren 
Knoten. 

Man erkennt zuniichst leicht (etwa durch Bildung der Discrimi- 
nante der Schnittcurven unserer Fliiche mit den Ebenen des Biischels 
L, + px, = 0), dass sich 

I mit drei Knoten, 
eine { I mit vier Knoten, je nachdem 1 4+2ndps ) 
II mit drei Knoten, 
findet. Hiermit stimmt iiberein, dass kurz vor dem Auftreten eines 
biplanaren Knotens die Fliche immer eine I ist**). — 

Wir zeigen nun, dass nur dann etwas Neues entsteht, wenn sich 
ein oder drei Knoten durch die biplanare Form aindern, dass es aber 
gleichgiiltig ist, welcher dieser beiden Fille stattgefunden hat. 

Zum Beweise betrachten wir die beiden Flichen: 

(A) a8 + &,? (— *x, + Ax, + UX,) + HX 4, = 0, 

(B) @y3 + 2,7 (+ xx, + Ady + UX,) + % 4,0, = 0, 

unter x, 4, w positive Gréssen verstanden. Diese beiden Flichen sind 
nicht anders als durch x —O in einander iiberzufiihren; in diesem 
Momente ist der Knoten 0, 1, 0, 0 biplanar, die Aenderung durch 
einen solchen Punkt ist von Einfluss. Nehmen wir dieselbe jetzt bei 
einem zweiten Punkte, etwa 0, 0, 1, 0 vor, so entsteht die Flache 


*) Vergl. Schlafli a. a, O. 
**) Klein a. a. O. § 5. 
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(C) %,° + x? (xx, —Ax, + wX,) + 2 2 a =O, 
welche durch die Transformation 

= 2, 

ex ea To; 

t= — &, 

4=—= 4, 


in A iibergeht. Eine am dritten Knoten angebrachte Aenderung fiihrt 
daher wieder auf die Art B, da alle Knoten gleichwerthig sind, womit 
unsere Behauptung bewiesen ist. 

Die Flichen mit weniger Knoten sind jetzt leicht erledigt. 

Nach dem vorigen Paragraphen sind die in Frage stehenden Aende- 
rungen auf solche Flachen tiberhaupt wirkungslos, welche aus den eben 
betrachteten durch Verbinden hervorgehen. Trennt man jedoch Flichen- 
theile, so erzeugt nur der Durchgang durch die biplanare Form bei 
einem der bleibenden Knoten eine neue Art, denn derselbe, bei zweien 
angebracht, war ja einflusslos auf die urspriingliche Flache mit dreien. 

Mit Riicksicht auf die beziiglich der Flichen mit eimem Knoten 
bereits gewonnenen Resultate erhdlt man bei der Ueberfiihrung coni- 
scher Knoten durch die biplanare Form nur dann eine neue Flichen- 
art, wenn der Zusammenhang der Fiche nicht grésser als zu diesem 
Vorgang unbedingt nothwendig ist wnd eine ungerade Anzahl von Kno- 
ten von demselben betroffen wird. Man erhilt ferner zwei Flachen ohne 
Knoten aus den beiden so abgeleiteten mit einem, —~ Flichen, wie sie 
aus der mit vier Knoten entstehen, als gegeben vorausgesetzt —, welche 
sich bei festem Pentaeder nur durch die nimlichen Flaichen in andere 
mit mehr reellen Linien iiberfiihren lassen, wenn man am Knoten den 
Process des Trennens anbringt, sofern sein Kegel reell, oder ihn ver- 
schwinden lasst, sofern dieser Kegel imaginir ist. Alle hierher ge- 
hérigen Flichen mégen im Gegensatz zu denen, welche aus der mit 
vier Knoten direct hervorgehen, als inverse Flichen bezeichnet werden. 

Indem wir uns der Bezeichnung der Klein’schen Arbeit an- 
schliessen und diese Arten durch angefiigte Striche unterscheiden, haben 
wir als inverse Flichen die folgenden 6: 

a) Flichen mit Knoten: 
1’ mit drei Knoten, 
Il’ mit zwei Knoten, 
Ill’ mit einem Knoten, 
IV’ mit isolirtem Knoten, 
b) Flachen ohne Knoten: 
IV’ entstehend aus der gleichbenannten unter a durch Ver; 
schwinden des Knotens, 
IV” entstehend durch Anwendung des Trennens aus der III’, 
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g§ 4. 
Die Flichen mit reellem Pentaeder. (Schluss.) 


Es eriibrigt noch die Flachen zu betrachten, in deren kanonischen 
Formen negative Coefficienten vorkommen. Von solchen haben wir 
nur diejenigen mit einem oder zwei derselben zu untersuchen. Denn 
wiren mehr negativ, so kénnten wir alle Zeichen entgegengesetzt 
nehmen und kamen auf eine der angefiihrten. 

Um zu Flichen mit einem negativen Coefficienten zu gelangen, 
gehen wir aus von der IV’ 


(G1, G2, My, Hy, @) ++ @ > a +a, + a,+ a, 
und fiihren @, durch oo ins Imaginiare. Dann ist 
(@ 1, Gy, Oy, Oy, a5) 


die gewiinschte; eine IV’, da kein Knoten aufgetreten ist*). Die Summe 
der Quadratwurzeln ist jetzt complex nie Null: Eine Fliiche mit einem 
negativen Coefficienten besitzt nie einen Knoten. 

Liisst man nun in ihnlicher Weise einen zweiten Coefficienten ne- 
gativ werden, so tritt so lange nichts Bemerkenswerthes ein, als nicht 
durch gegenseitiges Aufheben der imaginiren Gréssen, begleitet von 
geeigneten reellen, Veranlassung zu zwei imaginaren Knoten gegeben 
wird. In diesem Falle riicken zwei der Geraden des reellen Dreiecks 
in die Verbindungslinie der Knoten — Axe bei Schlafli genannt —, 
wir haben eine Schlifli'’sche IV, 5; denn alle andern Flichen mit 
imaginiren Knoten sind uicht vom Zusammenhange der IV’. Der 
Durchgang durch die eben betrachtete Fliche hat aber an der Glei- 
chung gar kein Merkmal hinterlassen: Fldchen mit imagindren Knoten 
bilden nie Ueberginge zu neuen Arten, wie das bekannt ist**). 

Bemerkenswerth erscheint, dass Flachen mit reellem Pentaeder nie 
gleichzeitig reelle und conjugirte Knoten aufweisen, wiahrend alle 
iibrigen Arten vertreten sind. 

‘Der bessern Uebersicht wegen geben wir noch eine tabellarische 
Zusammenstellung und bringen hierbei in Erinnerung, dass inverse 
Flichen durch angehiingte Striche in der Bezeichuung gekenuzeich- 
net sind, 


ME . 2 2 2 . 
Fliche: (@,, @, @, @, @) +++ @?><a,? <a? <a? <a,?; a, <0. 


*) Vergl. eine Note des § 2. 

**) Vergl. z. B. Sturm: Synthetische Untersuchungen iiber Flachen dritter 
Ordnung, Cap. 8. Auch Klein a. a. 0. § 7, Hier sind die Bilder unserer Fli- 
chen die isolirten Doppelcurven. 
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Variationen der Diagonalfliche (1, 1, 1, 1, 1) 


A B C 
@, Gy Oy My @, G, hy a, @, Gy Hy Oy 
t+Htte t+ -ttte-4¢ --4F¢4- 
+—+4-554 
+H—4-+54 
t++—--4 
a) Flacheu mit positiven Coefficienten. 
1) Flachen ohne Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Art: 
0 I 27 reelle Linien, 
1 unter B fs = - 
eT a ce fe a - 
Su! 2 De ae »  ¢ reelle Ebenen, 
2 ,  B, 1 unter © ht ae jh. My ‘ 
4: 2 i ia ee . 
4, 5B, lunterA ie ia we ts 
2) Flaichen mit einem Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel : Null unter: Art: 
0 B I 
1 unter B B I] 
ae B i] 
Baik ste ale C Il’ 
S.. naka B IV 
Gxicon 8B A IV’ 
3) Flachen mit 2 Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel : Nullen: Art: 
0 2 unter B I 
1 unter B 3 , 8 II 
Bias @ 1 , 5B, 1 unter C II’ 
 .00% re Soa Il | 
4) Flichen mit 3 Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art: 
0 3 unter B I 
0 2 ,  B, 1 unter C I’ 
1 unter B . -. = Il 
5) Flachen mit 4 Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art: 
0 4 I 
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b) Flachen mit negativen Coefficienten. 
1 Coefficient negativ, IV’ 
2 Coefficienten negativ, IV’ (oder Schlifli’sche IV, 5 mit zwei 
conjugirten Knoten). 


Beispiel: 
< Pd a «3 3 
ee 2 4 4 “4 “0, 
(1, 2, 3, 4, 4) 
A B C 
++ettee:- +6 —+H+e4°-°-4+4 ——++4+:-:- 0 


+—+4-:-42 
++—+--. 0 
oe oe ek 


Also: Kin Zeichenwechsel unter B, eine Null unter B und eine 
Null unter C. Die Fliche ist eine II’ mit 2 Knoten. 


§ 5. 
Die Flachen mit zwei conjugirten Pentaederebenen. 


Solche haben bekanntlich nie 27 reelle Linien, sondern, wie wir 
sehen werden, héchstens 15. 

Als Ausgangsfliiche zur Ableitung aller Arten wird sich irgend 
eine mit dem Maximum reeller Geraden am besten eignen, da von 
diesen nur eine Art existirt. 

Seien in der allgemeinen Gleichung unserer Flichen 

2, . P #,+i2,)% x4 — +2,)° ‘ 
a? + = + =" + tie + — a =0--- ars a? Sa? 
oder 
(@ 1, G, M3, & + ta,, a, —ta,) 
vorliiufig die Coefficienten der reellen Ebenen positiv, was offenbar zum 
Auftreten reeller Knoten nothwendig ist. 
Von Diagonalebenen sind nur reell 


%+2,=0, %++4,=—0, #44+4,=—0, 
£,= 0. 


Alle gehen durch die Ecke x, = x, = 2%, =O, aber die drei ersten 
gehéren den drei reellen Kanten dieser Ecke an, wihrend die letzte 
der isolirten Kante zugeordnet ist. 

Liegt nun ein Knoten in einer der drei Schnittlinien 2, + 2, = 
2, + x, = 0 ete., so hat die Flaiche drei reelle Knoten, kann also nur 
eine II sein, da die Arten I und I’ reelle Pentaeder voraussetzen. 
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Flachen, deren 2 reelle Knoten in'z, = 0 liegen, kénnen aber nie 
weitere erhalten, und darin liegt ein wesentlicher Unterschied, den 
wir noch genauer erértern werden. 

Uns interessirt zunichst die gewonnene II, da der Process des 
Verbindens, angewendet auf ihre siimmtlichen Knoten, uns zur ge- 
wiinschten Ausgangsflache verhilft. 

Zur nothwendigen Bildung der Variationen setzen wir diesmal in 
der Discriminante: 

a, + a, + a; + 2a, 
a, negativ, womit allerdings ein Durchsetzen von x, = 0 ausgeschlos- 
sen ist. Dieses ist aber auch nie nothwendig, da beide Seiten genann- 
ter Ebene gleichberechtigt sind. 

Die Kriterien des Verbindens und Trennens ergeben sich so. Die 
Fliche mit 3 Knoten hat eben so viele Nullen. Je nachdem man den 
einen oder den andern Process anwendet, werden die entsprechenden 
Variationen entgegengesetzte Aenderungen eingehen. Da nun ein 
Trennen — bei allen Knoten — auf eine V fiihrt, welche direct in 
eine IV’ mit isolirtem Knoten iibergeleitet werden kann, so muss jede 
der Variationen einer solchen Fiche, welche jetzt die Nullen zeigen, 
gegen die der gesuchten mit 15 Geraden einen Zeichenwechsel auf- 
weisen. Dadurch sind wir aber in den Stand gesetzt, die Kriterien 
anzugeben, sobald wir nur die Lage der isolirten Knoten kennen. Diese 
erfiillen aber die Kammer, welche nicht von der isolirten Kante durch- 
setet wird, wie man leicht unter Anwendung eines aihnlichen Verfah- 
rens, wie es in § 2. benutzt wurde, findet, da sich fiir a, a, «, Gréssen 
mit gleichem Vorzeichen ergeben und Punkte mit derartigen Coordi- 
naten nach § 1. der bezeichneten Kammer angehéren. 

Als fiir uns brauchbare Specialflichen kénnen wir also hinstellen: 

(1, 1, 1, $+ ¢a,, 4 —7éa,) mit 3 Knoten, 
(1, 1, 1, }-+¢a,, } —7a,) mit isolirtem Knoten. 
Statt der drei Nullen: 


€ 
@, @, @, 2a, 


++-- 

der ersten Filiiche, zeigen bei der zweiten dieselben Variationen nega- 
tive Zeichen. (Die Null + + -+ — der letztern liefert den isolirten 
Knoten, der uns augenblicklich nicht weiter beschiiftigt.) Folglich 
haben die angegebenen Variationen bei den Flichen mit 15 Geraden 
positives Zeichen. Diese Arten mégen repriisentirt sein durch: 


(1, 1, 1, e+%a,, e—ita,)---e<}f. 
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Lassen wir das negative Zeichen von «, fort, so giebt das folgende 
Schema ihre Variationen. 


A B C 
@, &, Gs @, & Gs S, & &% 
Dt et YAH Heep HOH Hee 
8) + — fp eee Bye Ee eee 
peep YP Ls. rs, 


Aus der Bemerkung, dass unter C nur 5) einen Zeichenwechsel 
aufweisen kann, der immer durch einen zweiten, 4), unter B begleitet 
ist, folgt mit Riicksicht auf die bereits discutirten lichen, dass tiber- 
haupt nur vier Zeichenwechsel auftreten kénnen. 

Die Flichen, welche direct aus unserer II hervorgehen, zeigen 
offenbar nur Nullen unter B. Wir kénnen uns dann die Null unter A, 
welche der Flache mit isolirtem Knoten entspricht, erzeugen, darauf 
— etwa durch Vergréssern von «, — diese in einen Zeichenwechsel 
iiberfitihren und haben von nun an keinen Knoten mehr zu erwarten. 

Unter unsern Arten findet sich die Diagonalfliiche mit drei Zei- 
chenwechseln unter B; sie ist demnach eine V. 

Die iibrigen Flaichen miissen siimmtlich inverse sein, sie zeigen 
den Zeichenwechsel resp, die Null unter C. 

Insbesondere: Die Fliche, deren Knoten in der Diagonalebene der 
isolirten Pentaederkante liegen, ist stets eine II". 

Denn aus ibrer Form: 

(@,, @, @, O+ta,, O—ta,)--- a, +a,+a,—0 
erkennt man das Auftreten der Nullen 4) und 5). Durch Ueber- 
fiihrung der erstern in einen Zeichenwechsel ergiebt sich die IIL’ mit 
Knoten, der durch den weitern 5) die IV” folgt, womit die Reihe 
auch nach dieser Richtung geschlossen ist. 

Es bleiben noch die Fliichen mit imagindren Knoten zu betrachten 
iibrig. 

Eine Anzahl derselben ist unter den behandelten bereits vorhanden, 
nimlich alle, welche solche Knoten in 2, = 0 haben; bei ihnen sind 
die Coefficienten der conjugirten Ebenen reell und positiv. 

Um nicht zu weitliufig zu werden, betrachten wir nur eine dieser 
Arten, da bei allen die Untersuchung im Wesentlichen dieselbe ist. 
Liege vor 


*) Dass wir hier 7 Variationen und nicht 4, der Anzahl der Kammern ent- 
sprechend, haben, liegt wesentlich darin begriindet, dass zwei Knoten in 7, = 0 
derselben Kammer angehéren, denn es zeigen 4) und 5) gleichzeitig Nullen; die 
Coordinaten «, w, «; haben simmtlich entgegengesetzte Zeichen fiir diese Variatio- 
nen, was keinen Unterschied hinsichtlich der Kammer bewirkt, 
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(4, Wy, &y + Oy, &, + a, a, + a) 


mit einem isolirten Knoten. Die Schreibweise 
(a, Go, & + a, O-+ i(é(a,+4+a,)), O—s(i(a, + «,))) 


lisst aber ausser diesem noch zwei imaginire Knoten in x, = 0 er- 
kennen; die Grésse «, ist imaginiir. 

Man sieht hiernach leicht die Richtigkeit des Satzes ein: Haben 
die imagindren Ebenen reelle positive Coefficienten wnd lassen sich die 
Vorzeichen der a, a, a, so wiihlen, dass ihre Summe a, + a, + a, 
verschwindet, so besitet die Fliiche zwei imagindre Knoten in der 
Diagonalebene der isolirten Kante, zu denen noch so viele reelle 
Knoten kommen, als Coefficienten reeller Ebenen denen der imagindren 
gleich sind. 

Offenbar brauchen wir uns bei Feststellung der Art einer gegebe- 
nen Fliche hiernach um imaginire Knoten nicht zu kiimmern, sondern 
haben, sofern ihr Auftreten nicht durch complexe oder negative Coef- 
ficienten conjugirter Ebenen iiberhaupt ausgeschlossen ist, nachtriig- 
lich die angegebene kleine Abzihlung vorzunehmen. Ist dann die ver- 


langte Bedingung erfillt, so haben wir die Uchergangsiiiche zwischen 
zwei allgemeinern derselben Art. — 


Alle Fliichen mit theilweise negativen a, a, a, sind entweder IV” 
oder Schlafli’sche 1V,5 mit zwei imagindren Knoten, wie man durch 
Passiren derjenigen mit einem unendlichen Werthe einer dieser Gréssen, 
wie im § 4., leicht findet. Bemerkt werden muss noch, dass bei festem 
Pentaeder auch die hierbei zu Tage tretenden F lichen mit imaginiren 
Knoten in Unterabtheilungen gespalten werden miissen, da wir sie hier 


von IV”, im § 4, aber von IV’ umgeben finden, und auch unter den 
IV dieselben sich vorfinden. 


In der folgenden Tabelle finden sich neben den Fliichen mit reellen 
resp. ohne Singularitiiten diejenigen mit imaginiren in Parenthese, 
welche man durch continuirliche Aenderung der Coefficienten erzeugen 
kann, ohne den Zusammenhang zu 4ndern. 


Fliche: 
, , ‘ ae % 
(@,, M, @,, &+ta,, a —ita,)---a?<a,?<a,?, 2a, <0. 


Variationen einer Flaiche mit 15 reellen Geraden: 


A B C 
@, @, M, Gy, Gs, &, Gy Ge 
++4+e--+ —+4++--+ — fever — 
a aoe: 
sprithe oh 450 
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a) Flaichen mit positiven Coefficienten reeller Ebenen. 
1) Flichen ohne reelle Knoten. 


Anzahl der Zeichenwechsel: Art: 
_ oe II 
1 unter B III (oder Schlafli’sche IV, 6) 
7,» = IV (oder Schliafli’sche IV, 5) 
1 , 8B, 1 unter C Iv” 
a V (oder Schlifli’sche IV, 4) 
3. , B,1lunterA IV’ (oder Sch lafli’sche IV, 5) 


2) Flichen mit einem reellen Knoten,. 
Anzahl der Zeichen- 


wechsel: Nullen: Art: 
0 1 unter B II 

1 unter B oe Il] (oder Schlafli’sche VIII, 5) 
.: -- '.» = Hil’ 
, x a em IV (oder Schlafli’sche VIII, 4) 
. . = ree IV (oder Schliafli’sche VIII, 3) 


3) Flaichen mit 2 reellen Knoten. 
Anzahl der Zeichen- 


wechsel: Nullen: Art: 
0 2 unter B II 
0 1 , B,lunterC II’ 
1 unter B . se III (oder Schlafli’sche XVI, 2) 


4) Flichen mit 3 reellen Knoten. 
Anzahl der Zeichen- 


wechsel: Nullen: Art: 
0 3 unter B Il 
b) Flichen mit negativen Coefficienten reeller Ebenen. 
1 Coefficient negativ ly” 
2 Coefficienten negativ IV” (oder Schlafli’sche IV, 5). 
§ 6. 


Die Flichen mit zwei Paaren conjugirter Pentaederebenen. 


Auch in diesem Falle giebt es noch Flachen mit 15 reellen Linien, 
von denen wir eine zur Ausgangsfliiche wihlen. Besonders eignet sich 
hierzu: 

(a + i23)® + (x, -— ix)? + (a, + ix, + (a, — t2,)? = 0, 
welche in der That der bezeichneten Art angehért. Denn die Schreib- 
weise 


Mathematische Annalen. XIV. 
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x(a, + 2, V3) (x, — 2,73) + a, (x, +2, 73) (a, —2, ¥3) = 0 
lisst das Vorhandensein der 9 reellen Geraden 
%=27,=0, ~1—27,+2,/3 =—0 ete. 
erkennen, folglich sind auch 15 reell, weil andere Flichen ohne Sin- 


gularitiiten mit mehr als 9 und weniger als 27 Linien nicht vorkommen. 
Zur Untersuchung der allgemeinen Fiche 





x,§ + (a + $a5)* + (, — a5)° + (ata + t5)° + (a4 — iw,)* _ 

a? (eg + t a5)? (2 — ta3)* (a4 + ta@,)° (a, — ta,)* 
oder 

(1, G+ ta@,, a, — tts, @ + ta,, a,—ita,) +++ a? Ca,’ 
mit der Discriminante 
a, + 2a, + 2a, 

geben wir diesmal a, das feste negative Zeichen, da diese Grosse schon 
ausgezeichnet ist. Dann finden wir als Vorzeichentafel unserer Aus- 
gangsfliche (co, 1, 1, 1, 1) 


2¢@, + 2a, 


2 
Se eee eee 
4+ —---— 


Das Zeichen von 3) muss immer mit dem angegebenen iiberein 
stimmen; folglich sind héchstens zwei Zeichenwechsel, entsprechend der- 
selben Anzahl von Trennungen, médglich. Kin Zerfallen in zwei Theile 
ist also ausgeschlossen: F'ldichen V, und die ihnen benachbarten 1V und 
IV’ mit einem Knoten haben mindestens drei reelle Pentaederebenen. 

Nur zwei Diagonalebenen 

“,=0, r,=—0, 
jede eine der beiden isolirten Pentaederkanten enthaltend, sind reell. 
Sie schneiden sich jedoch in der reellen Pentaederebene und lassen 
daher nur Flichen mit héchstens 2 reellen Knoten zu. 

Es kann aber entweder nur solche Flichen, wie sie aus einer mit 
4 Knoten direct hervorgehen, oder inverse geben, da beide Diagonal- 
ebenen gleichberechtigt sind, und wir werden die letzte Art erwarten, 
da schon im vorigen § die Diagonalebene der isolirten Kante nur 
Knoten solcher enthilt. Diese Vermuthung wird sich als richtig er- 
weisen; damit aber die Untersuchung nicht unterbrochen werde, mége 
der Beweis spiiter folgen*). 

Das Weitere ist dem friihern Verfahren im Wesentlichen gleich 
und es kann auf die Tabelle verwiesen werden, welche wir am Schlusse 
geben. Nur die Kriterien imaginirer Knoten erleiden eine geringe 


*) Vergl. § 10., p. 79. 
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Modification. Die Fille unter b) der friihern Tabellen kommen in 
Wegfall, da der Coefficient der einzigen reellen Ebene stets positiv 
gedacht werden kann. Vorhanden sind imagmhiire Knoten demnach 
nur bei positiven reellen Coefficienten conjugirter Ebenen, und zwar 
sobald eine oder zwei der Gleichungen 
a,—2a,=0, a, -—2a,=—0 

erfiillt sind, wie man durch Anwendung der dann noch mdglichen 
Schreibweise der Discriminante (vergl. § 5.) leicht findet. 

Die folgende Tabelle gewihrt eine Uebersicht der verschiedenen 
Arten. 

Flache: 
(@, @ + 1G, &,—ta,, + ta,, &—ia,) +--+ a? <a’, a <0. 


Variationen einer Flache mit 15 reellen Geraden: 


2a, 2a, 
1) + +>. — 
2) — +---— 
1) Flichen ohne Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel : Art: 
0 II 
1 III (oder Schlifli’sche IV, 6, oder XVI, 3) 
2 IV” (oder Schlifli’sche IV, 5). 
2) Fliichen mit einem reellen Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art: 
0 l ll 
1 1 III’ (oder Schlafli’sche VIII, 5). 
3) Flichen mit 2 Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel : Nullen: Art: 
0 2 I 
§ 7. 
Die Scheidung der verschiedenen Mannigfaltigkeiten der Flaichen eines 
Pentaeders. 


Durch die bisherigen Untersuchungen ist es méglich geworden, 
bei gegebenem Pentaeder den Raum so in einzelne Theile zu zerlegen, 
dass jeder Theil nur die Knoten einer und derselben Flichenart ent- 
hilt. Die Grenzflichen sind die Diagonal- und Pentaederebenen. Es 
geniigt, die Zerlegung an einer Pentaederkammer mit anschliessender 
Tetraederkammer zu studiren, da gleichnamige dieser Riume nicht 
wesentlich von einander verschieden sind. 


5* 
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Bezeichnen wir die, vorliufig reellen, Ebenen des Pentaeders mit 
1, 2, 3, 4, 5, die Diagonalebenen, ihren Gleichungen entsprechend 
mit zweien dieser Zahlen, so ist auf Tafel I, Fig. 1 die Pentaeder- 
kammer, welche vom Trieder 1, 2, 3 durch die Ebenen 4, 5 abgetrennt 
wird, nebst den sie theilenden Diagonalebenen 


14 15 
24 25 
34 35 


und zum Theil die Tetraederkammer 1 2 3 4 zur Anschauung gebracht. 


e und d sind Schnittpunkte dreier Diagonalebenen iiber Tetraeder- 
dreiecken, daher Bilder von Flaichen mit vier Knoten (nach unserer 
friiheren Interpretation). .Die.angrenzenden Abtheilungen sind daher 
Bilder solcher Flichen, wie sie direct aus jener speciellen durch ,,Tren- 
nen“ hervorgehen. Ausser diesen Arten kennen wir noch zwei: IV’ 
und IIl’. 

Wirklich giebt es ausser dem bekanntlich [V” entsprechenden Te- 
traeder 1234 nur noch die gleichartigen Riume abfh, begk, cail, 
welche nicht von e und d zu erreichen sind und daher der Art III’ zu- 
kommen miissen. 

d gehért dem aufgezeichneten Tetraeder an; wir beschriinken uns 
bei der Untersuchung der einzelnen iibrigen Riume auf diejenigen um 
diesen Punkt, da die Resultate sich spiiter direct auf e tibertragen lassen. 


Nehmen wir einen isolirten Knoten in 1 23 4 mit den Coordinaten 


+4, +a, +45, +a,, —(a,+a,+ 4+ @,) 
und durchsetzen mit ihm die Ebene 4, aber keine Diagonalebene. Dann 
ist a, negativ geworden, aber die Gréssen a, + a@,, a + a@,, a, + a, 
sind noch positiv. Als neue Coordinaten kénnen wir daher hinstellen 

+, + @,, + &;, a 0, — (a, + «, + a, — 9), 
wo @ eine in Bezug auf die « sehr kleine Grésse bedeuten mag. Mit 
Hiilfe der Tabelle des § 4. findet man in dieser Fliche eine IV (mit 
Knoten). Das Durchsetzen der Pentaederebene hat also auf den Knoten 
die Wirkung einer Aenderung durch die biplanare Form ausgeiibt. Kin 
jetzt vorzunehmendes Ueberschreiten einer der sich in d schneidenden 
Diagonalebenen muss aber von einem ,,Verbinden“ begleitet sein, da 
nur drei solecher Ebenen vorhanden sind und eine I erst durch drei- 
malige Anwendung jenes Processes auf die IV hervorgeht. Je nach- 
dem ein Knotén also jenseits einer, zweier oder dreier jener Ebenen 
(aber keiner andern) liegt, ist die Fliiche eine III, II oder I. 


Nach dieser kleinen Abziihlung erkennt man dann die folgende 
Zerlegung des Raumes. 
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Flichen mit einem Knoten. 
Art: * Kammern: Anzahl der Kammern: 

1 abede 10-110 

Il adfb, aehb, ete. 10-660 
lil bdfg, behk, ete. 10-660 
Ill’ abfh, begk, ete. 10-: 30 

IV fgid, hkle, ete. 10. 20 

IV’ ‘Tetraederkammern 

1 23 4 ete. 5-L=—= 5 


185 getrennte Mannigfaltigkeiten. 


ve 
|! 
ui 
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! 





Flaichen mit zwei Knoten. 
Art: Felder: Anzahl der Felder: 
I adb, aeb, etc. 10. 6=— 60 
Il dfb, ehb, ete. 10-12 = 120 
ll’ afb, ahb, ete. 10. 6= 60 
Ill fgd, hke, ete. 10- 6=— 60 
300 
300 : 2 = 150 getrennte Mannigfaltigkeiten. 


Flichen mit drei Knoten, 


Art: Strecken: Anzahl der Strecken: 
I ad, ae, ete. 10 . 6 = 60 
I’ ab, be, ete. 10-3 = 30 
Il df, eh, ete. 10 - 6 = 60 

150 


150: 3 = 50 getrennte Mannigfaltigkeiten. 


Flichen mit vier Knoten. 


Art: Punkte : Anzahl der Punkte: 
. & @ 10-2 = 20 


20:4 = 5 Flaichen. 

Wir betrachten noch die Ueberfiihrung der Arten III und III’ in 
einander. Nur diese sind ausser den IV’ auf Riaumen abgebildet, 
welche theilweise von Pentaederebenen begrenzt sind. Aber die be- 
grenzenden Theile dieser Ebenen (fbg etc. fiir eine III, fbh ete. fiir 
eine III’) bilden Scheidewiinde gegen eine benachbarte Pentaeder- 
kammer, ein Uebertritt in diese muss demnach wieder auf eine der 
Arten III oder III’ fiihren und man findet leicht durch Erweiterung 
der Figur, dass man, von einer beliebigen der beiden ausgehend, stets 
die andere erhilt. Wir kénnen daher, mit Riicksicht auf das in Bezug 
auf die Arten IV und IV’ Gefundene, fiir ein reelles Pentaeder den 
Satz hinstellen: Liegen die Knoten zweier Flichen auf verschiedenen 
Seiten einer Pentaederebene und so, dass man nur diese und nicht etwa 
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noch Diagonalebenen zu durchsetzen braucht, wm von einem Knoten zum 
andern zu gelangen, so sind die Flichen stets mit Hiilfe der Aenderung 
durch die biplanare Form in einander iiberfiihrbar. 

In ahnlicher Weise lisst sich die Eintheilung des Raumes bei 
theilweise imaginirem Pentaeder durchfiihren. Wir beschrinken uns 
auf eine Mittheilung der Resultate. 

Tafel 1, Fig. 2 giebt eine Centralprojection des Raumes unter An- 
nahme dreier reellen Pentaederebenen 1, 2, 3, von derem Schnitt- 
punkte auf die Ebene der isolirten Kante. Diese Gerade ist unendlich 
fern gedacht. Wie unmittelbar zu sehen, ist auch hier noch das 
Durchsetzen einer Pentaederebene der Aenderung des Knotens durch die 
biplanare Form dquivalent. 

Ist endlich nur eine Ebene, 1, reell, so schneiden sich diese und 
die beiden noch reellen Diagonalebenen 2 3 und 4 5 in einer Geraden. 
Tafel I, Fig. 3 zeigt die Projection des von ihnen getheilten Raumes 
von einem Punkt dieser Geraden auf eine beliebige Ebene, die man 
passend normal zur Geraden annehmen mag. Ein Ueberschreiten der 
Pentaederebene ist wirkungslos, denn keine ihrer Seiten ist vor der 
andern ausgezeichnet, was mit dem alleinigen Auftreten inverser Fla- 
chen harmonirt. 

Der Vollstiindigkeit wegen fiigen wir noch die Aufzahlung der 
einzelnen Abtheilungen bei, wie sie die Figuren ergeben. 


Drei reelle Pentaederebenen. 
Flichen mit einem Knoten, 


Art: Kammern: 
II 5-1 =—3 
It 5-2=—6 
lil’ > -Ll—§ 
lV 3-1=3 
IV’ 1-1=1] 


16 getrennte Mannigfaltigkeiten. 


Flachen mit zwei Knoten. 


Art: Felder: 
il 3-2=—6 
ll’ 3-2—6 

Ili 3-2=—6 

18 


18:2 — 9 getrennte Mannigfaltigkeiten. 


Flichen mit drei Knoten. 
Art: Gerade: 
II 3-1=3 
3:3 —1 Mannigfaltigkeit. 
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Ueber Flichen dritter Ordnung. 


Hine reelle Pentaederebene. 


Flachen mit einem Knoten. 


Art: Kammern: 
II 1 
Ill’ 2 


3 getrennte Mannigfaltigkeiten. 


Flachen mit zwei Knoten. 
Art: Felder: 
Il’ 4 
4:2 —2 getrennte Mannigfaltigkeiten. 


Was die Eintheilung der Flachen ohne Knoten anlangt, so miissen 
wir bei derselben absehen von den Hiilfsmittelu der AnSchauung, wie wir . 
sie bisher benutzt haben, und unsere Resultate auf combinatorischem 
Wege zu gewinnen suchen, welcher uns iibrigens auch bei den erledigten 
Arten zum Ziele gefiihrt hitte. 

Ist eine Flache gegeben, so kann man sich eine neue, derselben Art, 
aber einer andern Mannigfaltigkeit angehérig, bei reellem Pentaeder 
durch Vertauschen beliebiger Ebenen desselben erzeugen. Aber nur das 
Vertauschen solcher wird von Erfolg sein, deren Coefficienten nicht durch 
allmihliche Aenderung ihrer Grésse — inzwischen einmal gleich werdend 
— ihre Plitze wechseln kénnen, ohne einen Wechsel der Art hervorzu- 
rufen. 

Die iibrigen Coefficienten nimmt man dann aber besser sofort als 
gleich an, oder geometrisch: man wihlt eine Fliche, auf der sich so oft 
als méglich drei Gerade in einem Punkte schneiden*). In der Anzahl 
der dann noch méglichen Permutationen hat man diejenige der getrennten 
Mannigfaltigkeiten. 

Sind nicht alle Ebenen reell, so sind offenbar nur reelle und imagi- 
nire Ebenen unter sich vertauschbar und bei letztern wird weiter nur die 
Vertauschung zweier Paare conjugirter Ebenen etwas niitzen kénnen, 
da erst hiermit eine Aenderung in der Discriminante eintritt. 


Diese Ueberlegungen fiihren zu der unten mitgetheilten Tabelle. 
Dieselbe enthalt neben der Anzahl der Mannigfaltigkeiten noch die ge- 
wihlten Repriisentantinnen der verschiedenen Arten. Zur Vermeidung 
der Angabe von sonst nothwendigen Ungleichungen sei durch k eine sehr 
kleine Grésse bezeichnet, mit welcher man aber noch all Verinderungen 
vornehmen kann, welche weder Nullen noch Zeichenwechsel mit sich 
fiihren. 


*) Vergl. Eckardt a. a. O. § 3. 
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Reelles Pentaedert. 
























Art: Getrennte Mannigfaltigkeiten : 
1 (@, @, @, a, a) + oa’ i 
MH (@, @, a, SEE, ) at = 10 
Ill (a, a, B, B, 2a+k) sai == 30 
IV («, B, B, B, e+ 6+4h) o = 20 
IV" (a, «, 2a+k, 2e+k, 2a+k) 5, = 10 
V (@, a, a, a, 4a—k) - = 5 
IV’ (@, a, af a, 4e+ k) o == § 
81 


Drei Ebenen reell. 


k = 3! 
U («, «, «, “5 , <=") me. 

i 8! 
III («, «, 2a, k+ ip, k—if) 7? 
: ‘ k k 3! ‘ 
IV («, 2a, 2a, st, —— 273 


IV” (a, a, 2a+k, O+ip, O—if) 3! =3 


= 
“a: 


3! 
V (@, a, a, a, @) 31 == | 
- 38a+k 3a+k 3! 
IV («, a, a, a a ) 37 =! 


12 

Eine Ebene reell. 
Il (a, k, k, k, k) 7 a 
Ill (@, @, a, a, a) ti = 1 
IV" (k, k, k, a, a) 2! =? 
4 


§ 8. 
Ueber ein Verfahren, welches spiter benutzt werden wird. 


Die Uebergangsfliichen von denen mit reellem Pentaeder zu denen 
mit conjugirten Ebenen besitzen eine Doppelebene desselben. 

Lasst man zwei Ebenen sich vereinigen, so ist die niichste Folge 
die Aufhebung der Identitit 22; 0, welches Ergebniss die Unmig- 
lichkeit unsers bisherigen Coordinatensystems mit sich fiihrt. 














Ueber Flichen dritter Ordnung. 13 


Sofern man nicht auf iusserst specielle Flichen kommen will, 
miissen die Coefficienten der spiaitern consecutiven Ebenen passend be- 
stimmt, diirfen insbesondere nie endlich gewahlt werden, da in diesem 
Falle die Fliche, welche sich auf vier Cuben reduciren lisst, hervorgeht, 
welche, wie sich zeigen wird, bei weitem nicht die allgemeinste Art ist. 

Wir betrachten die folgende Aufgabe, welche die von uns zu 
lésende als speciellen Fall in sich schliesst. Es liege vor die Function 


F = a, f(%,) + @f(%,) + af (a3) +++ + Onf (Sn), 
in der die @ constante Gréssen bedeuten, f eine Function sei, welche 
sich nach dem Taylor’schen Lehrsatze entwickeln laisst. Wie heisst 
die allgemeinste Function F,, welche entsteht, wenn alle Variabeln z; 
sich einander unbegrenzt nihern? 
Es seien zuniichst zwei Functionen f vorhanden: 


F = a, f(x;) + ef (x2). 
Dann machen wir behufs Vereinigung von 2, und x, die Transformation 
hy = &, + OY, 
wo y, eine willkiirliche Variabele vorstellt, d als gegen die Null con- 
vergirend anzusehen ist; und entwickeln nach Potenzen von 0d: 


F = af (%,) + @, (F(2,) + Of" (%)y¥, + - f(@)y? + -- ) 
= (a, + ey) f(x) + a, 0f (X)y, + = f" (a@)yy? +++. 


Nun kann man «, und @, immer derartig wihlen — unendlich werden 
lassen —, dass sowohl a, + @, als auch @,0 endlich wird. Aber alle 
weitern Glieder der Entwickelung werden unendlich klein. Man erhilt 
also als gesuchte Function 


7 . wv 
Fy, = a,f(%) + af (@%)%, 
worin a, und a, irgend wie gewahlt werden kénnen, dann aber als 
Constanten zu betrachten sind, wihrend y, eine Variabele ist. 


Seien jetzt drei Functionen f gegeben. Dann fiihrt die Trans- 
formation 


ty = &, + OY, 
— unter 0, eine andere ebenfalls unendlich klein werdende Grosse 
verstanden — zu keinem allgemeinern Resultate, sofern man y, will- 


kiirlich annimmt. Verliuft aber diese Grésse der Variabeln y, beim 
Grenziibergange unendlich nahe, so lasst sich eine Verallgemeinerung 
erzielen. Wir setzen dem entsprechend: 


EF = af (%,) + «,f(@,+9y,) + asf (a, +, (y;+024)) 


und entwickeln wie vorhin: 
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F = «f (#,) 
+ (f(a) + Of (ey + 2 7" (ay? +--) 
0, (Fay) + 8,f (@) (Yi + Se) + 2 (ey) (Yi +442)? +°+-) 
= f (21) (ey +g +5) +6 (4) (y, («9 +059,) + 59, 0,y,) 
+ LY (y,2 (cy? 045942) $29; Yo > 58," + Og Yo? + 5 0,23,?) F->, 


Nehmen wir jetzt die @ unendlich von der zweiten Ordnung, die é 
wie sonst von der ersten, so werden alle Coefficienten der Producte 
und Potenzen der y unendlich klein, in denen mehr als zwei Factoren 
6 auftreten. Die iibrigen bestehen aus endlichen Summanden, oder sol- 
chen, welche.von derselben Ordnung unendlich werden. Aber auch die 
Summen letzterer kann man sich endlich denken, da die Gréssen « und 0 
durchaus keinen weitern Bedingungen als den hieraus entspringenden 
unterworfen sind, namentlich nicht als Functionen definirt sind. 

Die entspringende Function ist daher 

Fy = a, f(%) + (G29, +4342) f (@) + agyuy?f’ (%)- 


Zur Bildung von F’, hatte man analog zu setzen: 
P= a, f(%,) + f(@%+48y,) + asf (x, +9, (y+ 4542)) 
+ «,f (x, + 83(y, +9, (¥. +4; u))) , 


die @ unendlich der dritten Ordnung zu nehmen und in der Entwickelung 
alle Glieder mit mehr als 3 = 4 — 1 Factoren 6 auszuscheiden — da 
diese verschwinden — und so fort bei beliebig vielen Functionen. 

Heben wir noch hervor, dass die Summe der Zeiger aller y, 
welche in einem Product auftreten, stets mit der Anzahl der 0 des- 
selben iibereinstimmt, so kénnen wir die Regel hinstellen: 

Die allgemeinste Function, welche durch Gleichwerden aller Varia- 
beln x aus 

' EF’ = a, f (4) + @ f(%) + + + > + On (Gn) 

entsteht, ist 


FP, =f(@)) +f (4%) SH + ((&) Syme +l (Hy) Zyimy + °° 
i<k<l.--, 
in der die y vollkommen willkiirliche Variabeln sind und die Summation so 
auszufiihren ist, dass 


t+k+I1+---en—1 


ist. 


Es sind der Einfachheit wegen die Coefficienten weggelassen, da 
man sie in den Variabeln aufgehen lassen kann. 

Sollen nicht alle Variabeln einander gleich werden, so hat man 
nach der angegebenen Regel fiir die verlangte Anzahl die Function zu 
bilden und ihr noch die unbetheiligten Functionen f hinzuzufiigen. 
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Ueber Flachen dritter Ordnung. 


§ 9. 
Die Flaichen mit mehrfachen Pentaederebenen im Allgemeinen. 


Die Gleichung einer auf ihr Pentaeder bezogenen Fiche dritter 
Ordnung hat die Form der Function F’ des vorigen Paragraphen, der 
Null gleich gesetzt. 

Mittels des angegebenen Satzes sind wir daher im Stande, die 
Gleichungen von Flichen, deren Pentaeder unendlich nahe Ebenen 
besitzt, hinzuschreiben, wenn wir f(x) ersetzen durch 2°. 

Abgesehen von der Realitét der Elemente sind dann die folgenden 
Falle zu unterscheiden : 

Pentaeder: Gleichung der Fliche: 

Ly, Ly, Lz, 2a, az,>+ ba3+ cz,3+dz3+ ex, y, = 0, 
Hy, 2X, 2H, ax,* + bx, + cxy, + dx,' + ex,?2, = 0, 
Hy, Ly, 3M, ax,® + bx,' + ex,° + dx,*(y, +4) + ery? = 0, 


SH,, 22, ax,> + bay, +y2)+ex,y,?+dz,'+ ex,?2, = 0, 

4x, 2, ax,® + bay? (YW Y¥2 + Ys) + CMY? +I Ye) + dy,® 
-|- ex, = 0, 5 

Dy ax + ba? (y+ ytys tH) OM YW? +H 


+ W143 + 2") + dy’ + ey? y = 9. 

In diesen Gleichungen bedeuten die y und z, der Null gleich ge- 
setzt, Ebenen, die ganz willkiirlich angenommen werden kénnen. Sie 
sind aber nicht, wie die des Pentaeders, eindeutig bestimmt, sobald die 
Gleichung einer Fliche vorliegt. So z. B. wird y, = 0, ihrer Einfiih- 
rung durch die Gleichung x, = 2, + dy, (vergl. den vorigen §) zu- 
folge, immer durch eine Kante des Pentaeders gehen, niamlich durch 
die Schnittlinie der consecutiven Ebenen, aber im Uebrigen wird man 
sie beliebig veriindern kénnen. Z. B. kann man in der ersten Glei- 
chung die Substitution 

y, =a, + dy, 
stets durch Aenderung von d und e wirkungslos machen. Aehnliches 
gilt auch fiir die andern hinzukommenden Ebenen. 

Gewisse Lagen derselben wird es jedoch geben, fiir welche die 
Gleichungen eine besonders einfache Gestalt annehmen. Deren Auf- 
suchung macht aber die Betrachtung der einzelnen Arten nothwendig, 
zu der wir uns jetzt wenden. 

§ 10. 
Die Flichen mit einer Doppelebene des Pentaeders. 

Durch die vier getrennt erscheinenden Ebenen ist ein Coordinaten- 
tetraeder gegeben. Setzen wir also in der abgeleiteten Gleichung: 

ax,> + ba,* + cx,> + dz, + ex,?y, = 0, 
Y= 4,2, + A,%, + 3%, A,r, 
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so geht diese iiber in: 
ax, + bz) + cx,* + (d+ea,)x,° + ex,?(a,%,+a,2,+4,2,) = 9, 
welche sich durch geeignete Wahl der in den x implicite auftretenden 
Constanten auf die Form 
= 73 . 3 2 
aif + 2H 0a) — 3 2 (x, +2, +2) = 0 
bringen lisst, in der x,, x,, ©, die einfachen Ebenen sind, 2, die 
Doppelebene ist. 
Das Verschwinden der Discriminante 
a, + a, + a, + $da,° 
Bry By Ug, Oy 
hervor, dessen Coordinaten demnach nur fiir die drei ersten und des 
letzten Gliedes der Gleichung reell sein kénnen. 

Die Grosse ¢ ist fiir die Coordinaten also einflusslos; man hitte 
sie auch der Einheit gleichmachen kénnen. Da aber dann die spe- 
ciellen Flichen mit 6 = 0 ausgeschlossen waren, so musste von dieser 
Vereinfachung abgesehen werden. . 

Stellen wir jetzt die Beziehung der Ebene 

+ 2%, + 2,=—0 
zum Pentaeder fest. Wie bereits im vorigen § bemerkt wurde, muss 
ihre Schnittlinie mit 2,0 eine Kante desselben und sie selbst, da 
sie die Ecke der einfachen Ebenen enthilt, eine Diagonalebene sein. 
Um das besser einzusehen und gleich die-Frage zu erledigen, ob noch 
alle Elemente des Pentaeders vollkommen bestimmt sind, bilden wir 
nach einer von Clebsch a, a. O. angegebenen Methode das Product 
der 10 Ecken in Ebenencoordinaten wu, u, u, w,: 
U1? + Uy? + Uy? + Uy (U, — Uy) (Uy— Uy) (4s — U,) = O 

Hiermit ist die aufgeworfene Frage bejahend beantwortet, wir 
finden eine Configuration der Ecken, wie sie die Anschauung erwarten 
liess: Die Schnittpwnkte der einfachen Ebenen mit der Doppelebene 
ztihlen als Ecken doppelt. Zu diesen kommen in der néimlichen Ebene 
noch drei einfache Ecken auf der Linie x,—=x,-+ x2, -+ %,—=0, was mit 
der Figenschaft von x, -+ 2,-+ 2,=—0 als Diagonalebene im FEinklange 
steht. Mit der Ecke der einfachen Ebenen haben wir die Gesammtzahl aller : 

3-2+3-1+1=— 10*). 

*) Es ist nicht uninteressant, ausgehend von der gefundenen Gleichung der 

Fliche, das Pentaeder aufzusuchen, welches ohne Schwierigkeit mit Hiilfe einiger 


von Herrn Gordan a. a. O. gegebenen Formeln geschehen kann. 
Sei 


ruft den Knoten 


f=a3=b=---=0 
die symbolische Darstellung der Gleichung einer Fliche dritter Ordnung, von 
derem Pentaeder drei Ecken &, 4, € auf einer Kante gegeben seien. Dann sind die 
drei Ebenen durch die conjugirte Ecke nach § 16, III jener Arbeit: 
; @:4,4,=0, G,Ga@,=0, aaa, =0. 























Ueber Flichen dritter Ordnung. 17 


Auf Tafel 11, Fig. 1 ist ein Pentaeder mit zwei sehr nahen Ebenen 
zur Anschauung gebracht; die spaiter consecutiv werdenden Punkte sind 
von geschlossenen Curven umgeben. 

Die Fliiche besitet im Allgemeinen keine Singularititen und auch 
ihre Geraden zeigen keine Besonderheiten in ihrer Lage*). ‘Die Dia- 
gonalebenen — ausser x, + 2, + 2, =0 —, welche nicht mit der 
Doppelebene vereinigt liegen, naimlich 

%+24,=0, ~1+4+4,=—0, 4,42, —0, 
geben aber die Méglichkeit zum Auftreten dreier reellen Knoten, so- 
fern wir 2, 2, X, als reell voraussetzen, was zuniichst geschehen soll. 

Da Flichen mit 27 reellen Geraden und ihre Grenzflichen mit 
reellen Knoten stets ein allgemeines Pentaeder voraussetzen, so kann 
unsere Fliiche mit drei Knoten nur eine II sein. 

Die Form der Discriminante gestattet uns, das friihere bei der 
Ableitung der verschiedenen Arten angewendete Verfahren auch jetzt 
anzuwenden. 

Nehmen wir, was keine Beschrinkung der Allgemeinheit ist, 0 
positiv, «, reell, so haben wir die Fille reeller oder theilweise imagi- 
niirer 9,3 zu unterscheiden. 

Seien 1) a, a, a, reell und so geordnet, dass a,? << a@,*? < a@,?. 

Analog dem Verfahren des § 5. betrachten wir die Fliichen: 


Nennt man diese 1,, 2,, 3,, 80 ist weiter nach § 16, II mit leicht erklirlicher 
Bezeichnung das Product der tibrigen: 
a,b, (ab 12) (ab 13) = 0 
oder, in nicht symbolischer Form, die geriinderte Hesse’sche Determinante: 
hu hie his hy 1, 3, 
far fee fos fos 12 3 
far fs fss fas 13 33 
fas fe fis us ly 34 
| oe ae & O Oe 


2 2 2% & 0 0 





Nimmt man nun als Ecken & » £ auf einer Geraden die Punkte u, — u,=—0, 
Up — Uy = 0, Us — Uy, SO geben die mitgetheilten Formeln zunichst die drei 


tb 
Ebenen 4 =0, %=0, %=0 


und dann mit deren Hiilfe fiir die beiden iibrigen 

xe=0, 
womit das von uns aufgestellte Pentaeder als der Fliiche eindeutig zugeordnet 
nachgewiesen ist. In uihnlicher Weise kann man fiir die tibrigen Arten das Penta- 
eder bestimmen. 

*) Herr Eckardt findet (a. a, O. § 6.) irrthiimlich auf diesen Fliichen einen 
uniplanaren Punkt, welches daher riihrt, dass die drei einfachen Ebenen und die 
Doppelebene als durch einen Punkt gehend angenommen werden, indem die Iden- 
titiit 2, + x, + x2, + a, = 0 als erfiillt angesehen wird. Dann trifft allerdings die 
angegebene Specialisirung zu. (Vergl. §$ 19., 20. der vorliegenden Arbeit.) 
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2+ 23+ 2,3 — 22,3 — 32,7 (4,+2,+2,) =O mit drei Knoten, 
23+ 23+ 2,3 — 62,3 — 32,?(2,+2,-+2,)=0 mit isolirtem Knoten. 


Dass der Knoten (1, 1, 1, 1) letzterer Flaiche wirklich isolirt ist, er- 
kennt man leicht durch Bildung seines Tangentenkegels, aber auch, 
wenn man bemerkt, dass er in der Kammer der Ebenen z,, 2, 7, = 0 
liegt, welche von der Kante der consecutiven Ebenen (7, =, + %, 
+2, == 0) nicht durchsetzt wird und dieser Kammer offenbar die- 
jenige solcher Knoten der angrenzenden Flichen mit drei reellen und 
zwei conjugirten Pentaederebenen entspricht. 
Indem wir nun alle méglichen Variationen des Ausdrucks 


- %++%+4,+}0a,' 
aufstellen, finden wir in 
a> + 2,5 + 2° — 3x,?(«,+2%,+2;) = 0 
eine Fliche mit 15 Geraden; die hierauf beziigliche Untersuchung, 
sowie die Ableitung weiterer Flichen geschieht in der nimlichen Weise 
wie in § 5., so dass wir uns auf die tabellarische Zusammenstellung 
(s. den Schluss dieses §) beschrinken kénnen. 

Hervorgehoben mag noch werden, dass die ausgezeichnete Diago- 
nalebene x, + x, + 2, =O die Knoten der imversen Fliichen mit zwei 
Knoten enthilt, was zu erwarten war, da bewiesenermassen nach der 
Ueberfiihrung der Doppelebene in zwei imaginiire Ebenen die erwihnte 
Art der entsprechenden Diagonalebene angehért. — 

Zu den Flichen mit imagindren o;,2,3 kann man gelangen durch 
Ueberschreitung der Fliche 


FR x,* Fy 5 3 x22 r 0 
a? + oe ~~? a? (4%, +2,+2;) = 0, 


fiir welche a, unendlich ist und welche daher einer Fliiche mit ima- 
giniiren «, benachbart erscheint. 

Die angefiihrte Gleichung liisst aber den uniplanaren Punkt 2, = 2, 
= 2x,= 0 erkennen, welche diese Fliche fiir uns unbrauchbar macht*). 


Es lisst sich dieselbe aber umgehen durch die Annahme a, = oo, 
welche eine Fliche IV’ ohne Knoten hervorruft (§ 2.), auf welche 
aber die Vorzeichen der a? ganz ohne Einfluss sind. Folglich sind 
auch die Fldchen mit einem oder zweien imagindren o,2,3 1V’, da ein 
nachheriges Endlichwerden von «@, nie einen reellen Knoten erzeugen 
kann. 


*) Solchen Flichen werden wir noch bei andern Pentaedern unter Voraus- 
setzung specieller Coefficienten begegnen; wir werden spiiter zeigen (§ 19.), wie 
diese Specialformen aus einer allgemeinen sich ableiten lassen. 
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Sind insbesondere zwei der imaginiiren @ einander gleich, so hat 
man die Schlafli’sche IV, 5 mit zwei imaginiiren Knoten, sofern die 
Discriminante durch Wahl der iibrigen Vorzeichen zum Verschwinden 
gebracht werden kann. Gepaart kénnen reelle und imaginire Knoten 
demnach nicht auftreten. 


Wir gehen iiber zu den Flichen mit zwei conjugirten Ebenen: 


3 ay 3 2 
a ae (y+ 6%) + (=, — sa) _ d2,° —3 =" (t%,+22,) =0 


(a+ ta)? (a — 02g)" 
mit der Discriminante 
a, + 2a,+ 40a, = 
Die beiden reellen Diagonalebenen 
%=0, «,+227,=—0 


erméglichen das Auftreten von Flichen mit zwei reellen Knoten, nicht 
mit dreien, da ihre Schnittlinie in 7, = 0 liegt. 


Man kann folgendermassen nachweisen, dass solche Flichen immer 
II’ sind. 

Es mégen die Knoten zuniichst in der Diagonalebene der isolirten 
Kante: 2, 0 liegen. Die Flichen mit zwei conjugirten Ebenen eines 
allgemeinen Pentaeders, deren Knoten in der entsprechenden Diagonal- 
ebene liegen, sind immer von der angegebenen Art (§ 5.). Daher 
sind es auch die unserigen, da man zwei der reellen Ebenen beliebig 
nahe bringen kann, ohne die Flaiche zu zerstéren. Denken wir uns 
ferner, bei derselben Fliiche, zur Erledigung des zweiten Falles die 
Doppelebene durch eine unendlich kleine Aenderung der Constanten in 
zwei conjugirte Ebenen iibergefiihrt (was allerdings nicht unter Beibehal- 
tung unserer Gleichungsform méglich ist). Dadurch tritt kein Knoten 
auf, denn beim jetzigen Pentaeder mit zwei Paaren conjugirter Ebenen 
kénnen nach § 6. nicht mehr als zwei reelle Knoten vorhanden sein. 


Einem solchen Pentaeder kommt aber nur eine Art mit zwei Kno- 
ten zu (§ 6.), diese muss also auch eine II’ sein, welches Resultat wir 
daselbst vorausnahmen. 

Aber damit ist dasselbe fiir den Fall zweier Knoten in x, + 27, =0 
bewiesen, da wir den Uebergang zu zwei conjugirten Ebenen ebenso 
gut bei einer solchen Fliiche hitten bewirken kénnen. 

Durch den Process des Trennens werden wir demnach auf Fla- 
chen 1V”, durch den des Verbindens auf II gefiihrt. 

Erstere Art entspringt wirklich bei der Annahme a, = oo. Nimmt 
man «, negativ, so lauten ihre Variationen, oder besser, die Variatio- 
nen einer andern IV” mit endlichem a, 
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$da,> 2a, 

+ +:--4 
oe ae 
cia! OB TS 


und zwar muss eine der beiden letzten in allen Fallen negativ sein. 
Durch Wachsenlassen von «, kann man drei negative Zeichen her- 
stellen. Beim Passiren der aufgetretenen Nullen verbanden sich aber 
nothwendiger Weise Theile, da hierin die einzige Méglichkeit zur Er- 
zeugung der II liegt, welche Art doch vorkommt und somit auch er- 
halten ist. Das Weitere bedarf keiner Erliuterung. 

Fiir «, = oo tritt freilich ein uniplanarer Punkt auf, aber diese 
Grenzfliiche brauchen wir nie zu erreichen. 

Flichen mit zwei imagindren Knoten kommen unter den eben be- 
trachteten vor, wenn die Coefficienten der conjugirten Ebenen reell 
und positiv sind (vergl. §§ 5., 6.) und 

a, + $da, = 0 
ist. Auch auf diesen kénnen nie reelle Knoten auftreten, wie es vor- 
hin bei drei reellen Pentaederebenen erkannt wurde. 

Ist endlich a, tmagindr, so kann nie ein Knoten auftreten und 
die Betrachtung der Flaiche mit «, = co zeigt, dass jene wie letztere 
immer eine IV” ist. — 


Tabelle I. 
x, x, x, reell. 
vyee 23 z,* 2° ‘ 32,7 
Fliche: “5, + = + = + 62, — =*C (a,4a,+2;) =0, 
1 2 3 4 
a?<a?<a?, da <0, I>. 


Variationen einer Fliche mit 15 reellen Geraden. 


A B C 
%, Me % % & % ? % % % 
+--+ 


a) Flichen mit positiven Coefficienten reeller Kbenen. 
1) Flichen ohne reelle Knoten. 


Anzahl der Zeichenwechsel : Art: 
0 II 
1 unter B Il 
eile § 1V 
1 , 3B, 1 unter C IV” 
48 Vv 
a. an , ite IV’ 
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2) Flaichen mit einem reellen Knoten. 


Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art: 
0 1 unter B II 
1 unter B e. pig Ill 
Se Sor o ate Iil’ 
2 se or ee IV 
, 4: oi a ek IV’ 
3) Flichen mit zwei reellen Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art: 
0 2 unter B II 
0 i ., 8B, 2 unter C II’ 


1 unter B . « = ul 
" 4) Flachen mit drei reellen Knoten. 
] Anzahl der Zeichenwechsel: _ Nullen: Art: 
0 3 unter B Il 
b) Flichen mit negativen Coefficienten einfacher Ebenen. 
- 1 Coefficient negativ IV’ 


2 Coefficienten negativ IV’ (oder Schlafli’sche IV, 5). 
d 
e Tabelle II. 

Nur ~, reell. 
me 3 (at, + ¢ ay) —¢a,)? ; ; 2 . 
Fliche: = +S + $s) +> — da,>— 3 _ (a, +22,)=0, 


(a, + ta3)* (a — tas)? 


a, <0. 
Variationen einer Flaiche mit 15 reellen Geraden. 
2a, 40a,5 
a ere 
os 
eae "seo — 
1) Flichen ohne reelle Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel : Art: 
0 II 
1 III (oder Schlafli’sche IV, 6) 
2 IV” (oder Schlifli’sche IV, 5). 
2) Flichen mit einem reellen Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art: 
0 1 lI 
1 1 III’ 
3) Flichen mit zwei Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art: 
0 2 Il’ 


Mathematische Annalen, XIV. 
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§ 11. 
Die Flichen mit zwei Doppelebenen. des Pentaeders. 


Nehmen wir z,—0O und x,—0O zu den Doppelebenen, x, = 0 
zur einfachen, so geht die in § 7. gefundene Gleichung iiber in 
aX,° + 2,?(a, 2, 4,2, 4525+ 4%) 
+ ba,’ + x,?(b, 2, + b,2,-+-b,2,-+ b,2,) + cx,5 = 0. 
Da diese die Form 


,(4,2,?-+b,%,*) + f(%,, X_, X3) = 0 
hat, so besitet die Fliche einen biplanaren Knoten im Schnittpunkte der 
Doppelebenen mit der einfachen und die Ebenen des Knotens 
Vax, + Vb,2,=0 und Yar, —Vb,2, =0 

sind harmonisch zu den Doppelebenen*). Aber die Axe des Knotens 
— der Durchschnitt seiner Ebenen — liegt nicht auf der Flache, wir 
haben die niedrigste Art eines solchen Punktes, einen B,, so genannt, 
weil die Classe einer Fliche durch sein Auftreten um drei Hinheiten 
erniedrigt wird**). Die vorliegenden Flichen sind Schlafli’sche II 
und zwar die allgemeinsten. 

Es verdient wohl bemerkt zu werden, dass conische Knoten nie 
von Einfluss auf das Pentaeder sind, wihrend biplanare ganz specielle 
Pentaeder voraussetzen, aber unter Zugrundelegung dieser vollig unab- 
hiingig von der Wahl der Constanten auftreten. 

Ehe wir zur Unterscheidung der verschiedenen Arten schreiten, 
sei an die Vertheilung der Geraden auf unsern Fliichen erinnert***). 
Jede Ebene des biplanaren Punktes schneidet die Fliche in drei sich 
in ihm kreuzenden Geraden (Strahlen), von denen bei reellen Ebenen 
mindestens in jeder einer reell ist. Sind alle Strahlen reell, so hat die 
Flaiche iiberhaupt nur reelle Linien. Ein Zusammenriicken zweier 
Strahlen bewirkt das Auftreten eines conischen Knotens und ein darauf 
folgendes Imaginarwerden eine Trennung der ihn umgrenzenden Par- 
tieen der Filiiche. Riicken alle drei Strahlen zusammen, so entsteht 
ein weiterer B,, deren héchstens drei auftreten kénnen?+). Bei ima- 
giniren Ebenen kann durch den Knoten nie ein reeller Strahl gehen 
und etwaige conische Knoten sind daher stets conjugirt. — 

*) Vergl. meine. Dissertation § 6. 

**) In gleicher Weise mige stets die Zahl der Einheiten, um welche irgend 
eine hdhere Singularitiit die Classe erniedrigt, dem bezeichnenden Buchstaben als 
Zeiger angehingt werden. 

***) Vergl. Schlifli a. a. O., Klein a. a. O. § 3., oder Salmon-Fiedler 
Raumgeometrie II, Art, 267. 

t) Solche Fliichen verlangen jedoch eine weitere Specialisirung des Penta- 
eders. Vergl. die §§ 12. und 17. dieser Arbeit. 
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Fiir das Folgende ist zu unterscheiden, ob die Doppelebenen reell 
oder conjugirt sind. (Den Uebergang durch eine vierfache Ebene be- 
0 handeln wir im nichsten §.) 
Bei reellen x, und x, geben wir der Gicichung die Gestalt: 
2 2 3 
yx,* + dx,° + 3 a (%3-+%) + 3 Be (x3 —%) — a = = 0, 
y,d>0. 
Das Product der Knoten 
44 (us -u,)? (Wy — 4)? » UU, = O 
od zeigt die Vereinigung von 4 Ecken im biplanaren Punkte, ferner giebt 
es zwei doppeltzdihlende auf der Axe und zwei einfache in der ein- 
fachen Pentaederebene: 4 4-2 -2-+-2-1—10. Wir haben eine Grup- 
- pirung, wie die Anschauung sie direct ergiebt. (Tafel II, Fig. 2.) 
ir Es ist wichtig, die Ebenen 
t, %,-+2,=—0 und a, — 2, =—0 
n als, noch tibrige, Diagonalebenen der einfachen Ecken zu erkennen, 
II denn sie lassen die Méglichkeit von Flichen mit zwei conischen Knoten 
einsehen. 
ie Der biplanare Punkt ist selbstverstindlich bei der Aufstellung der 
le Bedingung fiir einen Knoten auszuschliessen; thun wir dieses, so er- 
b- giebt sich als solche 
ya,° + da, + 4a, = 0 
n, fiir den conischen Knoten 
) Gy, a, Ws, ya, + da,°. 
ch Um bei einer speciellen Fliche leicht die Realitiitsverhiltnisse der 
= Geraden iibersehen zu kénnen, nehmen wir fiir den Augenblick die 
a Ebenen des Knotens zu Coordinatenebenen und setzen: 
, , 
uf x = z + = % = a, Ste 
r- oder : ‘ 
’ 2, Xe x,’ — 
ht Wa iia Smt ea 
a- Dann erscheint die Form: 
™ y 0,3 (x,'+ 24) + 0a,5(x,'— x,')§ + 6(a,'? + a,') 2, ‘ 
+ 122,'x,'x, — 16 a = (). 
. Unter der Voraussetzung reeller « findet sich in der Fliche mit y—-d—0: 
n 
als 6 a,x,’ x, + 3 (a,?+2,'*)x, — 3 =0, 
- eine Schliafli’sche III, 1, denn jede der Ebenen 2,)=—0, 2, = 0 . 
schneidet in drei reellen Strahlen. « 
ta- 


Die Ableitung der iibrigen Arten aus dieser geschieht wie sonst 
durch Erzeugung von conischen Knoten und darauf folgendes Trennen 
6* 
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der angrenzenden Partien, resp. Erhaltung beliebig vieler Knoten. 
Tabelle I, a) enthilt die nach diesem Princip gewonnenen Resultate. 

Die Flichen mit theilweise imagindren « sind leicht erledigt. 

Ist eine der Gréssen a, und a, imaginiir, so haben wir conjugirte 
Ebenen des Knotens, Schlifli’sche III, 4; ein ausserdem imaginires 
a, giebt dieselbe Fliche, auf der aber bei geeigneten Werthen der 
iibrigen Constanten zwei imaginiire Knoten auftreten kénnen. (Ta- 
belle I, b)*). 

Sind endlich «, und @, imaginiir oder, was dasselbe ist, ist bei 
reellen a, und a, «, imaginir, so erhalt man stets in jeder der jetzt 
reellen Ebenen des Knotens einen reellen Strahl, wie die Specialfliche 
y = 0=0 zeigt. Denn eine Aenderung kann nicht eintreten der Un- 
moglichkeit reeller Knoten wegen. (Tabelle I, c.) 

Seien jetzt die Doppelebenen conjugirt. Dann sind es auch die 
Diagonalebenen, und zwei reelle Knoten kénnen nicht auftreten. Da 
ferner die Coefficienten «, und «, conjugirt sein miissen und so die 
Moglichkeit eines einzigen reellen wegfallt, so lassen wir beide in 2, 
und 2, aufgehen, da sonst die Criterien der verschiedenen Arten minder 
einfach werden wiirden, und geben der Gleichung die Form: 


(y +29) (x,+-72,)3+ (y—729) (v,—ix,}8 +3 (2,71 2,)? (a, i2,) 


3 
+3 (x, —ix,)? - (%,—t2,) —2=s, =, 


2 


Von Ecken bleibt nur reell der vierfach ziihlende biplanare Punkt, wie 
das abgeleitete Product fiir die jetzigen Elemente ergiebt. 

Die Ebenen jenes Knotens sind 

2,0, %=—0, 
folglich stets reell, wodurch auch imaginiire conische Knoten ausge- 
schlossen sind. Bei conjugirten Doppelebenen des Pentaeders sind die 
Ebenen des biplanaren Knotens reell und es treten nie zwei conische 
Knoten auf. 

Da héchstens in einer Ebene des B, drei reelle Strahlen liegen 
kénnen, so bewirkt ein Durchgang durch einen Knoten die Ueber- 
fiihrung dieser Arten in solche, welche in jeder Ebene nur einen 
reellen Strahl aufweisen. 

Die Bedingung fiir das Auftreten eines Knotens hat die Form 

y+ 2a,=0 
angenommen. Seine Coordinaten sind: 


4=1, ~%=—0, ~—a,, %4—y. 


*) Die Uebergangsfliichen mit «= © zeigen einen uniplanaren Punkt und 
diejenigen mit a, == sind Regelflichen. Vergl. fiir die erstern § 19., fiir die 
letztern § 18. 
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Es kann also nur eine Verinderung in x, = 0 beim Passiren des 
Knotens vor sich gehen, und x, = 0 enthalt demnach immer nur einen 
reellen Strahl. 

Da nun bei reellem a, auf der Fliche mit y = 0 sich in x, = 0 
drei reelle Strahlen vorfinden, so haben alle Flichen, bei deren Ablei- 
tung aus dieser sich ein Knoten nothwendig macht, in derselben Ebene 
(also in jeder) nur einen reellen Strahl. (Tabelle II, a). Zur letztern 
Art gehdren auch alle mit imagindrem a,, wie dasselbe Beispiel zeigt, da 
der zur Abinderung nothwendige Knoten nicht auftritt. (Tabelle II, b.) 


Tabelle I. 
Reelle Doppelebenen. 


Fliche: y2x,3 + dx,* + 2" (#, 4 a4) + 
i 
yvy,d>0. 


3 x,? o' &* 

2 ae eee > 3 i 
2 (x3 L;) a,” baal 0, 
a) @,*, @,”, a,” positiv. 

pyar <da,*, a, <0. 
Variationen von yea,?>-+ da,>-+ 4a, einer Flache mit lauter 
’ 2 3 
reellen Geraden: 


ya,> da,’ 
— a 0 


1) Flachen ohne reelle conische Kuoten. 
Anzahl der Zeichen- 


wechsel ; Art: 
0 In jeder Ebene drei reelle Strahlen (Sch lifli’sche III, 1) 
1 ”? einer ” ” ” ” ( ” Ii, 2) 
2 ” kein er ” ” ” ” ( ”? IU, 3) 
2) Flichen mit einem conischen Knoten. 
Anzahl der Zeichen- Nullen: Art: 
wechsel: In der unbetheiligten Ebene liegen 
0 1 drei reelle Strahlen (Schliafli’sche VI, 1) 
1 1 ein reeller Strahl (Schlafli’sche VI, 2) 
3) Flichen mit zwei Knoten. 
Anzahl der Zeichenwechsel : Nullen: Art: 
0 2 Alles reell (Schlafli’sche XI, 1). 


b) a,? oder a,” negativ, a,” positiv. 
Die Ebenen des B, sind conjugirt. Schlafli’sche II, 4 (oder XIII, 2 
mit 2 imaginiren Knoten). 
c) a@,? negativ, oder «,? und a,” negativ. 


Schlafli’sche III, 3. 
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Tabelle II. 
Conjugirte Doppelebenen. 
Flaiche: (y+-70) (x, -+-%2,)° + (y —i0) (x, —iz,) 
+ 3 (%, + 2,)? (x, + ¢%,) : 
+3 (2, —ix,)* (@,—ix) — 22, = 9. 
a) @,? positiv. . 
Die Fliche ist, wenn dem cman Werthe nach y = 2a,, eine 
Ill, 2 
Schlifli’sche { VI, 2 
II, 3. 
b) «,? negativ. 
Schlafli’sche Il, 3. 


§ 12. 
Die Flachen mit vierfacher Pentaederebene. 
Sie bilden den Uebergang zwischen den Flichen mit reellen Doppel- 
ebenen einerseits und conjugirten andererseits, und werden daher eben- 
falls einen biplanaren Punkt aufweisen. Daher erscheint es gerecht- 


fertigt, dieselben vor denen mit dreifacher Ebene zu betrachten, wenn 
auch letztere allgemeinerer Natur sind. 


Behalt man in der abgeleiteten Gleichung 
ax,> + bay? (y,+¥2+Ys) + 6%; (Y? +9142) + dy,’ + ex,’ = 0 
die vierfache Ebene z, = 0 und die einfache x,— 0 als Coordinaten- 
ebenen bei, setzt vorliufig 
Wt Ye Ys = Fy, Wi = %, Vy + ®, = a, 2, + A,X, + AH, + ay, 24, 
so lisst die entspringende Form 
ax, + bx,?x, + cx, x%;(a,%,+4+a,2,+4,7,+4a,%,) + dx5+ex,3 =0 
schon den B, : 0, 0, 0, 1 erkennen, dessen Ebenen sind: 
“,=0, ba, + ca,xz,—0. 

Folglich ist die vierfache Ebene eine Ebene des stets auftretenden B,, 
wie zu erwarten war, da im allgemeinen Falle die Ebenen eines solchen 
Punktes zu den Doppelebenen des Pentaeders harmonisch sind. 

Nimmt man die andere: b,x, + ca,z,==0 zu z,=0, so kann 
man durch passende Veriinderung von 2, die Gleichung zu 

Bau,? — 280" “? 4. 62,2, et, +23 + px =0 

vereinfachen. 


Flachen, bei denen eins der drei letzten Glieder fehlt, sind ent- 
weder Kegel oder haben einen uniplanaren Punkt oder zwei biplanare. 
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Nur bei der letztern, fiir welche p = 0 ist, sind noch die Ebenen des 
Pentaeders bestimmt, wenn auch, wie sich zeigen wird, die Ecken in 
gewisser Weise willkiirlich sind. 

Die Fliche mit «, = oo hat einen osculirenden Kegel, dessen Be- 
riihrungscurve in z, =O liegt. Fiir das Folgende ist es wichtig, in 
ibr eine Schliafli’sche If], 3 zu erkennen, jede Ebene des Knotens 
enthalt einen reellen Strahl. 

Fiir die allgemeine Fliche der vorliegenden Gattung findet man 
als Product der Pentaederecken 

4,5 + 4,4 == 0; 
ausser dem sechsfach zihlenden B, findet sich noch ein vierfacher auf 
der Ave: 1-6+1-4=—10. 

Die Vermuthung, dass eine allgemeinere Lage der Ecken (z. B. 
10 einfache in der vierfachen Ebene, welche Anordnung sich offenbar 
herstellen lisst) zu allgemeineren Flichen fiihren miisse, erweist sich als 
irrig mit Riicksicht auf den Gang der Entwickelung in § 8. Es ist 
auch folgendermassen einzusehen, dass jedes andere Eckensystem zu 
gewissen Unbestimmtheiten fiihren wiirde. Bekanntlich ist jeder Ecke 
eine Kante als Doppelgerade ihrer zerfallenden Polare zugeordnet, was 
jedenfalls bei vélliger Bestimmtheit aller Elemente des Pentaeders vor- 
aussetzt, dass die einander entsprechenden auch gleich oft zihlen. Bei 
obiger fingirter Annahme 10 einfacher Ecken erhalten wir aber (wie 
stets) die vierfache Schnittlinie der beiden getrennt erscheinenden 
Pentaederebenen (der einfachen und der vierfachen), wodurch ein ein- 
deutiges Entsprechen unméglich gemacht ist. Aehnliche Unzutriglich- 
keiten ergeben sich bei allen andern Annahmen mit Ausnahme der 
gefundenen Configuration. Denn bei dieser ist, wie die Polarenbildung 
zeigt, dem vierfachen Punkte die erwahnte vierfache Linie und dem 
sechsfachen die sechsfache Linie der consecutiven Ebenen, die Axe des 
Knotens, zugeordnet. — 

Diagonalebenen giebt es nicht mehr, es kann demnach héchstens 
ein conischer Knoten auftreten. 

Ein solcher ist vorhanden, wenn 

B a,° —2=0, 
und hat als Coordinaten 
a,, 1, 0, 0. 

Die Classification geschieht jetzt durch Zugrundelegen der Fliche 
mit 6B = 0, welche bei reellem a, von x, =O in drei reellen Strahlen 
getrofien wird. Da in z, =O stets nur ein reeller Strahl vorhanden 
ist, so bewirkt ein Passiren des Knotens den Uebergang von Schlifli’- 
schen ILI, 2 zu III, 3 (Tabelle I). 

Die Flichen mit imagindrem a, sind simmtlich § chlafli’sche II, 3, 
wie die am Anfange dieses § betrachtete Uebergangsfliiche mit a, =o. 
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Wir gehen iiber zu den Fliichen mit zwei biplanaren Knoten (p—0): 
Ba, — “2 + 6 x52, + 2,) =O, 
deren B, sind: 0, 0, 0, 1 und 0, 0, 1, 0. 

Dass ein Auftreten zweier solcher Punkte stets eine vierfache 
Pentaederebene mit sich fiihrt und daher eine jede derartige Flaiche 
durch eine Gleichung unserer Form dargestellt werden kann, liegt 
darin begriindet, dass die Axe eines biplanaren Knotens immer mit 
der Schnittlinie zweier Doppelebenen zusammenfillt, welche Bedingung 
eben nur durch ihre weitere Vereinigung zur vierfachen erfiillt sein 
kann. Flachen mit drei B, kénnen kein bestimmtes Pentaeder mehr 
haben. 

Die Ecken sind aber schon bei den vorliegenden unbestimmt, denn 
ihr Product, nach der angegebenen Methode gebildet, verschwindet 
identisch. 

In der That sind auch die Gleichungen, welche durch Nullsetzen 
der Unterdeterminanten der Hesse’schen Determinante: 


Xe x . 
Bx, hiov" a? iar a? w “Hs 
SS ; 
H = a? Xv 0 0 
Ls 0 0 «&, 
as 0 “, 9 


entstehen , fiir einen beliebigen Punkt der Geraden 

L, = 2, = 0 
erfiillt. Alle Punkte der Schnittlinie der beiden getrennt erscheinenden 
Pentaederebenen haben die Eigenschaft der ehemaligen Pentaederecken. 
Ausser diesen findet sich noch als vollig bestimmte Ecke der Schnitt 
der beiden Axen: 0, 1, 0, 0. 

Die Lage der Kanten (wir gebrauchen jetzt noch wie auch in Zu- 
kunft beim Auftreten unbestimmter Elemente die alten Namen) er- 
schliessen wir durch Polarenbildung. 

Als Polaren eines Punktes 0, 0, y,, y, der Geraden 2, = x, = 0 
(Tafel Il, Fig. 4) erhailt man das Ebenenpaar 

2, (Y3%,+-Y4%3) = 0. 
Deren Doppelgerade, die conjugirte Kante jenes Punktes, enthilt die 
noch bestimmte Ecke. Alle jene Linien bilden daher ein Biischel in 
der vierfachen Ebene mit letztgenanntem Punkte als Centrum. Auf 
jeder Kante liegt ausser dem Centrum also noch eine Ecke der Ge- 
raden x, —2, =O; fiir die fixirte Kante ist diese 0, 0, y,, —y. 
Diese Punkte und die Pole bilden folglich eine Involution, deren Doppel- 
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punkte die B, sind, so dass allemal die conjugirte Kante eines solchen 
Punktes ihn selbst enthilt, wie es im Falle eines einzigen ist. Die 
ausgezeichnete Ecke hat die Polare 


(+) G9) =o, 
d. h. ihre conjugirte Kante enthalt die variabeln Ecken. 

Nur wenn «a, = oo, wird letztere Kante ganz unbestimmt; die 
Flache hat einen osculirenden Kegel, wie bereits bemerkt wurde*). — 

Was die Flichen selbst anlangt, so bleibt die Bedingung fiir das 
Auftreten eines conischen Knotens fa, — 20 unverindert, aber 
bei der Eintheilung haben wir die Fille reeller oder conjugirter B, 
zu trennen. 

Bei reellen B, ist die Untersuchung durchaus nicht von der friihern 
verschieden, wir kénnen auf Tabelle II, a) verweisen. 

Bei conjugirten B, treten an Stelle von x, und a, resp. 2, + ia, 
und #, —ia,; die Gleichung hat die Form: 

Ba, — 2% + 3.2, (@?+2,2) + 2, = 0. 

Der mégliche conische Knoten kann jetzt isolirt sein. Das Auf- 
treten von zwei Arten von Flichen mit Knoten riihrt.daher, dass zwei 
im Zeichen von # verschiedene Flachen nicht mehr in einander trans- 
formirt werden kénnen. Man erkennt auch sofort durch Bildung des 
Tangentenkegels im Knoten: 

(Si ta) + a (@?-+2,2) = 0, 
dass derselbe nur reell, wenn a, negativ und in Folge der Bedingung 
fiir sein Auftreten auch f negativ ist. Volglich: Bei positivem # er- 
halt man Flichen mit isolirtem (Schlafli’sche XVII, 2), bei negati- 
vem # Flichen mit nicht isolirtem Knoten (Schliafli’sche XVII, 3). 

Hinsichtlich der weitern Eintheilung heben wir hervor, dass die 
reelle Gerade der conjugirten Ebenen der beiden Knoten: x, = x, = 0 
die Fliche in drei Punkten schneidet, in welchen sich die drei (ima- 
giniren) Geradenpaare begegnen, welche in jenen Ebenen liegen. 
Diese Geradenpaare bestimmen die drei dreifachen Tangentenebenen, 
welche ausser 2,0 noch durch die Verbindungslinie der Knoten 
(a, =”, =) gehen und deren Realitiitsverhiltnisse die Art der Flache 
bedingen**), Die Frage nach letzterer ist also auf die einfachere 
nach der Zahl der reellen jener Punkte zuriickgefiihrt. 

Sei zuniichst «, reell; dann finden wir bei der Fliche 6 = 0 nach 
dem eben Gesagten drei reelle Ebenen. Ein wachsendes 6 kann einen 


*) Vergl. die Anmerkung auf der folgenden Seite, sowie § 17. 
**) Vergl. Schlafli a, a. O. IX. 
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isolirten, ein abnehmendes einen nicht isolirten Knoten erzeugen, woraus 
zu entnehmen, dass die vorliegende, sowie alle zwischen den beiden 
mit Knoten behafteten Flichen aus zwei Theilen bestehen. Bei wei- 
terer Aenderung verschwindet der Knoten, wenn £ positiv, im andern 
Falle werden Theile verbunden. 

Wihrend nun derartig erzeugte Flachen ohne jede Singularitit und 
bestimmtem Pentaeder bei Erhaltung desselben (IV’ und IV) nicht in 
einander iibergefiihrt werden konnten, ohne Dazwischentreten von Kno- 
ten, ist dieses bei den unserigen méglich, wie wir gleich sehen werden. 

Ein Uebergang durch a, = co zu imagindrem a, andert die Art 
nicht, alle Flachen sind IX, 4, denn nie tritt ein reeller Knoten auf. 
Eben bei diesen Flaichen kénnen wir daher § beliebig variiren lassen, 
ohne neve Arten herbeizufiihren, womit dann die vorhin behauptete 
Moglichkeit der Ueberleitung solcher Flichen in einander constatirt 
ist, die sich im Vorzeichen von # unterscheiden und aus einem Theile 
bestehen. Damit kommt dann aber auch die Unterscheidung der all- 
gemeinen Flichen IV’ und IV in Wegfall, sofern man das Penta- 
eder unbeachtet lisst, da man imaginiire Singularititen stets umgehen 
kann*). — 

Tabelle I. 


Alle Elemente des Pentaeders bestimmt. Ein B,. 
Fliche: 6x,° — tae + 62,22, + x,° + pa,’ = 0. 
1) @,? positiv. 
3 reelle Strahlen (Schlafli’sche III, 2), 
x, enthilt {1 reellen Knoten ( - VI, 2),} wenn Ba,>—2 = 0. 
1 reellen Strahl ( - IU, 3),| 
2) a,? negativ. 
Schlafli’sche III, 3. 


*) Es mag gestattet sein, hier einige metrische Betrachtungen einzuflechten. 
Nimmt man bei den Flichen mit zwei conjugirten B, x,—0 parallel mit 2, = 0, 
indem man setzt 2,=—2,—h, nimmt ferner 2,, 2;, x, als Ebenen eines recht- 
winkligen Coordinatensystems, so erkennt man in 


poe — SO) 4 go ot ag) + (—h) = 


a,” , 
die Gleichung einer Fliche, welche durch Rotation einer symmetrischen Curve 
dritter Ordnung um ihre Symmetrieaxe «, = x, = 0 entstanden ist. Die B, liegen 
auf der unendlich fernen Geraden von x, = 0 und werden bestimmt durch alle 
Kreise, welche der Parallelbiischel zu dieser Ebene aus der Fliche ausschneidet. 
Folglich: Jede Rotationsfliche dritter Ordnung hat die imagindren Kreispunkte 
threr Asymptotenebene zu B,, Dieser Satz ist umkehrbar, 

Schneiden sich nun bei der erzeugenden Curve die drei reellen Wendetan- 
genten in einem Punkte (der natiirlich auf der Rotationsaxe liegt), so geht von 
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Tabelle I. 
Ecken und Kanten theilweise unbestimmt. Zwei B,. 
a) Reelle B,. 
ay e8 p 3 a0? j 
Fliche: Bx, — a + 62,2,2,+ 2,5 = 0. 
1) a@,? positiv. 
Die Ebenen x, und 2, enthalten jede 
drei reelle Strahlen (Schlafli’sche LX, 1), ae 
einen Knoten ( a XVII, 1),} wenn Ba,?—2 S 0. 
einen reellen Strahl ( - IX, 2), 
2) a,” negativ. 
Schlafli’sche IX, 2. 
b) Conjugirte B,. 
Fliche: Ba,3 — * sa + 32, (27+ 2,”) + 2,3 = 0. 
1 
1) a,? positiv. 
Bedeutet Ba,> den absoluten Werth dieser Grésse, so erhilt man, 


wenn Ba,* — 230: 


eine dreifache Ebene durch x, = x, = 0 (Schlafli’sche IX, 4), 
; isolirten ( XVII, 2) 
_ \ ” 2 )) 

nm fase saalidiee ey wae FSP pn 
drei dreifache Ebenen durch 24, =2,=0 ( ‘ 1X, 3). 


2) «,? negativ. 
Schlafli’sche IX, 4. 


§ 13. 
Die Flachen mit dreifacher Pentaederebene. 
Nimmt man zur Vereinfachung ihrer Gleichung 
ax,* + bx,> + cas + dx? (y,+Y2) + exsy,? = 0 

unter Beibehaltung von x, = 0 als dreifache und 2,, 7, = 90 als ein- 
fache Ebenen, als solche des Coordinatensystems 

¥, = %) 

Y. =X + %, — H,, 
so entsteht die Form: 


xz,? x" : , rg? (a Xe) P * 
a? + a? + 7%,°—3 ST 3 aya, =0---a,< a, 


diesem ein osculirender Kegel an die Fliche, dessen Beriihrungscurve aus einem 
Kreise, in 2, —=h, und der unendlich fernen Geraden besteht. Wir haben den 
Fall ay =o. 
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in der wir «,” stets als positiv voraussetzen kénnen, ohne die Allge- 
meinheit zu beeintriichtigen. 

Wie im vorigen § ergiebt das Product der Ecken 

u,> - w,> + w,3 (u, — Uy) = O, 

fiir diese verhiltnissmissig speciellere Lagen, als eine willkiirliche 
Niaherung dreier Ebenen bedingt. Die consecutiven Ebenen bestimmen 
fiir sich drei ebensolche Gerade (7, = 2,—0) und die einfache Ecke 
(u, —#,=0). Der letztern entspricht die Kante der einfachen Ebenen. 
Die beiden dreifachen Punkte u,° und w,* sind demnach Durchschnitte 
der dreifachen Geraden mit letztgenannten Ebenen, wahrend deren 
Kante den Punkt u,° auf der dreifachen Ebene verzeichnet. Auf Ta- 
fel II, Fig. 5 sind diese Verhaltnisse zur Anschauung gebracht. — 

Die Ebene xz, + 2, =O ist hiernach als einzige Diagonalebene 
gekennzeichnet, es giebt daher Flachen mit zwei Knoten. 

Aber im Allgemeinen haben die vorliegenden Flichen keine Singu- 
laritéiten. Wir bemerken aber, dass der Durchschnitt mit der drei- 


fachen Ebene x, = 0: = os a =0 aus drei sich in 7, = 7, = 7, = 0 

treffenden Geraden besteht. Folglich: Die dreifache Ebene enthiilt stets 

drei Gerade der Fliiche, welche sich im Schnittpinkte jener mit den 

beiden einfachen Ebenen treffen. Je nachdem die letztern reell oder con- 

jugirt sind, erhdlt man eine oder drei reelle der bezeichneten Linien. 
Das Verschwinden des Ausdrucks 


— 47a, + a, + a, 


&,, Gy, O3, VU 


deutet den Knoten 


an. Als zur Eintheilung verwerthbare Specialflachen erweisen sich die 
Arten mit @, == oo: 


23 x,* ‘ 9 
a? + a + ya,> — 32,%,7 = 0. 


Die linke Seite dieser Gleichung erscheint nach Reduction der biniren 
cubischen Form yz,* —32,2,? auf zwei Cuben als Summe von vieren. 
Die beiden letzten sind nun reell oder conjugirt, je nachdem y <0, 
und wir haben also (vergl. §§ 2., 5., 6.), wenn: 

a) 2, und 2, reell und y < 0 eine IV’, 

b) x ” Ly ” ”? v > 0 ”? IV " 

c) % » %conjugirt, y<0 , IV", 


d) a ” XZ» ” ” v > 0 ” II. 


Wir haben noch die friihere Bezeichnung beibehalten, obgleich fiir die 
unserigen Gleichungsformen in gewissen Fiillen die Unterscheidung der 
verschiedenen Arten IV wegfillt. 
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Die Fliche y = 0 besitzt die Kigenthiimlichkeit, dass sie nie einen 
Knoten haben kann, sondern bei der Gleichheit der Gréssen a, und a, 
sofort zwei auftreten. Eine beliebige Aenderung von y muss also bei 
constanten @, und a, aus letzterer Flaiche eine andere ohne Knoten 
erzeugen und zwar muss die Auflisung der Knoten bei beiden die niim- 
liche gewesen sein, da keiner ausgezeichnet ist. Wir werden dieses Re- 
sultat bald verwerthen. 

Zur Erzeugung von reellen Knoten sind, bei reellen Ebenen x, und 
%,, auch reelle «a, und «, erforderlich, welche wir zuniichst voraussetzen. 

Bei diesen Flichen ist die Ableitung der verschiedenen Arten nicht 
so einfach wie sonst, da es uns an einer Filiiche fehlt, die gentigend 
viele reelle Linien besitzt, um Aenderungen durch die biplanare Form 
an einem erzeugten Knoten ohne Einfluss zu lassen. Uns stehen bis 
jetzt nur Arten IV’ und IV” zu Gebote. Unter Zugrundelegung eines 
allgemeinen Pentaeders kénnten wir mit Sicherheit, von diesen Flichen 
ausgehend, beim ersten Erscheinen eines Knotens auf eine IV’ resp. 
III’ schliessen. Bei dem vorliegenden Pentaeder bedarf dieser Schluss 
einer Bestitigung. Sehr einfach ist diese bei der IV’, da ein imagi- 
nirer Kegel des Knotens die Fliche véllig charakterisirt. Ein solcher 
Kegel findet sich wirklich, wie man durch eine leichte Rechnung findet, 
bei der Flache mit 

— $703 — a, — ay = 0-+-- 9 <0, 
welche durch Endlichwerden von a, aus der unter a) angefiihrten IV’ 
entsteht. Setzen wir insbesondere a, = «a,—«a, so geht diese Art 
auch aus der Fliche mit zwei Knoten: y = 0, a, =a, =a durch 
Uebergehen von y ins Negative hervor; wodurch letztere als III 
charakterisirt wird. Diese Aenderung von y bewirkt also an den 
beiden Knoten zuniichst ein Trennen und dann ein Zusammenziehen 
des paaren Theils der jetzigen V zum isolirten Knoten. Nach einer 
oben gemachten Bemerkung muss daher ein Positivwerden von y ein 
Verbinden von Flichentheilen mit sich fiihren: die zunachst entstehen- 
den Flichen sind Il]. Der bei weiterm Wachsen von y noch auf- 
tretende Knoten, wenn 

—ty-a3+2a—0, 

gehort jetzt nothwendig einer III’ an, da diese Fliiche ersichtlich nicht 
direct aus der III mit zwei Knoten durch Auflésung eines derselben her- 
vorgehen kann, andererseits aber auch nicht yon einem groéssern Zu- 
sammenhange ist, da ein Verschwinden des Knotens, hervorgerufen durch 
Wachsen von a,, zu einer Fliiche fiihrt, welche fiir a, == co auf con- 
tinuirliche Weise in die IV” unter b) iibergeleitet ist. 

Die Untersuchung der Flichen mit beliebigem a, und a, ist von 
nun an leicht, da die begrenzenden Gebiete der Flichen mit Knoten 
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gefunden sind. Wir verweisen des Nihern wegen auf Tabelle I. am 
Schlusse. 


Bisher hatte die Aufstellung von Unterarten der IV also noch Sinn; 
sind jedoch beliebig viele der Grissen a,.und «, imagindr, so ist der 
Unterschied verschwunden. Denn an den Specialfliichen a) und b) hat 
sich offenbar gar nichts geiindert und auch ein endliches a, kann nie 
eine Abinderung der Art bewirken, da reelle Knoten unmdglich sind, 
wir kénnen insbesondere y ungestért von positiven zu negativen Wer- 
then fiihren und so die IV’ in eine IV” verwandeln, womit dann die 
Gleichartigkeit dieser Flichen ausgesprochen ist. Ist bei gleichen a, 
und a, y=0, so hat man die Fliche mit imaginiren Knoten. 


Bei conjugirten x, und x, ist durch die unter d) gefundene Fliche II 
ein giinstiges Ausgangselement gegeben. Die auftretenden Flichen mit 
zwei Knoten sind Il’, da eine geringe Deformation der dreifachen 
Ebene in drei getrennte nur die angegebene Art als mdéglich erschei- 
nen lisst. (§§ 5., 6.) Die Flaichen mit einem Knoten sind daher II 
oder III’ und das alleinige Auftreten letzterer von Arten III iiberhaupt 
beweist, dass die Bezeichnung der durch Trennen aus ihnen hervor- 
gehenden Fliche ohne Knoten mit IV” noch Berechtigung hat. Ima- 
ginire Knoten kénnen wie sonst auftreten, sobald die conjugirten Ebe- 
nen reelle positive Coefficienten haben. 


Tabelle I. 
Reelle einfache Ebenen. 
Fliche: = “fb a + yx, — 3 aera) — 34,22 =0--- a, <ay. 
a) a,” und «@,* positiv. 
y>0. 
° — 3 eee ee 
Variationen einer IJI: —*“S tes Bhi 43 
= — a, = a, coe meee B. 
1) Flachen ohne Knoten. 
Zeichenwechsel: Art: 
0 Ill 
1 unter B IV 
See Iv" 
2) Flachen mit einem Knoten. 
Null unter B Il 
- a coe III’ 


3) Flichen mit zwei Knoten. 
2 Nullen Ill 








b) 
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<0. 
Sei mit ree der absolute Betrag dieser Grésse bezeichnet. 
Art: 
+a,—a,<0 IV 
+a,—a,=0 IV mit einem Knoten. 
bya? ) + a,—a,>0 V 
—a,—a,=—0 IV’ mit einem Knoten. 
—a,—a,>0 ae 
b) Eine oder beide der Gréssen «,? und a,? negativ. 


Alle Arten sind IV, aber die Eintheilung in Unterarten fiallt fort. 
y=0, a, =a, liefert die Uebergangsflichen: Sch lifli’sche IV, 5. 


Tabelle II. 


Conjugirte einfache Ebenen. 





vy 22 $ i 29)8 @,—1t2,)§ » 2° 9 
Fliche: Sep + ore + ya? — 6 _ — 32,2, = 0. 
y>o0. 
| II 
—fya?+2a,50) Il mit Knoten; wenn yO II’ mit zwei Knoten. 
bY Hs iS 
lin (oder Schlifli’sche IV, 6). 
y <0. 
Iv” 
—tya,3 — 2a, 30 Ill’ mit Knoten. 
lin 
§ 14. 


Die Flichen mit einer dreifachen und einer Doppelpentaederebene. 
Aus der gefundenen Gleichung 
ax,® + ba? (y,+Y) + ex y,? + dx,’ + ex,P2, = 


leiten wir die einfachere 


2 2 , 
Ba, (2) — 28) + yx, + d2,8 —8.0,2,2 = 0, 


a? 
+ in der x, =O die dreifache, 2,0 die Doppelebene des Pentaeders 
ist. Die Constante 8 wollen wir stets positiv wihlen. 


L, = LX, = x, = 0 ist ein biplanarer Punkt mit den Ebenen 


oF We — ‘qt 
Oey + Oy ); ey Oo, esis 





96 C. Ropensera. 


aber die Axe (1, —2,=—9) gehdrt jetzt der Fliche an, der Knoten 
ist ein B,. Da ferner 2, = 0 die Fliache lings der Axe beriihrt, so 
kénnen wir den Satz hinstellen: Die Filidche besitet einen B,, dessen 
Ebenen harmonisch zur dreifachen und Doppelebene des Pentaeders sind; 
die dreifache Ebene ist die Tangentenebene liings der Axe. 


Die Flaichen sind die allgemeinsten mit der auftretenden Singu- 
laritiit. Wiihrend bei einem B, noch verschiedene Pentaeder miglich 
sind, bedingt ein B, stets eins der vorliegenden Art, da durch drei 
Elemente eines harmonischen Biischels (die Ebenen des Knotens und 
die Tangentenebene) stets das vierte eindeutig bestimmt ist. 


Das Product der Ecken 
U,° + U,° + Uy = O 


giebt den B, als sechsfach zihlend (die beiden dreifachen bei der 
vorigen Fliche haben sich durch das Zusammenriicken der damals ge- 
trennten Ebenen vereinigt). Die iibrigen Ecken sind geblieben. Eine 
Diagonalebene: x, = 0, ist noch vorhanden, ein Zeichen, dass noch 
zwei conische Knoten auftreten kénnen. 


Die Flache hat einen Knoten 


@y, Ms, 0, — ya + da,$, 
wenn 
ya, + da,> = 0. 


Die weitere Untersuchung vereinfacht sich wesentlich, wenn man 
die Fille reeller und conjugirter Ebenen des Knotens trennt. Dann 
kénnen die @ der Einheit gleich gesetzt werden, da sie nie unendlich 
werden diirfen. Mit dieser Erleichterung kénnen wir dann unsere Fli- 
chen darstellen durch die Gleichungen 


3a? (a,?-+-2,") + y,* + O2,° — 32,2, = 0, 


wo das obere Zeichen reelle, das untere conjugirte Ebenen des Knotens 
bedingt. 


Aus der angegebenen Bedingung fiir den Knoten ist jedoch zu 
ersehen, dass ein solcher nur im ersten Falle reell sein kann, im zwei- 
ten existirt nur eine Art, da nie ein Uebergang zu einer andern statt- 
finden kann. 


Bemerken wir, dass auf der Specialfliche d — 0, y > 0 stets die” 
beiden Linien reell sind, welche in jeder Ebene des Knotens ausser 
der Axe noch liegen, d. h. iiberhaupt alle Geraden reell sind, so finden 
sich leicht die Resultate, wie sie in der folgenden Tabelle zusammen- 
gestellt sind. 
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Tabelle I. 
Reelle Ebenen des Knotens. 
3 x, (%,?>—x,") + yx,> + dx,5 —32,2,7 =0--.-d8>0. 


y>0. 
Alles reell Schliafli’sche V, 1, 
7” In 2,+2,=0 ein Knoten X, 1, fir y=0 zwei 
ve é Knoten XVIII, 1, 


Nur in 2, —2,=0 zwei 


reelle Strahlen - V, 2. 
y<0. 
Wenn dem absoluten Werthe nach 
| Schliafli’sche V, 2, 
y <4, erhiilt man | $ X, 2, 
oi | ‘ V,3 


Tabelle II. 
Conjugirte Ebenen des Knotens. 
3 a, (2,?-+ 2,7) + yx, + dz) — 32,2,? = 0. 
Schlifli’sche V, 4 (oder XVIII, 2 mit zwei conjugirten Knoten). 


§ 15. 
Die Flachen mit fiinffacher Pentaederebene. 


Bringt man die abgeleitete Gleichung 
ax, + bx? (YY. +Y3 +1) + CX (WPI YF Ys +2”) 
+ dy, + ey,’y, = 90 
auf die Form 
ax,* + x," (a, + a,%, + a,2,+4 4,24) + Cx, (H.? 4+ 2,24 2,2,+2,") 
+ dx,> + ex,’2, =0, 

so erkennt man den biplanaren Knoten v2, = 2, =x, —=0 mit den 
Ebenen 2, = 0, a,x”, + cx, = 0: Die Fliche hat einen B,, die fiinf- 
fache Pentaederebene ist diejenige Ebene des Knotens, welche lings der 
Axe beriihrt. 

Durch das Zusammenfallen der beiden im vorigen § noch getrennt 
erscheinenden mehrfachen Pentaederebenen hat sich auch eine Ebene 
des Knotens mit jenen vereinigt, was als directe Folge der harmoni- 
schen Lage erkliarlich ist. 

Das Product der Ecken 

u,'° == 0 
liefert den B, als zehnfach ziéhlend und das Fehlen einer Diagonalebene 
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| beweist, dass héchstens ein Knoten auftreten kann. Die Gleichung 
der Fliche lasst sich reduciren auf 


L122, + 32,2,? + 32,*2, — ax, = 0, 


welche fiir a0 den als noch méglich hingestellten Knoten in der 
Ebene x, = 0 enthalten zeigt, durch dessen verschiedenartige Auf- 
lésung die Arten der Tabelle I. hervorgehen. —- 

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn in der urspriinglichen Glei- 
chung e = 0 ist. Dann ist die Beseitigung des Gliedes x,° nicht mehr 
mdglich und die einfachste Form ist 

© LL, + 32, ",? + 32,° — az =0. 
Der biplanare Punkt ist jetzt ein B,, die Pentaederebene osculirt. Das 
Product der Ecken verschwindet identisch. Man erhalt auch fiir einen 
beliebigen Punkt der Axe 
9, 9, ss 4 
als Polare das Ebenenpaar 
, (%3Y3+2y,) = 0. 

Alle den Punkten jener Reihe entsprechenden Kanten bilden demnach 
einen ihr projectivischen Biischel, dessen Centrum der Knotenpunkt 
ist. Hiernach ist die Fliche (vergl. § 12.) aus der mit 2B, durch 
Zusammenriicken letzterer abzuleiten, wobei dann auch deren Axen 
sich zur Axe des B, vereinigen. 

Die Untersuchung der Fliche selbst ist wie die der vorigen. Wir 


verweisen auf die Tabelle, welche iibrigens nur eine Reproduction der 
Schlafli’schen ist. 


Tabelle I. 


Alle Ecken bestimmt: Flaichen mit einem B,. 


In der nicht beriihrenden Ebene, je nachdem 


heey reelle Strahlen (Schlafli’sche VII, 1), 
ein Knoten ( 7 XIV), 


Tabelle I. 


Die Ecken theilweise unbestimmt: Flachen mit emem B,. 


Das Verhalten der nicht osculirenden Ebene ist wie in Tabelle I. 


Die Fliche ist, wenn 
| Sereno XI, 1, 
20 


a . XIX, 
att ; XI, 2. 
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§ 16. 
Die Flachen mit unbestimmten Pentaedern. 


Ks eriibrigt noch die Flachen zu betrachten, bei denen nicht allein 
einige Ecken, sondern auch Ebenen unbestimmt sind. Conische Knoten, 
ein B, oder zwei B,, sowie die iibrigen Arten biplanarer Knoten geben 
hierzu im Allgemeinen noch keine Veranlassung. Aber wie wir schon 
wissen, giebt es andererseits Flichen ohne Singularitiiten, welche eine 
ganz unbestimmte Pentaederebene haben; naimlich diejenigen, welche 
sich auf 4 Cuben reduciren lassen. Wir werden diese Arten unter den 
: etwas allgemeinern finden, deren Pentaeder aus vier sich in einem 
Punkte treffenden Ebenen und einer beliebigen fiinften besteht, wo 
| dann erstere vier gewisse Unbestimmtheiten zeigen. 


Ausser diesen sind zu untersuchen die Flichen mit uniplanarem 
Punkte und die Regelfliichen. Erstere treten unter speciellen Annahmen 
von Coefficienten iiberall auf, sobald das Pentaeder mindestens eine 
mehrfache Ebene hat, wie sich leicht an den Gleichungen dieser Fli- 
chen ersehen lisst und wir iiberdies bei einigen Pentaedern erkannt 
haben, wo sich diese Flichen der Ableitung mancher Arten stérend 
entgegenstellten. Es bleibt demnach zu zeigen, wie jene speciellen 
Formen in einer allgemeinern enthalten sind. 


Regelfliichen besitzen gewissermassen in jedem Punkte ihrer Doppel- 
geraden einen biplanaren Punkt und in zweien derselben uniplanare, 
ir welche sich auch noch vereinigen kénnen. Das Pentaeder wird daher 
iT . solche Willkiirlichkeiten in der Gestalt aufweisen, dass man seine Ebe- 
nen, ohne die Flache zu iindern, in Lagen bringen kann, wie sie die 
angegebenen Singularitiiten bedingen. 


oe = 
TN 


ans? 


§ 17. 


Die Flachen, deren Pentaeder vier Ebenen durch einen Punkt besitzt*). 
(Flaichen mit einem osculirenden Kegel.) 


Dieser Specialisirung des Pentaeders entspricht die Gleichung 


2,3 203 203 2,3 2,3 
me + ag? 7 a? + ae 7 a? = 
t+ @, + 2 + 1, = 0. 
1. Vom Schnittpunkt der vier ausgezeichneten Ebenen geht ein osculi- 


render Kegel an die Fliche, dessen Beriihrungscurve in der fiinften 
liegt und durch 


*) Vergl. Eckardt a, a, O. § 8. 
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x, x8 x;° Cs aren 
a? + Og? ss a? + a,? =0, “5 = 0 


gegeben ist. Jede terniire cubische Form lisst sich aber auf zweifach 
unendlich viele Arten auf vier Cuben reduciren, mithin unsere Glei- 
chung eben so oft auf fiinf, und die Frage nach der kanonischen Form 
ist, sobald die Ebene x, 0 gefunden, iibereinstimmend mit der nim- 
lichen fiir Curven. 

Wie Eckardt bemerkt hat, schneiden sich die 27 Geraden der 
Fliche neunmal zu dreien in den Wendepunkten der Beriihrungscurve, 
wahrend die 9 Ebenen, deren jede solche drei Linien ausschneidet, 
durch die Spitze des Kegels gehen. Man erkennt dieses leicht durch 
Herstellung der Form 


3 
yy + Ke(aty + ty +25) + oy = 0, 


welche nach bekannten Siitzen iiber Curven dritter Ordnung eine allge- 
meine ist*). Die Ebenen z,2,”, schneiden die Geraden aus, welche 
sich in den drei reellen Wendepunkten (auf xz, + x,-+ x2, = 0) treffen. 
In jeder Ebene ist stets nur eine reell. Die tibrigen 18 sind aber sicher 
imaginir, da es ihre Kreuzungspunkte — die Wendepunkte — sind. 
Demnach sind nur drei Gerade der Fliiche reell. Es kann jedoch nie 
die Art V auftreten. Denn, sei der Theil des Beriihrungskegels, wel- 
cher dem paaren Stiick der Fliche angehdrt, reell, so schneidet jede 
seiner Erzeugenden den unpaaren auch noch, osculirt also nicht. Ist 
andererseits jener Theil imaginiir, so wird das paare Stiick von jeder 
Geraden durch den Scheitel geschnitten, es kann also ebenfalls keine 
osculiren. Folglich: Geht von einem Eckpunkte des Pentaeders ein 
osculirender Kegel an die Fliche, so ist dieselbe im Allgemeinen eine der 
Arten IV, welche jedoch jetzt in einander verschmolzen sind. 

Ob Knoten vorhanden sind oder nicht, hingt einzig und allein 
von der Beriihrungscurve, nicht etwa noch von dem Coefficienten von 
z;> ab. Besitzt jene Curve einen Doppelpunkt, so ist dieser auch 
Knoten der Fliche, wie man der Gleichung sofort ansieht. Sofern 
nimlich der Doppelpunkt ein gewohnlicher ist, kann die Form 


3 
Hy LyX + fy (%,%_) + = =0, 
sofern er ein Riickkehrpunkt ist, die Form 
e _3 
#223 + fy (#2) + Se =, 


hergestellt werden und diese Gleichungen lassen einen biplanaren resp. 


*) Die Fliichen, bei denen sich die oben angewendete Form nicht herstellen 
lisst, finden im niichsten § ihre Erledigung, mit ihnen auch solche mit conjugirt 
imaginwiwer osculirenden Kegeln. 
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einen uniplanaren Punkt erkennen; conische Knoten treten daher iiber- 
haupt nicht auf. 

Die letztgenannte Fliche kann aber nicht mehr auf fiinf Cuben 
gebracht werden, dann ihre Beriihrungscurve nicht mehr auf vier. 
Wir betrachten sie daher, als nicht unserem Pentaeder angehdrig, 
spiiter (§ 18.). 

Bei der Annahme eines oder zweier weiterer Doppelpunkte, wel- 
cher die Ausartung der Curve in einen Kegelschnitt und eine Gerade 
resp. in drei Gerade entspricht, erhalten wir ebenso viele neue bipla- 
nare Knoten. Aber von allen erzeugten Flichen ist nur die letzte 
mit dreien die allgemeinste ihrer Art hinsichtlich der auftretenden 
singuliiren Punkte; denn nach Schlifli kann solche Fliche dargestellt 
werden durch die Gleichung , 


- _ 
Ly LyX, + 2° =O, 


welche die Ausartung des osculirenden Kegels in drei Ebenen 2,2,2, 
zeigt. Damit sind alle Fille aufgezihlt. 


§ 18. 
Tetraederflichen. 


Wir behandeln jetzt einen Specialfall des vorigen §, dessen wir 
dort in einer Note erwihnten. Verschwindet fiir die Beriihrungscurve 
des Kegels die Aronhold’sche Invariante S, so schneiden sigh ihre 
Wendetangenten dreimal zu dreien in einem Punkte und die Form, 
deren wir uns zur Untersuchung der Realitiit der Geraden auf der 
Fliche bedienten, liisst sich nicht mehr herstellen. Bekanntlich sind 
aber unter dieser Bedingung nur drei Cuben zur Darstellung der Curve 
erforderlich, die Transformation ist eine véllig bestimmte und ebenso 
also auch diejenige unserer Fliichen auf vier Cuben. Da hiernach den 
vorliegenden Gattungen nur noch ein J etraeder zugeordnet ist, haben 
wir sie mit obigem Namen belegt. 


Aus der Gleichberechtigung aller vier Ecken des Tetraeders folgt: 
Verschwindet fiir die Beriithrungscurve des eine Fiche osculirenden Kegels 
die Aronhold’sche Invariante S, so sind vier solche Kegel vorhanden. 
Nimmt man die Ebenen der Curven zu Coordinatenebenen, so erscheint 
die Gleichung der Fliche als Aggregat von vier Cuben. 

Hierbei ist vorausgesetzt, dass nicht etwa zwei oder mehr Ebenen 
vereinigt liegen, welche Fille wir, der volligen Bestimmtheit jener 
Elemente wegen, von nun an wieder besonders zu betrachten haben. 

Beriicksichtigen wir noch Verschiedenheiten, welche hinsichtlich 
der Realitit der Ebenen sich darbieten, so finden wir nach § 9. im 
Ganzen 9 Arten, die folgenden: 
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a) Kigentliches Tetraeder. 
1) 23 + a3 + ay + om O.-- 2 eee ee eee IW (84), 
2) a,° + 2° + (43+ 1%,)° + (4;—tx,)F =O------ IV" (§ 5.), 
3) (x, +7i2x,)>+ (a, —ix,)>+ (x, +ix,)>+ (x,—ix,)>--- Il (§6.). 
b) Eine Doppelebene xz, = 0. 
4) z,>+ 2,5 + 2,24, = 0--- Fliche mit U, (Schlifli’sche XII, 2), 
5) (+ ix,)°+ (x, —ix,)>+2,?x2,=—0--- Fliche mit U, (Schlafli’- 


sche XII, 1). 
c) Zwei Doppelebenen z,—0, z;—0 resp. 7, +ix2,=—0, x,—ixz,=0. 
6) 2,22, + 2,°?4,—O0------ Regelfliche (Schlifli’sche XXII, 1), 
1) (@, +425)? 2+ (e,— i253)? xv, —0 ” ( » XXII,2). 


d) Eine dreifache Ebene z,—0, eine einfache Ebene x, =. 
8) #,?a,+2,2,°+2,5=0--- Flaiche mit U,; (Schlifli’sche XX). 
e) Eine vierfache Ebene z,—0. 


9) 2,74, + 2, 2,2, -+ 2,5 = 0 --- Regelfliiche mit vereinigten Direc- 
trixen (Cayley’sche). 


Die Hesse’sche Fliche fillt bei jeder dieser Fliichen mit dem ihr 
eigenthiimlichen Tetraeder zusammen, aber nicht umgekehrt gehort eine 
Fliche, deren Hesse’sche aus Ebenen besteht, zu den vorliegenden. 
So z.@B. kommt diese Eigenschaft den Flichen mit drei biplanaren 
Knoten zu, welche nichtsdestoweniger nur durch fiinf Cuben darstell- 
bar sind. — 


Jede Ebene des Raumes kann als fiinfte eines Pentaeders unserer 
Flichen betrachtet werden, indem man sie mit Null multiplicirt deren 
Gleichung hinzufiigt. Alle Punkte der Kanten des Tetraeders sind 
daher als Ecken, alle Geraden der Seitenfliichen als Kanten des Penta- 
eders aufzufassen, was sich durch Polarenbildung leicht bestitigt. 

Die Arten 1) mit vier reellen Kegeln und 2) mit zwei reellen 
Kegeln sind schon unter den Flachen des vorigen § enthalten; man 
braucht zu ihrer Erzeugung nur einen der Coefficienten «;, 25,4 unend- 
lich werden zu lassen. Hingegen die Art 3) mit vier imaginiiren Ke- 
geln findet sich nicht vor, da tiberhaupt nur von reellen Flaichen die 
Rede ist, alle angrenzenden Flichen mit nur einem osculirenden Kegel 
aber imaginar sind. Diese Fliche nimmt daher einen vdllig isolirten 
Stand ein, was auch aus der abweichenden Zahl ihrer reellen Linien, 
15 statt 3, ersichtlich ist. 

Bei den Flichen mit uniplanarem Punkte U, sind noch zwei eigent- 
liche osculirende Kegel vorhanden, die beiden iibrigen sind vereinigt 
in der Ebene des Knotens. Bei 4) sind jene Kegel reell, bei 5) con- 
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jugirt; ihre Beriihrungscurven haben an der singuliren Stelle einen 
Riickkehrpunkt, 

Wihrend bei den bisherigen Arten das Pentaeder speciellerer Natur 
ist, als es die auftretende Singularitiit nothwendig macht, finden wir 
bei den Flichen 6—9 stets die angegebene Gruppirung der Ebenen; 
die von uns gefundenen Gleichungen stimmen mit den Schliafli’schen 
iiberein. Nur bei 8) giebt es noch einen eigentlichen osculirenden 
Kegel, dessen Beriihrungscurve aus einem Kegelschnitt und einer ihn 
bertihrenden Geraden besteht. 

Fiir die Regelflichen 6) tritt jetzt das Verhiltniss zu denen mit 
B, hervor, dessen wir in § 16. erwihnten, da jeder Punkt der Doppel- 
directrix x,=2%,=0 als Schnittpunkt der beiden Doppelebenen des 
Pentaeders mit der beliebigen fiinften angesehen werden kann, ein 
solecher Punkt aber nach § 11. stets ein B, ist. 


Ebenso kann man Eigenschaften, welche bei bestimmtem Penta- 
eder nur einem Punkte der Fliche zukommen, bei den iibrigen der 
unserigen fiir unendlich viele nachweisen, was wir nicht weiter aus- 
fiihren. 


§ 19. 
Die Flachen mit uniplanarem Punkte im Allgemeinen. 


Nimmt man die Ebene des Knotens zu 
d+ % + #,= 0, 
so sind die vorliegenden Flichen enthalten in der Gleichung 
3X, (+2. + x3)* + fy (%,, Lp, U3) = 0. 
Wiahit man x, = 0 so, dass fiir ihre Schnittcurve mit der Fiche: 
fs (#1, %q, X3) =O 
die Invariante S verschwindet, so lisst sich deren Gleichung durch 


drei Cuben darstellen, so dass unter dieser Voraussetzung die Gleichung 
der Fliche die Form : 


r.3 3 3 
B (+ ty + ty)?ay + Se + Ge + Ge = 0 


annehmen kann, welche wir benutzen werden. Es giebt unendlich 
viele solche Ebenen x, = 0, sie umhiillen eine Flache vierter Classe, 
von Gordan*) Aronhold’sche Fliche genannt. Die angegebene Re- 
duction ist demnach auf unendlich viele Arten ausfiihrbar. 


Die gefundene Form hat die grésste Aehnlichkeit mit derjenigen 
der Flichen mit Doppelpentaederebene, sie geht aus letzterer hervor, 


*) Vergl. Gordan a. a. O. § 14. 
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wenn man die Doppelebene durch den Schnitt der drei einfachen legt. 
Folglich: Eine Fliche mit uniplanarem Punkte hat dessen Ebene zur 
Doppelebene des Pentaeders, wiihrend sich die drei einfachen in ihm 
schneiden, und umgekehrt. Die einfachen Ebenen sind dann nicht mehr 
villig bestimmt. 

Es handelt sich bei gegebener Fliiche darum, die Bedingung zu 
finden, welcher drei durch den Knoten gehende Ebenen geniigen miissen 
um Pentaederebenen zu sein. Hierzu und zugleich zur Auffindung des 
Orts der ehemaligen Ecken — unendlich viele sind es jedenfalls — 


bilden wir die Hesse’sche Form: 
rm + x, a, a, L, + Ly+ x, | 
Oe sig | ad 7 +X, v4 @ + + 25 | 
ad | v4 = +%, %%+%+2, | 
[m+ 2+ 4 %+%,+%, %+2,+4 2, 0 | 
oder ausgerechnet: 


(a, + 2, + 25)? (71%, ena )=0. 


0” Og Oy" Os a,” a,” 


=0, 


Die Hesse’sche Fliche zerfillt also in einen Kegel zweiter Ord- 
nung K mit dem Knoten als Spitze und der zweifach zihlenden singu- 
léren Ebene. Alle Unterdeterminanten H;, mit Ausnahme von 

X,Xet. Xx. Ue X. X32 
Hy = ata! rae? +2 iC tat + oat eg! ate? ) 
verschwinden fiir einen beliebigen Punkt von z,-+2,+%,=—0. H,,=0 
“£,+2,+2,—0 ist demnach der gesuchte Ort der Ecken. 

Die Pentaedereckeon bilden folglich eine Curve dritter Ordnung C 
in der Ebene des Knotens. Letzterer ist Doppelpunkt, dessen Tangenten 
die Schnittlinien des zur Hesse’schen Fliche gehirigen Kegels mit der 
Ebene der Curve sind. 

Die Curve C hat drei Wendepunkte auf einer Geraden. Demnach 
kénnen wir unsere Gleichung noch dadurch vereinfachen, dass wir die 
Ebene x,—=0O jene Gerade verzeichnen lassen, wodurch die Coefficien- 


ten a specielle Werthe annehmen werden, aber sonst keine Aenderung 
der Form erfolgen wird. 


Zur Auffindung dieser besondern Lage machen wir von dem Satze 
Gebrauch, dass bei einer Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt die 
Tangenten in ihm die Hesse’sche Form der durch seine Verbindungs- 


linien mit den Wendepunkten gegebenen biniren cubischen Korm dar- 
stellen. Also soll 
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XX 4 X_Xy 5: ae 0, x, ao Ly a. ws = 0) 


ety? ay? Cty? ag” et,” ay? 
die Hesse’sche Form von 
T; Lg Xs —_ O 
C2202 
1 2 3 


sein; was nur der Fall ist, wenn a, = «a@,—«a,. Nehmen wir noch 
diesen Werth der Einheit gleich, was der Allgemeinheit keinen Ab- 
bruch thut, so entsteht die einfachste Form: 


3X, (%, + 2+ 25)? + 2° + 2,3 + 2,3 = 0. 


Durch die Transformation 


%,—4$(2%,+4,+4,)=2, 2+ 7, —= x, ete. 
erhalten wir Schliafli’s Gleichung: 
ome (j++ 2+ 2)? — @,'%, x, = 0, 
welche ein iibersichtliches Bild der Vertheilung der Geraden gewihrt. 
Sie lisst die Wendepunkte der Curve C als Schnittpunkte der drei uniiren 
Geraden der Fliiche mit denen des Knotens erkennen. 

Nur so lange die Wendepunkte reell sind, sind es die Ebenen 
“L, = LZ, = X, =), sofern man die specielle Lage der Ebenen x, ver- 
wendet, wiihrend im allgemeinen Falle immer alle drei reel] sein kénnen, 
da man z,=0 stets so legen kann, dass C von ihr in drei reellen 
Punkten getroffen wird. 

Zui Aufsuchung der zu einer als gegeben angenommenen Ebene 
x,=90 gehérigen Pentaederebenen bemerken wir, dass jene offenbar 
die Rolle der Ebene y, bei den allgemeinsten Fliichen mit Doppel- 
ebene spielt. (§ 10.) Demnach ist ihr Schnitt mit x,+2,-+2,=—0 
Pentaederkante, zu der also jede Gerade dieser Ebene gemacht werden 
kann. Die auf der Kante liegenden Ecken bestimmen sich als Schnitt 
mit C, und die einem solchen Punkttripel angehérigen Ebenen kann 
man etwa durch Polarenbildung finden, da jede derselben zwei der 
Doppelgeraden dieser Fliichen enthalten muss. Sehr einfach erhailt man 
die Pentaederebenen auch mit Hiilfe der bereits in einer Note des § 10. 
benutzten Gordan’schen Formeln. Wir ziehen jedoch hier den andern 
Weg vor, da doch noch die Gleichung der Polaren spiiter benutzt wer- 
den wird. Zu ihrer Bildung empfichlt es sich, die Coordinaten von C 
als rationale Functionen eines Parameters darzustellen, welches még- 
lich, da die Curve vom Geschlecht p = 0 ist. Es ist dann nach der 
gefundenen Gleichung: 


Z,= Am, LL =A,m, 43 —A,m, 1% =— — 4,4,4;, 


4,+4,+ 4, = 9. 


wo 
m = as2Ay Ay + G7 Ads + ay*A3A,, 
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Die Gleichung der Polare eines beliebigen Punktes y, y, Y3 Yq: 
2 
" (x, (@, 2,25) + a) + Y» (x, (7)-+a%y-+-2°) + =a) 


2 
+Ys (x, (U+%_ +23) +e) (t+ %_-+ 2)? = 0 
geht fiir diese Werthe der y iiber in: 
@* ef a 4 SP oof a A, Set sof A rt 
mt (Set oe) tara? (ss + ae) + or as’ (Ge + Ss) 
ay A, as 


— 2 (&,%_F X2%3+ 5%) Va tae = 9 


welche mit Nothwendigkeit ein Ebenenpaar darstellt. 
Den drei Punkten auf z,—0 entsprechen die Parameter 


A, A, A; 


0 +1 —-1 
«i 0 +1 
+1 —1 0, 
ihre Polaren sind demnach: 
x," a... See. eS .. we... 
a? are? as” = 0, a,? a,? =0, a? wr a, = 0 


Ebenenpaare, deren Doppelgerade die Pentaederebenen 

24,=0, ~%=0, 4=—0 
bestimmen und wie bei allgemeinen Flachen mit ihnen harmonische 
Biischel bilden. Hiermit ist bewiesen: Sobald eine Gerade der Ebene 
des Knotens als Pentaederkante angenommen ist, sind alle iibrigen Ele- 
mente eindeutig bestimmt. 

Es sei noch bemerkt, dass die Doppelgeraden der Polaren den 
Kegel K bilden, nur dem Knoten entspricht doppeltzihlend seine Ebene 
als Polare, wodurch es sich erklirt, dass jede Gerade als Kante aufge- 
fasst werden kann. 

Die speciellen Formen, in denen wir friiher den Gleichungen der 
vorliegenden Flichen begegneten, lassen sich jetzt leicht durch specielle 
Annahme der Kante in 2,0 erkliren, fiir welche zwei oder drei 
Pentaederecken auf ihr vereinigt liegen. — 

Die Ebenenpaare der zerfallenden Polare umhiillen einen Kegel, 
zu dessen Untersuchung wir uns jetzt wenden wollen. Seine Gleichung 
diirfte folgendermassen am einfachsten aufzustellen sein. Ist u,v, =0 
eines jener Ebenenpaare, so hat man identisch: 


(ty Ly Uy Ly Uy Ly) (V, Lo V_%_ + Vy Ls) 
_ #1, of re as ) Hy? , 4( 4s Ay ) x3* 2(%, Ay ) 
— a," A, a2 as? + ae! hy + a? + as! A; ay? + ay” 


a,” 


D (x. +  /ie. 
— 2 (4, Ly Ly Hz X32; ) afatay 
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+ Ss ) = p, ete. 


findet man durch Vergleichung der Coefficienten der x 


— 
1) u,v, — rae 0, 
.  —— 
2) U,V, — at = 9; 
2 ‘ | 
D3) Usv; — ae 0, 
. Ayden 
d © Q _A1 4g ds 
t) u,v, + v,U, + 2 4 org? ors 
a, ded 
ix 4 a © i“2 "3 
D) Uy 0, + 03%, + 2 tata, 
. ” Zp ded 
6) uv v, U. 2 
) ayo) opty + 2 dade, 


Nimmt man hierzu noch 4, + 4, + 4,=0, 


auch ersetzen lisst durch 


== (), 


=(Q. 


welche Gleichung sich 


1 1 1 
7) Py +P. + Ps + 4,4, 4, Cos + agtar,® + a tax) =O, 
so hat man 7 Gleichungen, linear und homogen in den 7 Unbekannten 


1, V2 Us, Py» Poy Dg, 4, 4,45, 
deren Elimination auf die Gleichung des gesuchten Kegels in Ebenen- 





coordinaten: 
x te ee 0 0 
ey 
1 
10 ww, O O — O 0 
| ar" 
00 u4 O j a 0 
as 
9 
P=|u, uu, 0 0 0 0 a bias 
004" fy" Os 
| : | 
( ( ) ‘ 
| ) Us Us ) ( 0 we Pag? og? | 
2 
|v, O uw, O 0 0 hemes 
| | 
1 oe 2 ae 
eae ; , ! 9" a? * 3? a? + 04? at? | 
oder 


P= Uy ty tes (4? + 9? Fy”) PU? ay? U,® + O13? 43° 


— &,? Uy? (Up + Us) 


— 03? Uy?(Uy— Uy) — ay? Uy? (UM, + Uy) = O 


fiihrt, zu der wir noch u,—0 gesetzt denken miissen. 
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Dieser Kegel ist dritter Classe und besitzt die Ebene des Knotens 
zur Doppeltangentenebene lings den Tangenten des Doppelpunkts der 
Curve C. Der Kegel K wird dreimal von ihm berihrt, lings den 
Doppelgeraden der Polaren, welche den drei Wendepunkten von C 
angehdren, wihrend die auftretenden drei Riickkehrtangentenebenen 
von P selbst Polaren der nimlichen Punkte in Bezug auf K sind. Diese 
Siatze sind einfach zu beweisen, wenn man die abgeleitete Gleichung 
anwendet, welche der Wendepunktslinie von C, als Pentaederkante 
gewahlt, zukommt. 


Fig. 1, Tafel Il bringt die auftretenden Gebilde fiir den Fall 
eines U, mit drei reellen Geraden zur Anschauung. Der Knoten von 
C ist isolirt, die Linie ihrer drei (reellen) Wendepunkte ist zur unend- 
lich fernen gewihlt. 


§ 20. 
Classification der Flaichen mit uniplanarem Punkte. 
Die Fliche 
a a3 x55 x53 
Ly (@, + %_ + 23)? + a? + ar,? +—=090 


as 





wird von der Ebene des Knotens entweder in drei oder nur einer 
reellen Geraden getroffen, so lange der Knoten der allgemeinste, ein 
U,, ist. Hiernach sind zwei Arten zu unterscheiden. Den Uebergang 
vermitteln Flichen mit beriihrender Ebene des Knotens; die Discrimi- 
nante der cubischen Form, welche durch die Knotengeraden gegeben 
ist, verschwindet fiir diese Art: 


a, + a, +a, =9, 
und diese Gleichung stellt somit die Bedingung fiir das Auftreten eines 
U, dar. 
Die Curve der Pentaederecken C hat einen Riickkehrpunkt, der 
zur Hesse’schen Fliiche gehérige Kegel K beriihrt die Ebene des 
Knotens liings der Riickkehrtangente von C. 


Der Kegel P ist jetzt darstellbar durch 
(GU, + @& Uy + a, Us) («, (u,? + uu) + a, (uy? + u, u, ) 
+ a, (us? + uy, Uy) ==, 
er ist demnach in einen Kegel zweiter Classe und eine auf ihm 
liegende Gerade (Classenscheitel einer beliebig wihlbaren Leitlinie) 
zerfallen. Wie zu erwarten war, ist letztere die Riickkehrtangente 
von C. Die gegenseitige Lage dieser Gebilde ist auf Tafel III, Fig. 2 


dargestellt, in der der Wendepunkt von C unendlich fern angenom- 
men ist. 
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Die Ebenen der zerfallenden Polaren zeigen insofern ein ver- 
schiedenes Verhalten, als die eine sich um die Riickkehrtangente dreht, 
die andere Tangentenebene des Kegels ist. 


Alle iibrigen Flichen sind Tetraederflaichen (vergl. § 18.), C zer- 
fillt in Gerade, jetzt als Kanten des Tetraeders aufzufassen. In diese 
Arten gehen dann auch die Regelfliichen ein. Die Ausartungen der 
Curve C fiir die einzelnen hierher gehérigen Flichen des § 18. sind 
die folgenden: 


Art: C 
4) und 5) mit U, Drei Gerade, von denen sich zwei im Knoten 
schneiden. 
8) mit U, Eine Doppelgerade, eine einfache. 


Regelflichen 6) und 7) In jeder Ebene der beiden als U, aufzufassen- 
den Punkte der Doppeldirectrix eine solche 
Curve. 

Regelfliiche 9) In der Ebene des als U, aufzufassenden Punk- 
tes ein dreifache Linie. 


Die Flichen 4) und 5) verhelfen uns, in Verbindung mit der ge- 
fundenen Bedingung fiir einen U;, zu Criterien fiir die verschiedenen 
Arten mit U,. Ausgehend von den genannten, welche einem unend- 
lich grossen Werthe einer der Gréssen @ entsprechen, finden wir: 


a) Bei der Annahme reeller z,, x,, 7, in der Flaiche 


(2, + ©, + 25)? + a > ae + os =0-+-a@ <a, <a, 
: drei reelle Linien des U, (Schlifli’sche XU, 1), 
wenn a, + a, S a, ae U,; ( " XV), 
i eine reelle Linie des U, ( » XII, 2). 


Ist «, imaginiir, so ist die Flache ebenfalls von der letzten Art. 


b) Bei der Annahme conjugirter z, und x, in der Flache 


F ( }te)> | (ay —tay)> a 
(22, +2) + (A + a + 3 =, 
Schlifli’sche XII, 1, 
wenn 2a, Sa, | - XV, 
a XII, 2. 








C. Ropensere. Ueber Flichen dritter Ordnung. 


§ 21. 
Zusammenstellung der Resultate. 


Wir geben zum Schlusse eine Tabelle (‘Tafel IV), welche einerseits die 
mdglichen Pentaeder einer Flichenart, andererseits alle Arten, welche 
einem und demselben Pentaeder zukommen, erkennen lisst. Das Vor- 
handensein einer Flache ist durch ein + angedeutet. Die Schlafli’- 
schen Bezeichnungen sind durch zwei Zahlen charakterisirt, so dass 
keine Verwechselung mit der von Herrn Klein und mir benutzten 
entstehen kann. Kingeklammerte Zahlen bei Flichen mit imaginiren 
Knoten bezeichnen die Flichen mit reellen bez. ohne Knoten, zwischen 
denen die betreffenden sich vorfinden, ohne einen Uebergang zu einer 
andern Art zu bewirken*). 


*) Ich beabsichtige im Anschlusse an diese Arbeit eine Collection von Mo- 
dellen der verschiedenen Arten von Fliichen dritter Ordnung und einiger ihrer 
Hesse’schen Fliichen erscheinen zu lassen, welche das concrete Erfassen der 
Singularititen erleichtern werden. 


Im December 1877. 
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Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und die 
Auflésung der Gleichungen fiinften Grades. 


Von 


Fevrx Kier in Mtinchen. 


In meinen ,,Untersuchungen iiber das Ikosaeder“ (diese Annalen 
Bd. XII, p. 503 ff.) hatte ich mir ausdriicklich vorbehalten, noch aus- 
fiihrlich auf die Theorie der elliptischen Functionen und ihre Bedeu- 
tung fiir die Auflésung der Gleichungen fiinften Grades zuriickzukommen. 
Ich wiinschte die in dieser Richtung vorliegenden Entwickelungen vom 
Ikosaeder aus zu verstehen und woméglich zu vereinfachen.. Zugleich 
hoffte ich neue Gesichtspunkte fiir die Behandlung der elliptischen 
Functionen zu gewinnen. Auf solche Art ist die nachfolgende Arbeit 
entstanden. Einmal soll sie meine friiheren Untersuchungen iiber Glei- 
chungen fiinften Grades vervollstindigen und in gewisser Hinsicht ab- 
schliessen; nach der anderen Seite soll sie den Zugang zu umfassenderen 
Fragen erdffnen und also eine Vorarbeit fiir weitere Untersuchungen 
sein*), 

Dabei muss ich von vorneherein betonen, dass mein Ausgangs- 
punkt zur Behandlung der elliptischen Functionen mit demjenigen enge 
verwandt ist, den Hr. Dedekind in seinem Aufsatze iiber elliptische 
Modulfunctionen (Borchardt’s Journal Bd. 83) benutzt hat. Ich muss 
das hier um so mehr, als ich, damals mit diesem Aufsatze (der im 
September vorigen Jahres erschien) unbekannt, der Naturforscherver- 
sammlung in Miinchen ein erstes Resultat meiner Untersuchungen vor- 
legte**), das sich aus den Dedekind’schen Entwickelungen unmittel- 
bar ergiebt. 


*) Siehe z. B. eine Note: Ueber Gleichungen siebenten Grades, die ich am 
4. Mirz 1878 der Erlanger Societiit vorlegte. 


**) Amtlicher Bericht, p. 104. 
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Abschnitt |. 


Einiges iiber die Perioden des elliptischen Integrals 
erster Gattung. 


In diesem ersten Abschnitte stelle ich eine Reihe von Beziehungen 
zusammen, welche nicht eigentlich neu sind, sondern fast alle in den 
letzten Jahren von verschiedenen Seiten her entwickelt worden sind, 
die aber in ihrer Gesammtheit noch wenig bekannt zu sein scheinen, 
so dass ich sie zum Verstindniss des Folgenden hier vorausschicken 
muss. 


$ 1. 
Die rationalen Invarianten des elliptischen Integrals. 
Beziehung zu den Perioden. 


Das elliptische Differential : 


(1) I da 
V f(x) Vayx' + 4a,25 + 6a,2?+ 4a,” + a, ‘ 
welches homogen geschrieben die folgende Form annimmt: 


x, da, — X,d x, 
Vado ty* + 404,22 + 6 ay.0,2 xg? + 4 a2, 2_5 + ay Xo! : 

kann als Covariante der im Nenner stehenden biquadratischen biniren 
Form angesehen werden; denn fiihrt man statt x,, x, durch eine lineare 
Substitution neue Veriinderliche ein, so tritt die Substitutionsdetermi- 
nante als Factor vor. Demnach ist es wesentlich abhiingig von den 
rationalen Invarianten dieser biniren Form. Im Anschlusse an die 
Vorlesungen von Weierstrass bezeichne ich diese Invarianten mit 
Jo» Js und schreibe demnach: 


(2) . J, = 4,4, — 44,4, + 34,2, 
Ay Ga, Gy | 

(3) Gs == | % GF Gs 
fly A, a, 


Aus g, und g, setzt sich die Discriminante A der biquadratischen Form 
in bekannter Weise zusammen: 


(4) A =g,> — 279;'. 
Ich benutze sie, um die absolute Invariante zu bilden. Als solche 
wihle ich nimlich nicht, wie gewohnlich geschieht , a. sondern ae . 


Bezeichnet man sie mit J, so hat man also die Formeln: 


ae = Ser 
(5) J = _s J i— Az 
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Es wird sich in den folgenden Paragraphen darum* handeln, die 
Perioden des aus dem Differential (1) entspringenden elliptischen Inte- 


grals 
fe. 
J Vita)’ 


welche @, und @, genannt werden sollen, durch g,, g, auszudriicken, 
oder aber, was fiir die folgenden Untersuchungen zuniichst zweck- 


miissiger ist, das Verhdiltniss der Perioden = = durch die absolute 


Invariante J darzustellen. Man koénnte a, und @, die transcendenten 
Invarianten nennen. Ihre transcendente Natur findet darin ihren Aus- 
druck, dass sie unendlich vielwerthig sind. Denn mit @,, @, ist, wie 
bekannt, jedes andere Werthepaar 


(6) ss Neathuc + Ba, 
a, = ya, + do, 
gleichberechtigt, sofern a, B, y, 0 (wie immer im Folgenden) ganze 
Zahlen bedeuten, deren Determinante ad — By gleich Eins ist. Die 
Formel (6) giebt zugleich alle Werthe, deren w,, @, bei einem vor- 
gelegten Integrale fahig sind. — Invarianten aber sind die Perioden, 
weil sie sich nur um die Substitutionsdeterminante als Factor andern, 
wenn man in das gegebene Integral statt z,, 2, neue Veranderliche 
durch lineare Substitution einfiihrt. 
Soll man mit Hiilfe der Perioden absolute Invarianten bilden, so 


o : -” ° o 
hat man zuniichst das Periodenverhiltniss @ —-—!, man hat ferner 
@,? 


solche Combinationen wie @;'//A, a:j/g,, @//g3, wo i= 1 oder 2 
sein mag. Ks ist vielfach zweckmiissig, das elliptische Integral in der 
Weise zu normiren, dass seine Perioden ohne Weiteres absolute In- 
varianten sind. Man schreibe also das Integral etwa in folgender 
Form, die weiterhin gelegentlich als Normalform bezeichnet sein soll: 


We ie 
J . Via) 


Diese Normalform (7) ist natiirlich im einzelnen Falle nur bis auf eine 
zwolfte Kinheitswurzel bestimmt. 


(7) 


§ 2. 
Die algebraischen Invarianten des elliptischen Integrals. 

Wenn man die vier Wurzeln der Gleichung /(z)=0 (die Ver- 
zweigungspunkte des Integrals) als gegeben ansieht, so setzt sich die 
absolute Invariante J bekanntermassen aus denjenigen Ausdriicken 
rational zusammen, die man in der synthetischen Geometrie als die 
8 


Mathematische Annalen. XIV. 
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Doppelverhdltnisse der vier Wurzeln bezeichnet. Nennt man eins der- 
selben 6, so sind die iibrigen durch die oft gebrauchten Formeln ge- 
geben: 


1 1 6—1 6 
(8) a FR oak Ve? Sor 


und die absolute Invariante J erhilt den Werth: 


_. & - @—e+e) 
(9) Jom Get 
oder 
(9a) J =. t2. C2ER-PO—-OP oy 


27 o? (1— o)* 

Diese Gleichung (9), welche ich die Gleichung fiir das Doppel- 
verhdliniss nennen will, ist nach Formel (8) eine derjenigen mit linearen 
Transformationen in sich. Sie gehért, nach der von Schwarz und 
mir bei friiheren Gelegenheiten gebrauchten Ausdrucksweise, dem 
Doppelpyramidentypus an, und zwar ist die betr. Doppelpyramide eine 
sechsseitige. Ich gebrauche im Folgenden vor allen Dingen die con- 
forme Abbildung, welche durch unsere Gleichung vermittelt wird, und 
will dieselbe also hier ausfiihriich schildern, ohne iibrigens die sehr 
elementaren Beweisgriinde anzugeben. 


Man interpretire die complexen Werthe von J in einer Ebene, 
die complexen Werthe von 6 auf der Kugel, und Letzteres in der Art, 
dass 6 — 0, 1, oo drei iiquidistante Punkte eines grdéssten Kreises, 
welcher der Aequator heissen soll, entsprechen. In ihnen wird J = co 
und also A=0(. Die Werthe 62, 4, —1 (fiir welche g, ver- 
schwindet und J = 1 wird) gehéren dann ebenfalls drei aiquidistanten 
Punkten des Aequators an, welche zwischen den erstgenannten in der 
Mitte liegen: 


Siar 1. Fiir J = 0, resp. g, =0 ergeben sich die 
“easy 
ee beiden Werthe o = —" +} 3. sie sind 
/ + durch Nord- und Siidpol der Kugel vorgestellt. 
-4, 2 


Jetzt zerlege man die Kugel durch die 
| sechs Halbmeridiane, welche Nord- und Siid- 
pol mit den sechs auf dem Aequator markir- 
\ ten Punkten verbinden, und iibrigens durch 
<i / “den Aequator selbst in 12 sphirische Dreiecke. 

as a Die conforme Abbildung ist dann einfach die, 
7 dass 6 ein solches sphiirisches Dreieck durch- 
*) Vergl. z. B. Clebsch, Theorie der biniren algebraischen Formen, p. 170. 


— Uebrigens werde ich solche Formeln spiter immer in der Art zusammerfassen, 
dass ich schreibe: 


J: J —1:1=4(1—6+6?): (1-6)? (2—o)? (1 —26)? : 27 o2(1—)®. 











Elliptische Functionen und Gleichungen fiinften Grades. 115 


lauft, wenn sich J tiber seine positive oder seine negative Halbebene 
bewegt. Die Ecken entsprechen in der soeben angegebenen Weise 
J=0,1, co. Schraffirt man diejenigen Dreiecke, welche der posi- 
tiven Halbebene J entsprechen und lisst die anderen frei, so ergeben 
die beiden Halbkugeln, auf die Aequatorebene parallel zur Axe pro- 
jicirt, folgendes Bild: 


Figur 2b. 





Noirdliche HaTtbkugel. Siidliche Halbkugel. 


Ich habe in die nicht schraffirten Gebiete die Ausdriicke o, =; 
z . o¢—1 6 
i—o’ oe £9 
Drehungen kenntlich sind, welche die Kugel bei den betr. Substitutionen 
erfahrt. 

Uebrigens ist die hiermit geschilderte Figur im Wesentlichen iden- 
tisch mit derjenigen, die ich friiher (Math. Annalen Bd. IX, p. 191) 
zur Versinnlichung des Formensystems einer biniren cubischen Grund- 
form angegeben habe. in der That, schreibt man statt o homogen 


6 
‘so hat man: 
2 


l—o, in der Weise hineingeschrieben, dass die 


machend 


J:J—1:1—4(6,?—6,6,+6,7)': [(6,-+6,) (6, —26,) (26, —6,)]} 
: 27 [6, 6, (6, —6,)]’, 
und betrachtet man hier 6,6,(6,— 6,) als biniire cubische Grundform, 
so ist (von Zahlenfactoren abgesehen) (6,2—6,6,-+6,°) die Hesse’sche 
Form derselben, (6,-++6,) (6,—26,) (26,—6,) die Functionaldetermi- 
nante beider. 
Der Modul x und die Legendre’sche Normalform*). 

Man kann durch lineare Substitution erreichen, dass die binare 

Form f in 
1 Y2 (Ys — Yo) (Yi — 92) 


*) Vergl. die Darstellung bei F, Miiller, Schlémilch’s Zeitschrift, XVIII. 
p. 280. 


g* 





nn 
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iibergeht, wo 6 irgend eines der sechs Doppelverhiltnisse ist. Dann 
also wird, von einem Zahlenfactor abgesehen, das elliptische Integral 


(10) ; Y2d ys — Vid Ys -f- eR f 
J Vir y2(Y2—%) (Y2— 691) Vy (i—y) (1—sy) 
Die Invarianten g,, g,, A nehmen folgende Werthe an: 
4 
o®—oc+1 
92 —_ 12 ? 3 
1) (26 —1) («—2) 
(11) g, = STN Gee) , 
__ o* (1—)* 
i= 256 


. . . . 12 . - 
und normiren wir (10), indem wir //A im Zihler zusetzen, so kommt: 


6 /— : 3 ; 
= -dy /%%-ay 
¢ 16 4 
(12) = 
J Vy(i—y) sy) Vy -(1—y) (L—x*y) 
wo ich, wie es iiblich ist, 6 = x?, 1 — 6 = x’? gesetzt habe*). Der 
Modul x ist also hier die Quadratwurzel aus dem Doppelverhiltnisse 
und als solche von keiner wesentlichen Bedeutung. Vielmehr ist das 
Doppelverhiiliniss selbst im Folgenden iiberall die eigentlich in Betracht + 
kommende Grésse, und ich schreibe nur gelegentlich x? statt 6, um 
die Formeln den gewoéhnlich gebrauchten ahnlicher zu machen. 
Nun aber betrachtet man durchgiingig nicht (10) als die einfachste 
Form des elliptischen Integrals, sondern die Legendre’sche Normal- 
form : 


’ dz 
13 | Ad 
) J N—21—-22 


die, von dem Zahlenfactor 2 abgesehen, aus (10) durch die quadratische 
Transformation y = 2? entstcht. Dem gegeniiber kann nicht stark 
genug betont werden, dass alle Entwickelungen in der Theorie der 
elliptischen Functionen, welche an Jacobi’s Darstellungsweise an- 
kniipfen, sich im.Wesen der Sache auf das Integral (10) beziehen und 
nur der historischen Continuitit zu Liebe im Legendre’schen Nor- 
malintegrale ihren Ausgangspunkt nehmen. In der That, die Perioden » 
von (13) sind nach Jacobi’s Bezeichnung 4K, 27K’, wihrend (10) 


-", 


2K und 2iK’ als Perioden ergiebt; und 3 ist diejenige Grosse, 


*) Was Hr. Dedekind in seinem Aufsatze Valenz nennt, ist also nichts 
Anderes als die absolute Invariante des Integrals (10) oder (12): 
za 4. (tot) 


27 6? (1—o)? 
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welche man als transcendenten Modul zu betrachten pflegt, nicht 

ik’ 

2K : 

Legendre’sche Integral aus dem allgemeinen 7 ira durch lineare 
zx 


Anders ist es vielfach in Abel’s Arbeiten; bei ihm wird das 


Substitution hergestellt. Ich werde weiter unten noch auf die sich dann 
ergebenden Beziehungen zuriickkommen, und bemerke hier nur, dass 
dann die Bedeutung von x minder einfach ist (siehe Abschn. II., § 9.). 


§ 4, 


Die quadratische Transformation und die Transformation 
vierter Ordnung. 


Neben dem Legendre’schen Integrale entstehen aus (10) durch 
quadratische Transformation noch zwei andere, die man erhalt, wenn 
man (1—y), bez. (1—oy) durch 2 ersetzt. Fiir den soeben gekenn- 
zeichneten Standpunkt sind diese drei Integrale gleichberechtigt, und 
so mégen sie, von Factoren befreit, hier zusammengestellt werden. 


Es sind diese: 
Wr 1-62” 


(14) al -1—(1—e)2 ’ 


te=wa -1—(e—1)# 


Fiir ihre Invarianten hat man folgende Werthe: 





| I» Is | A 

I |} -e+14641 | o? — 3362 — 336+1 6 (1—s)! 
12 | 216 16 

| o@—166+16 | —o—300?+960—64 | ot(l—eo 

(15) | — == — hb 
12 | 216 | 16 

Wy | 1— 16+ 166 |} —1— 306 + 96 08 — 646% | 6(6—1) 


| 12 216 16 


und also fiir die Grésse J in den drei Fallen: 


_ (@+4+146+41)?  (c&§—166416)8 (1-166 166%)? 
(16) a= 108 6(1—«)* ? 108 64(1—«s) ” 108 ¢(1—<«) 
Wir kénnen an diese Formeln Folgerungen fiir die quadratische und 
die biquadratische Transformation des elliptischen Integrals kniipfen. 
Kinmal hat man: 








| 
| 
| 
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Ist J die absolute Invariante des gegebenen Integrals, so erhiilt man 
die absoluten Invarianten der durch quadratische Transformation hervor- 
gehenden Integrale, wenn man einen Werth von 6 der Gleichung ent- 
nimmt : 

F ex 2 (o®#—o+1)8 


27° at (1—a)? 


und thn in die Ausdriicke (16) eintrdgt. Oder auch: wenn man die 
sechs Werthe von 6 der vorstehenden Gleichung entnimmt und sie in 
einen der drei Ausdriicke (16) eintrigt (wobei nur drei verschiedene 
Werthe resultiren). 

Andererseits folgt: 


Will man die Invarianten derjenigen Integrale berechnen, die aus 
dem gegebenen mit der Invariante J durch Transformation vierter Ord- 
nung hervorgehen, so bestimme man aus einer der drei Gleichungen (16) 
die sechs Werthe von o und trage sie in eine zweite der drei Glei- 
chungen ein. 


§ 5. 
Darstellung der rationalen Invarianten durch die Perioden. 


Ich stelle hier einige den Jacobi’schen Fundamenten entnom- 
mene Formeln zusammen, die man zur Berechnung von A und g, und 
also von J benutzen kann. Nach dem, was soeben gesagt wurde, ent- 


spricht das Jacobi’sche = Soll der Zihler dem 
Zahler, der Nenner dem * See zugeordnet werden, so beachte man, 


dass , '//A resp. , j/g, absolut invariant ist. Daher kommt: 


(7-0, 2K, 


’ «, 
K unserem @ == _ 


(17) 

| WA. o, 2K oe, 
sowie: 

| V9, ° = 21K’ ‘i =a, 
(17a) 


| V9 /-__ee gael aD 
Nun findet man p. 89 der Fundamenta: 


© ° r3 K’ 
{(1—q?) (I— a) a) «8 EEE, gamete. 
a3 a“ 
Also folgt: 


(18) @). Va=x-g-T(1—¢’)’, q=e'*". 
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Diese Formel lisst A aus @,, @, berechnen*). (Umgekehrt kann 
sie auch dazu dienen, um bei dem normirten Integrale, bei welchem 
A = 1 ist, @, und @, durch ihr Verhiltniss  auszudriicken.) 

Man findet ferner p. 114 der Fundamienta: 

4s 2K\4 3 a 234! 33 g6 
(—efe) CZ) 1415-16 {9+ 4 Me. , 
also, vermége (17a): 


' 1 ¢ P 23q' 33 q® 
(19) 9 (2) =77+20{ 224+ {+ e5+- 


i—q a 


. 
—— 


Aus dieser Formel berechne man g,. 
Beachten wir noch, welchem Werthe sich J = * nihert, wenn 
q verschwindet. Man findet in erster Anniherung: 
6 or, 1 
(20) = 1728 q? - 
§ 6. 
Das Doppelverhaltniss als Function von w. Conforme Abbildung. 


Man kann bekanntlich die Perioden 2K, 21K’ als hypergeome- 
trische Reihen darstellen, die Particularlésungen derselben Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit 6 = x? als unabhiingiger Verinderlicher 


sind. Daher bildet der Quotient o — = die Halbebene o auf ein 


Kreisbogendreieck ab, und " 
es zeigt sich, dass die Figur 3. 
Winkel dieses Dreiecks 
siimmtlich Null sind**). 7 
Benutzt man fiir 2 K, 21K’ 
die gewéhnlich angegebe- 
nen Reihenentwickelun- 
gen, so haben die beiden 
Dreiecke, welche der posi- 
tiven and negativen Halb- 
ebene o (der nordlichen 


Vy yj YY y 
und siidlichen Halbkugel) Yo Yj 
entsprechen und von de- UY 2 
nen das erstere schraffirt eo. 
werden soll, in der @- 


09-4 
Ebene die in Figur 3. O-2 
gegebene Lage. 

















*) Die rechter Hand in (18) stehende Function ist von dem Factor a abge- 
sehen, das Quadrat der bei Dedekind zu Grunde gelegten Function n(o). 
**) Siehe Schwarz in Borchardt’s Journal Bd. 75, p. 319. 
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Zwei Dreieckseiten sind, wie man sieht, gerade Linien geworden, 
welche sich, als parallele Linien, unter einem Winkel gleich Null treffen; 
die dritte Seite ist ein Halbkreis, der die beiden geradlinigen Seiten 
in Punkten der reellen Axe beriihrt. 


Vervielfiltigt man diese Dreiecke nach dem Gesetze der Symmetrie, 
so erhilt man eine beliebig zu vermehrende Zahl derselben, welche in 
liickenloser Aufeinanderfolge die positive Halbebene @ iiberdecken, aber 
niemals auf die negative Halbebene hiniibergreifen. Ihre Spitzen liegen 
alle auf der Axe der reellen Zahlen und driingen sich dort in jedem 
rationalen Punkte zu unendlich vielen zusammen. Die folgende Figur 


(die nach Belieben vervollstiindigt werden kann) mag dies Verhiltniss 
erlautern. 





Diese Figur giebt in vollig anschaulicher Weise, wie @ als Function 
von 6 verzweigt ist. Wollte man die Riemann’sche Fliche con- 
struiren, welche @ als Function von o darstellt, so wiirde man unend- 
lich viele Blatter erhalten, welche bei 6 = 0, 1, oo unendlich oft zu 
unendlich vielen zusammenbiingen wiirden. Statt dessen benutzen wir 
hier den Umstand (der sich aus der conformen Abbildung selbst obne 
Weiteres ergiebt), dass 6 eine eindeutige Function von ist und zer- 
legen die Ebene @ in unendlich viele den Halbebenen von o entspre- 
chende Gebiete. Ich betone dieses Verfahren, weil ich es spiter oft 
benutze, um Verhiiltnisse klar zu legen, die sich auf der mehrblittrigen 
Riemann’schen Fliche kaum iibersehen lassen. 


§ 7. 
Die Invariante J als Function von a. 


Man beachte jetzt, dass sich nach § 2. die Halbebene o (resp. 
die von dem Aequator begrenzte Halbkugel 6) in sechs Unterdreiecke 
zerlegt, welche den Halbebenen J entsprechen. Genau ebenso kann 
man ein Kreisbogendreieck, dessen siimmtliche Winkel gleich Null sind, 
in sechs Unterdreiecke zerlegen. Fiir das symmetrisch gestaltete Drei- 
eck dieser Art ziehe man einfach, wie Figur 5. zeigt, die drei Héhen: 














ean oll 
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die Unterdreiecke sind dann geradezu congruent. Figur 6. 
Allgemein also hat man zum Zwecke der Zer- 

legung durch jede der drei Ecken denjenigen N 
Kreis zu ziehen, der in der Ecke die beiden / 


dort zusammenstossenden Kreisbogen _beriihrt, 


wihrend er auf der dritten Seite senkrecht steht. e 
LZ 








Dies liefert z. B. bei den Dreiecken der Figur 3. 
das in Figur 6. gegebene Bild. 7 N\ 
Jetzt folgt aus dem Princip der Symmetrie: 
dass sich eben iiber ein solches kleines Dreicck 
bewegt, wenn J iiber seine Halbebene liuft. 


Figur 6. 


Man erhilt also die conforme Abbildung, 
welche die Beziehung zwischen J und @ dar- te sl 
stellt, wenn man jedes Dreieck der Figur 4. 4 
in der nun angegebenen Weise in sechs kleine / 
Dreiecke zerlegt und diese Dreiecke, der Zeich- 


nung 2 entsprechend, abwechselnd schraffirt, VA \ 
\} 








resp. freiliisst. So entsteht die Figur 7. / 





Will man die Sache anders darstellen, indem 
man @ als Function von J durch eine unendlich-blittrige Riemann’sche 
Fliiche repriisentirt, so folgt, dass bei J =0 immer je drei, bei J= 1 
immer je zwei, bei J —co 
immer unendlich viele 
Blitter cyklisch zusam- 
menhanyen. 

Diese Figur nun - 
welche die eigentliche 
Grundlage fiir das Nach- 
folgende abgiebt — ist 
eben diejenige, von der Gi 
Dedekind bei seiner : 7 
Darstellung ausgeht. Er 
kommt zu ihr durch rein 
arithmetische Betrach- ~—— 
tung. Die Werthe von 
@, welche zu einem Werthe von J gehdéren, sind, wie oben bemerkt, 
aus einem solechen Werthe ‘durch die Substitutionen 


Figur 7. 











J-a 


99 ; ao + 6 > at 

—— o= — > ad == —= 1 

(22) cae? By 

zu berechnen. Nennen wir solche Werthe von @ einander dquivalent, 
so ist aus der Entstehung unserer Figur klar, dass man zu einem be- 
liebig gegebenen Punkte der positiven Halbebene w, der einem schraf- 
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firten oder nicht schraffirten Dreiecke angehéren mag, die Gesammt- 
heit der mit ihm fquivalenten erhilt, wenn man in allen schraffirten, 
bez. nicht schraffirten Dreiecken die entsprechend gelegenen Punkte 
markirt. Umgekehrt also — und das ist der Weg, den Hr. Dede- 
kind-einschligt — muss man, von der Untersuchung der Substitutio- 
nen (22) ausgehend, zu unserer Dreiecksfigur gelangen, und dann, 
wenn man will, von ihr aus zur Definition der Grosse J (der Valenz). 
Dieser Weg hat in principieller Hin- 
sicht vor dem hier von mir ein- 
geschlagenen durchaus den Vorzug; 
aber ich wiinschte mich moéglichst an 
die bekannten Resultate der Theorie 
der elliptischen Functionen  anzu- 
schliessen, da ich spiter doch auf sie 
zuriickgreifen muss, wenn ich nicht zu 
weitliufig werden will. 

Uebrigens sei es mir weiterhin ge- 
stattet, die Dreiecke der Figur 7. als 
' Elementardreiecke zu bezeichnen. Die 
Vierecke aber von der Art des in neben- 
stehender Figur dargestellten, welche 
| durch Aneinanderlegung zweier Ele- 
mentardreiecke entstehen und somit als 
Bilder der (zweckmiissig zerschnittenen) Gesammtebene J gelten kénnen, 
sollen gelegentlich Elementarvierecke genannt werden. 

















§ 8. 


: ; ee ,__ ao+p- 
Eintheilung der Substitutionen o = ar 


Unter Benutzung der nunmehr gewonnenen Figur ist es sehr leicht 
und fiir viele Zwecke sehr niitzlich, sich ein deutliches Bild der Trans- 
formationen (22): 

of = ert, («8 —By=1) 
zu machen. Beachten wir hier nur die bei einer solchen Transfor- 
mation fest bleibenden Elemente. Sie kénnen conjugirt imaginir, zu- 
sammenfallend, oder reell und verschieden sein. Im ersteren Falle will 
ich die Substitution eine elliptische, im zweiten Falle eine parabolische, 
im dritten eine hyperbolische nennen. Bei einer elliptischen Substi- 
tution gehért eins der beiden festbleibenden Elemente der positiven 
Halbebene @ an, die durch unsere Figur iiberdeckt wird. Markiren 
wir vorab in ihr die zu einem beliebig gewihlten Anfangswerthe fqui- 
valenten Punkte und fragen nun, wann von diesen verschiedenen Punk- 





oe 








- 
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ten im besonderen Falle einige zusammenfallen kénnen. Es ist das 
offenbar nur dann der Fall, wenn wir es mit einer Ecke des Funda- 
mentaldreiecks zu thun haben. Fiir die eine Ecke ist J=0O (g,=0), 
die mit ihr aquivalenten Punkte riicken zu drei und drei zusammen. 
Fiir die zweite Ecke ist J = 1 (g,—=0) und die aquivalenten Stellen 
sind zu zwei und zwei vereinigt. Die dritte Ecke kommt hier nicht 
in Betracht, da sie der Axe der reellen Zahlen angehért. Nun repri- 
sentirt in Figur 8. die eine Ecke des schraffirten Dreiecks, (g, 0), 


AEEE, die andere (g,=0) den Werth i. 


Dementsprechend werden wir den Satz aufstellen: 

Von elliptischen Substitutionen o' = vets 
sen; die Einen haben die Periode Drei, die anderen die Periode Zwei. 
—1+V—3 
a, 


den Werth a = 9 = 
giebt es nur zwei Clas- 


Die ersteren lassen solche Punkte ungedndert, welche mit 
die anderen solche Punkte, die mit +-i dquivalent sind. 
Arithmetisch bestiitigt sich dies durch folgende einfache Ueber- 


legung. Die Realitiit der bei den Substitutionen @ — wort fest- 
bleibenden Elemente hingt wegen ad —By—1 von dem Vorzeichen 
der Grosse (a + 0)?— 4 ab. Soll also die Substitution eine elliptische 


sein, so kann (@-++ 0) nur Null oder + 1 sein. Im ersteren Falle 





sind die festbleibenden Elemente o = —ext im anderen Falle 
= = 
—é+- 140 3 
wo = ; ——, und dies sind Werthe, welche mit +-i, bez. 
TS ee ; . ; 
mit- ——= iiquivalent sind. — Allgemein berechnet man die Pe- 


riode einer Substitution, indem man letztere auf die Gestalt bringt: 
o —a o—a 
a’ —b ons o—b’ 
wo a, b die beiden festbleibenden Elemente sind; ist dann » der Ex- 
ponent der niedrigsten Potenz von 4, welche gleich Eins ist, so ist n 
die Periode. Nun ergiebt sich in unserem Falle mit Riicksicht auf 
«0d —By—=—1 durch Coefficientenvergleichung : 


A+ += (a+0)?—2. 


Setzen wir hier (#-++ 0) 0, so kommt A= — 1, setzen wir (2+ 0)—-+-1, 
—1+)V—3 


so kommt 4 = —-—“-—-—.,, womit bestiitigt ist, was tiber die Perio- 
den der elliptischen Substitutionen gesagt wurde. 
Die Bestimmung der Doppelelemente zeigt, dass man eine para- 


bolische Substitution hat, wenn (a+ 0) = - 2 ist. Die Periode der 
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Substitution (welche dann nicht mehr durch die letztangegebene Regel 
gegeben wird, da die festbleibenden Elemente zusammenfallen) ist dann 
nothwendig unendlich; das festbleibende Element wird gleich — = 
Das heisst: , 

Jeder rationale reelle Werth von @ ist festbleibendes Element bei 
einer parabolischen Substitution. 

Diese festbleibenden Elemente sind also keine anderen als diejeni- 
gen, in denen Joo, A=O wird. In der That stossen in jedem 
solchen Punkte unendlich viele Elementardreiecke zusammen. — 

Fiir die hyperbolischen Substitutionen endlich ergiebt sich, dass 
auch sie eine unendlich grosse Periode besitzen und dass die bei ihnen 
festbleibenden Elemente niemals rationale Werthe aufweisen. Denn 
die Quadratwurzel aus (a#-+0)?— 4 kann nie rational sein, wenn 
ja+d| > 2 ist. 


§ 9. 


Die Perioden ,, w, als hypergeometrische Reihen, welche nach J 
fortschreiten. 


Die Dreiecksfigur des § 7. lehrt uns ferner, @, und @, in Function 

der rationalen Invarianten zu berechnen. Zuvodrderst ergiebt sich, dass 
Ss ? 

a, 


@ = —* der Quotient zweier Particularlésungen einer hypergeometri- 


schen Differentialgleichung ist, deren unabhiingige Veriinderliche die 
absolute Invariante J ist. Denn allgemein vermittelt der Quotient 
zweier Particularlésungen der hypergeometrischen Differentialgleichung 
die Abbildung der Halbebene auf ein Kreisbogendreieck*). In unserem 


. . . . r . . 1 ti 
Falle sind die drei Winkel des Kreishogendreiecks = 0, 7) und 
wir kénnen daher die Constanten a, 6, y der hypergeometrischen 
Differentialgleichung nach bekannten Formeln folgendermassen wihlen: 
1 1 2 
te FO Ee I; 
Die Differentialgleichung lautet dann: 
1? z 2 7 dz g 
» Jsa-s)-- (--iJ)- 3 - i =0 
(23) ( ) dJ* + 3 6 J dJ 144 i 
Ich will nun zuerst zwei Particularlésungen z,, 2, dieser Diffe- 
rentialgleichung in der Weise angeben, dass @ = — sich eben tiber 
7 
das in Figur 8. gezeichnete Elementarviereck bewegt, wenn J seine 
ganze Ebene durchliuft. Ich setze jede der Particularlésungen 2,, 2, 
in drei Formen, von denen fiir ein gegebenes J immer mindestens eine 


*) Vergl. die Abhandlung von Schwarz in Borchardt’s Journal Bd. 75. 
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convergirt. Von den doppelten Vorzeichen gilt das obere fiir ein J, 
das der positiven Halbebene angehért, das untere fiir die J der nega- 
tiven Halbebene. Man findet durch elementare Methoden: 


— oF "Cote. we +28, ved) 
Ge (e= 0) 


= V3 ((oe @ 1) -2): F(~ 3? => 1, =) 


- 1 
—aF(, +e ter 1420, —a)) 
de ~ (9=0) 


T1(0) «1 (— *) 
m1(— i) 1 (- ‘ 


i) 
a 


/ 
=+V3V24 73. F(t, 4,2, 4) 


(24) T1(0)-11(— =) . > 3 
(9 3)) enw 59.59 I—d 
+ (i + ( +V )) n(—4)-n(- 5 Ge 12? 9? ) 
—o- il = a I, r) 
= Py - = 7 ss I, "rs r) 


m(-¥) 
ED} 


T1(0)- m1(- = 


m1(— i 1 1) 


~~ Ws Vou y3- 


a 
y Gy 12’ 3 9) 


FG ‘a :* 1 J). 





+ (1+ 2@+73)%)- 


Hier bedeutet & die Zahl 
— 5 log 2 — 3 log 3 4+ 2 3 log (2—/3). 


Um jetzt @,, @, selbst zu berechnen, setze man '//A- o, = Mz,, 
‘V4 + @, = Mz,, wo M einen Multiplicator bedeutet, und findet zu- 
nachst: 
da@, da, — iM? —3% —4 

iy ee rt egn.ay, 
dJ 2 dd en VO 


Nun ist aber nach dem Friiheren 


3 i 3 , 
ae Fa % 2 “un 
VAO-a,=2iK — ; YR. a,=2K/ 7 
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und man hat die bekannte Formel: 


_ wii) in 


ogee |6OCK 
iK’- d(x) d(x*) srs 4 x2 (1— x?) ; 


Der Vergleich ergiebt nach kurzer Zwischenrechnung: 


M = —>—» 
V2 V3 
und also haben wir fiir @,, @, allgemein folgende Darstellung: 
oO, = ~ * 
SS eee * ez ? 
. V2 V3 Va 
(25) 
nay 1 2» 
a, = 7 a>" 
V203 VA 


f(a) 
zur Berechnung der Perioden @,, , durchaus nicht der Auflésung der 
Gleichung f= 0, wie man gewohnlich annimmt, indem man die Pe- 
rioden durch die zwischen den Verzweigungspunkten genommenen In- 
tegrale definirt. Sondern es geniigt, aus den Coefficienten von f die 
rationalen Invarianten zu berechnen und ihre Werthe in (24), (25) 
einzutragen. 


Ist also ein elliptisches Integral ine vorgelegt, so bedarf man 


Der Erste, der dieses Resultat abgeleitet hat, scheint Hr. Bruns 
zu sein*). Ich glaubte es hier von mir aus entwickeln zu sollen, weil 
es fiir das folgende durchaus wesentlich ist, die Beziehung zwischen 
den Perioden @,, @, und den Invarianten g,, g,, A als eine directe 
zu betrachten, zu deren Herstellung man der Vermittelung von 6 =x? 
nicht bedarf, und habe eben deshalb auch die fertigen, bei der Be- 
rechnung unmittelbar brauchbaren Formeln hergesetzt. 


*) Dorpater Festschrift: Ueber die Perioden der elliptischen Integrale erster 


und zweiter Gattung. 1875. Hr. Bruns beschriinkt sich auf die Betrachtung des 
Integrals 


{ dx 
) Vix'— qa — gy 


und giebt den hypergeometrischen Reihen eine etwas andere Form. 





Pee ee Oe et 
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Abschnitt Il. 


Die Gleichungen zwischen den Invarianten bei 
Transformation der elliptischen Functionen. 
Auflésung der Jacobi’schen Gleichungen sechsten 
Grades mit A —0. 

a 


Gleichungen, welche einen Parameter enthalten. 


Mr 


Ks sei a ee 
eine Gleichung, in der s die Unbekannte, z einen verinderlichen Para- 
meter bedeuten soll. So construire man iiber der Ebene, welche die 
complexen Werthe von ¢ reprisentirt, die zu s gehérige Riemann’- 
sche Fliiche. Dieselbe hat eine doppelte Kigenschaft, welche sie ge- 
eignet erscheinen lisst, als gemeinsames Charakteristicum aller Glei- 
chungen zu dienen, die aus g =O durch Tschirnhausentransfor- 
mation entstehen. Erstlich nimlich bleibt sie ungeindert, wenn man 
statt s eine rationale Function s’ von s und zg als neue Unbekannte 
einfiihrt; zweitens gilt auch der umgekehrte Satz, dass s’ in s und z 
rational ist, wenn s in Bezug auf z dieselbe Riemann’sche Flache 
besitzt wie s. 

Handelt es sich also darum, eine Gleichung, die den Parameter 
z enthalten soll, in einfachster Weise aufzustellen, so studire man zu- 
niichst die zu ihr gehérige tiber der z- Ebene construirte Riemann’- 
sche Fliiche. Dann fiihre man als Unbekannte die einfachste algebraische 
Function ein, welche in dieser Riemann’schen Fliche existirt. 

Diese Forderung einer einfachsten Function wird, sobald das Ge- 
schlecht p der Riemann’schen Flaiche grésser als Null ist, einer 
Definition bediirfen und je nach dem Zwecke, den man verfolgt, ver- 
schieden ausfallen. Ist aber pO — und das ist der Fall bei allen 
im Folgenden explicite behandelten Gleichungen — so kaun kein Zwei- 
fel sein, dass man als einfachste Function diejenige zu betrachten hat, 
durch die sich alle anderen rational ausdriicken. Diese Function, die 
weiterhin t genannt werden soll, ist, von linearen Substitutionen 


(r= —s abgesehen, vollig bestimmt. Durch ihre Einfiihrung 
er+d bat 

gewinnt die Gleichung folgende Gestalt: 

1 as 9 (t) 

(1) w(t)” 


wo g, Ww zwei ganze rationale Functionen sind, und die vielfachen 
Wurzeln, welche die Gleichung 
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#-¥(t) — p(t) =90 
bei veriinderlichem z aufweist, entsprechen genau den Verzweigungs- 
punkten, welche die Riemann’sche Flache besitzt. 


§ 2. 
Gleichungen, welche sich durch elliptische Modulfunctionen lésen lassen. 


Der Parameter, welcher soeben ¢ genannt wurde, soll jetzt die 
absolute Invariante eines elliptischen Integrals sein und demnach mit 
J bezeichnet werden. So frage man: Wie muss s als Function von J 
verzweigt sein, wenn sich die Gleichung 

Pp (s ? J) = 0 
durch elliptische Modulfunctionen soll lésen lassen? Ich meine, die 
Gleichung soll sich in der Weise lésen lassen, dass man aus J das 
Periodenverhialtniss @ berechnet und man nun eindeutige in der ganzen 
positiven Halbebene @ definirte Functionen von @ hat, welche die 
Wurzeln von o = 0 reprisentiren. 

Dazu ist nédthig und hinreichend, dass sich die einzelne Wurzel s, 
als Function von @ aufgefasst, innerhalb der positiven Halbebene 
nicht verzweigt. 

Daher hat man unmittelbar mit Riicksicht auf Abschnitt I. den 
Satz: Verzweigungsstellen diirfen in der Riemann’schen Fliiche, welche 
s als Function von J darstellt, nur bei J=0, 1, 00 liegen. Bei J=O0 
kinnen beliebig oft drei Blatter zusammenhiingen, bei J = 1 beliebig oft 
zwei Blitter. Bei J =o kann die Verzweigung irgend welche sein*). 

Suchen wir insbesondere Gleichungen vom Geschlechte Null und 
setzen sie in die Form (1): 

Jue S2, 
¥(t) 
so darf m neben einfachen Factoren nur dreifache, g— y~ neben ein- 
fachen Factoren nur doppelte, ~ Factoren beliebiger Multiplicitit ent- 
halten. Aber keine Gleichung 4m + uy—0, die von p=0, y=0O, 
g —wv=O verschieden ist, darf mehrfache Wurzeln besitzen. 

Zu diesen Gleichungen gehéren z. B. die Gleichungen (9) und (16) 
des vorigen Abschnitts. Es gehéren aber auch dazu, wie ich beiliufig 
anfiihre, zwei der drei Gleichungen, die ich Math. Annalen Bd. XII, 
p. 175 aufstellte. Diese Gleichungen sind deshalb bemerkenswerth, 


*) Genau ebenso bestimmt man alle transcendenten Functionen von J, welche 
sich durch Modulfunctionen darstellen lassen. Zugleich erledigt man das Problem: 
Alle Untergruppen aufzustellen, welche in der Gesammtheit der Substitutionen 


ow “ort, (ad — By=1) 


enthalten sind. 
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weil sie mit dem Transformationsproblem der elliptischen Functionen 
Nichts zu thun haben, und also ein erstes ausgerechnetes Beispiel ab- 
geben fiir die allgemeineren in diesem Paragraphen gemeinten durch 
elliptische Modulfunctionen lésbare Gleichungen. 


§ 3. 
Die Gleichungen zwischen J’ und J. 


Ich lasse nunmehr die Beschrinkung auf das Transformations- 
problem der elliptischen Functionen eintreten. J und J’ seien die 
absoluten Invarianten zweier elliptischer Integrale, die durch Trans- 
formation n'* Ordnung aus einander hervorgehen, wo m eine Primzahl 
sein mag. Um die Gleichung (n+ 1)'" Grades aufzustellen, welche 
J’ mit J verkniipft, studire ich nach § 1. zuniichst die Verzweigung 
von J’ in Bezug auf J. 

Bekanntlich sucht man gewohnlich nicht die Gleichungen zwischen 
J und J’, sondern die Gleichungen zwischen den Doppelverhiltnissen 
(Modulquadraten) x’, 4? oder die zwischen den achten aus ihnen ge- 
zogenen Wurzeln u =}/x, v=j/4. Ich werde weiter unten (§ 1. 
des vierten Abschnittes) einige auf diese Modulargleichungen beziigliche 
Bemerkungen machen. Hier sei nur erwaihnt, dass die Verzweigung, 
welche z. B. v in Bezug auf w aufweist, sehr viel complicirter ist, als 
die von J’ in Bezug auf J. 

Die Gleichungen zwischen J’ und J sind zuerst von Felix Miiller 
in seiner 1867 erschienenen Dissertation im Anschlusse an Weier- 
strass’ Vorlesungen behandelt worden*). Er geht von dem Studium 
der doppeltperiodischen Functionen aus und gelangt fiir n —2, 3, 4, 
5, 7 zu fertigen Gleichungen. Es hat dann 1874 Brioschi die Frage 
von algebraischer Seite in Angriff genommen, indem er die Transfor- 
mation des elliptischen Integrals direct in Betracht zog**). Die fol- 
gende Herleitung der Transformationsgleichungen fiir n 2, 3, 4, 5, 
7, 13 unterscheidet sich wesentlich dadurch, dass nur von den Variablen 
J und w, nicht aber von der Integrationsvariablen des elliptischen 
Integrals oder von diesem Integrale selbst Gebrauch gemacht wird***). 
Und selbst die Variable w tritt nur in die Betrachtwng ein, vermige 
deren die Verzweigung von J’ in Bezug auf J erschlossen wird, nicht 
aber in die Rechnung. 

*) De transformatione functionum ellipticarum, Berlin 1867. Vergl. auch die 
spitere Veréffentlichung: Ueber die Transformation vierten Grades der elliptischen 
Functionen, Berlin, Programm der Realschule, 1872. 

**) Sur une formule de transformation des fonctions elliptiques, Comptes Ren- 
dus 79, p. 1065 (1874), und 80, p. 261 (1875). 

***) Etwas Aehnliches scheint Hr. Dedekind zu beabsichtigen; vergl. den 
Schlussparagraphen seiner Arbeit. 
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§ 4. 
Verzweigung von J’ in Bezug auf J. 


Ich will, des einfacheren Ausdrucks wegen, die Primzahl » im 
Folgenden grésser als 3 voraussetzen. Ich denke mir ferner J’ so 
berechnet, dass man irgend einen zu J gehdérigen Werth von @ heraus- 
greift und nun @’ der Reihe nach gleichsetzt: 

- @ @ 1 
(2) + 


@ + (n—1) 1 


n? n ? n ° n wo 


Dem Friiheren zufolge kann eine Verzweigung von J’ in Bezug 
auf J nur bei J = 0, 1, oo Statt haben. 

Bei J =O hiingen die Blatter der (unendlich-blittrigen) Rie- 
mann’schen Fliche, welche @ als Function von J darstelli, nach § 7. des 
ersten Abschnittes zu drei und drei zusammen. Dies ist also, allgemein zu 
reden, auch bei der Riemann’schen Fliche der Fall, welche J’ darstellt, 
insofern J’ eine eindeutige Function von @ ist. Ausgenommen ist nur, 
wenn an einer solchen Stelle auch J’ 0 ist. Dann ist das betr. 
Blatt der Fliiche J’ an der Stelle J =O gar nicht verzweigt. 


+ gas - wr -, —1+V—3 
Jetzt ist fiir J =O ein Werth von @ gleich +1 =o. Das 
entsprechende J’ ist somit aus folgenden Werthen von @’ zu berechnen: 


, e e+1 o+(n—1) 1 
o> ; + ee = n om 
n n n no 
und es entsteht die Frage, ob unter diesen Werthen einige sind, welche 
mit @ iiquivalent sind, und fiir die also auch J’= 0 ist? 
Man hat also den Ansatz: 


, e+tx ae+8 
(3) nm yee? 
wo « eine der Zahlen 0, 1, - - - (n—1) bedeutet und a, B, y, 0 


irgend welche ganze Zahlen sind, die «ad — By —1 ergeben. Dies 
erweist sich als méglich und zwar zweimal als méglich, wenn m sich 
in complexe Factoren der Form 


(ve +9) (ye+9’) 
zerlegen liisst, d. h. also, da n >3 angenommen wurde, wenn » von 
der Gestalt 64 + 1 ist. 

Daher haben wir den Satz: 

Ist n=6u-+ 5, so hingen bei J=—O die (n+ 1) Blatter der 
auf J’ beziiglichen Riemann’schen Fliiche zu drei wnd drei cyklisch 
zusammen. Fiir n=6u-+ 1 dagegen verlaufen bei J = 0 zwei Blitter 
isolirt und nur die tibrigen (n—1) ordnen sich zu drei und drei in 
Cyklen. 

Genau so erschliesst man die Verzweigung bei J=1. Dann ist 
ein zu J gehériger Werth von @ gleich i, und es fragt sich, ob sich 





ene 
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unter den zugehérigen Werthen von @’ solche befinden, die mit i 
aiquivalent sind. Man findet, dass es zwei solche Werthe giebt, wenn 
n=4u-1 ist, dass es aber keinen solechen Werth giebt fiir n—=4u+3 
Daher: 

Bei J =1 héingen fiir n=4u-+ 3 alle Blitter paarweise zusam- 
men; ist aber n=4u-+ 1, so bleiben zwei Blitter isolirt und nur die 
tibrigen verzweigen sich zu zwei und zwei. 

Betrachten wir endlich den Werth J = co. Ich behaupte: 

Die (n+ 1) sugehdrigen Werthe von J’ sind ebenfalls unendlich. 
Aber nur n der betr. Bliitter hiingen in einem Cyklus zusammen, ein 
Blatt verléuft isolirt. 

Denn nehmen wir etwa, Joo entsprechend, w—ioo, d. h. 
gleich einer sehr grossen rein imaginiiren Zahl. Dann werden unter 
den Werthen (2) von @’ die m ersten: 

. sft, ; 2m 
n? n ? n 


ebenfalls gleich ico, der letzte: 
. 1 


~ no 
gleich Null. Die zugehérigen J’ sind also gewiss alle unendlich. 
Jetzt lassen wir ico allmihlich um reelle Incremente wachsen, bis es 
tco-+ 1 geworden ist. Dann vertauschen sich die » ersten Repriisen- 
tanten cyklisch, da 
@ n . @ 

=> oe = 

Nn: 
iiquivalent ist. Der letzte Repriisentant aber ist mit seinem eignen 
Anfangswerthe aiquivalent geworden. 


Vertauschung von J und J’. 


Selbstverstindlich ist J in Bezug auf J’ gerade so verzweigt, wie 
J’ in Bezug auf J. Wir erhalten also dieselbe Riemann’sche Flache 
in doppelter Bedeutung, oder, anders ausgedriickt: Es giebt eine ein- 
deutige Transformation der Riemann’schen Fliche in sich, welche der 
Vertauschung von J und J’ entspricht. 

Diese eindeutige Transformation hat nothwendig die Periode Zwei, 
weil eine zweimalige Vertauschung den urspriinglichen Zustand wieder 
herstellt. Nun entsprechen J =o, wie wir soeben sahen, nur zwei 
Punkte der Riemann’schen Fiche, und fiir diese war auch J” gleich oo. 
Ich behaupte zuniichst: 

Bei der in Rede stehenden eindeutigen Transformation werden diese 
beiden Punkte mit einander vertauscht. 

g* 
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Man sieht dies sofort, wenn man wieder, wie es eben geschah, 
@ = ico setzt und um reelle Incremente wachsen lisst. So geht 
, 1 
a’ = — 
n@ 
bereits in einen mit seinem anfinglichen Werthe iiquivalenten Werth 


- i “te 
liber, wenn @ um — zugenommen hat, so dass es n-mal einen iqui- 


. valenten Werth angenommen hat, wenn @ zum ersten Male mit seinem 


Anfangswerthe fiquivalent geworden ist. Fiir die anderen » Repriisen- 
tanten w’ gilt das Umgekehrte; sie werden mit ihrem urspriinglichen 
Werthe zum ersten Male iiquivalent, wenn @ dies bereits n-mal ge- 
than hat. — 

Beachten wir ferner solche, nach dem vorigen Paragraphen mig- 
licherweise paarweise vorhandene Stellen, in denen J und J” gleich- 
zeitig Null oder gleichzeitig Eins sind, und die sich dadurch auf der 
Riemann’schen Fliche kenntlich machen, dass bei J = 0 resp. bei 
J =1 zwei Blatter isolirt verlaufen. Offenbar aindern diese Stellen 
bei Vertauschung von J und J’ ihren Charakter nicht; sie bleiben also 
bei der betr. eindeutigen Transformation entweder einzeln erhalten oder 
vertauschen sich wechselweise. Welches von Beiden eintritt, mag hier 
unentschieden bleiben. 


g 6. 
Das Geschlecht der Transformationsgleichung. 


Um das Geschlecht der Gleichung zwischen J und J’ zu berechnen, 
unterscheide man jetzt m nach dem Modul 12. In der folgenden Ta- 
belle ist angegeben, wie oft bei J—=0, J =1, J =o eine Anzahl 
von w Blaittern im Cyklus zusammenhiingen. Also z. B. 4v-3-+2-1 
heisst, dass 4y-mal je 3 Blatter zusammenhiingen und ausserdem zwei- 
mal je ein Blatt isolirt verliuft. 





J =0 J = 1 = 0o 
n=12y+41 Ay 342-1 Gy -242-1| 1-12-41) 41-1 
n—1204+5 | (4v4+2)-3 | (6v-+-2)-242-1| 1-(12045) 41-1 
n—=12v+7 | 4v-42).342-1| (6v-44)-2 1-(12v--7) 41-1 
n= 127-411 | (4v-44)-3 (6v-+6)-2 | 1-(12y4-11)4-1-1 


Nun hat man die bekannte Regel 


pu—et+ > *', 


wo » die um Eins verminderte Blatterzahl, » die Zahl der im einzelnen 
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Verzweigungspunkte cyklisch verbundenen Bitter ist. Daher kommt 
in den vier Fallen: 
(4) p=v—1, vy, vy, v+il. 

Das Geschlecht ist also gleich Null fiir n =5,7,13. Fiir n= 1], 
17, 19 wird es gleich Eins ete. 

Die Fille n = 2, 3 blieben im Spins ausgeschlossen; wir 
werden weiterhin sehen, dass auch bei ihnen das Geschlecht gleich Null ist. 


§ 7. 
Das Fundamentalpolygon. 


Nachdem bekannt ist, welche Verzweigungsstellen J’ in Bezug 
auf J aufweist, handelt es sich darum, zu entscheiden, wie die ver- 
schiedenen Verzweigungspunkte auf einander bezogen sind (wie sie 
durch Verzweigungsschnitte zu verbinden sind). Um hieriiber Klarheit 
zu bekommen, betrachte ich in der w-Ebene ein Polygon, welches 
aus (n-+ 1) neben einander liegendeu Elementarvierecken besteht (Ab- 
schnitt I., § 7.) und das ich wegen seiner Wichtigkeit fiir die Transfor- 
mationstheorie das /’undamentalpolygon nenne. Man wende namlich auf 
das Elementarviereck der Figur 8. die (n + 1) Substitutionen an: 

a=—@, a+l1,---- o+(*>), -=. 

So entsteht eine Figur, welche z. B. fiir » = 5 folgendermassen 
gestaltet ist. 


Figur 9. 



































Man lasse jetzt w das Polygon durchlaufen, setze a’ = ~ und be- 
trachte die zugehérigen J und J’. ‘So entsteht offenbar, wenn wir von 
den Randpunkten des Polygons absehen, jede médgliche Combination 
J und J’ einmal. Die Randpunkte aber miissen, allgemein zu reden, 
paarweise zusammengehéren, so, dass zwei zusammengehdorige Rand- 
punkte dasselbe J und dasselbe J’ liefern. 
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Heftet man jetzt die Rinder des Fundamentalpolygons in zweck- 
entsprechender Weise zusammen, so entsteht eine geschlossene Fiche, 
deren einzelner Punkt ausnahmslos eindeutig der einzelnen Combination 
J, J’ zugeordnet ist. Mit anderen Worten: dies ist eben die Rie- 
mann’sche Fliche, welche wir suchen; nur ist sie, statt (n+ 1)-blittrig 
iiber der J-Ebene ausgebreitet zu sein, frei im Raume gelegen gedacht. 
Den Halbebenen J entsprechend zerfallen die (n+ 1) Blatter der ur- 
spriinglichen Riemann’schen Fliiche in 2(n-+-1) Halbblitter; dem 
entspricht hier, dass unser Fundamentalpolygon und also unsere neue 
Fliche in 2(-+ 1) abwechselnd schraffirte und nicht schraffirte Drei- 
ecke zerlegt ist. Wo dite urspriingliche Fliche Verzweigungspunkte 
besitzt, da stossen auf der neuen Fliiche eine gréssere (nothwendig 
gerade) Zahl von Dreiecken zusammen. Und statt zu iiberlegen, wie die 
Verzweigungspunkte durch Verzweigungsschnitte zu verbinden waren, 
beachten wir hier die Aufeinanderfolge der Dreiecke, — 

Die Benutzung solcher im Raume gelegener Flichen, welche, statt 
mehrblittrig zu sein, in Gebiete zerlegt sind, scheint in vielen Fallen 
ausserst zweckmissig, wie ich in Ergiinzung einer analogen Bemerkung 
des § 6. (Abschn. I.) ausdriicklich hervorheben méchte*). Die Regel, 
vermége deren. man das Geschlecht der Fliche aus Blitterzahl und 
Verzweigungspunkten berechnet, verwandelt sich fiir sie in den soge- 
nannten verallgemeinerten Euler’schen Polyedersatz: 

(5) e+s=k—2p+2; 
die Zahl der Ecken (e), vermehrt um die Zahl der Seitenflichen (s), 
ist gleich der Zahl der Kanten (k) vermindert um (2p — 2). 


§ 8. 
Zusammengehirigkeit der Kanten des Fundamentalpolygons. 


Die Zusammengehérigkeit der Kanten des Fundamentalpolygons 
ist im einzelnen Falle sehr einfach anzugeben. Zusammengehorige 
Randpunkte miissen dasselbe J und dasselbe J’ besitzen; es miissen 
also die zugehérigen @ sowohl, als die zugehérigen - iiquivalent sein. 
Nun sieht man sofort, dass eine Substitution 

ao = SOT? (ed—By—1) 
dann und nur dann ein ~ ergiebt, das mit ~ fiquivalent ist, wenn B 
durch n theilbar ist. Man suche also unter den Substitutionen, deren 6 
durch  theilbar ist, diejenigen aus, welche aus einer Kante des Funda- 


mentalpolygons eine andere machen: die beiden Kanten sind dann auf 
der Riemann’schen Fliche zu vereinigen. 


*) Ich gebe diese Bemerkungen hier nicht als neu, da ich hére, dass Rie- 
mann selbst sich vielfach seine Flichen in dieser Weise gedacht hat, 
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Ich bemerke, dass sich unter diesen Substitutionen immer zwei 


parabolische befinden, nimlich: 
, @ 


a’=a+n, oo = x 
Ks findet sich ferner jedesmal ein Paar elliptischer Substitutionen, so- 
bald fiir J=0O oder J = 1 zwei Bliitter der Fliiche J’ isolirt verlaufen. 
Der Rest wird von hyperbolischen Substitutionen gebildet. 

Ich werde dies jetzt in den niichstfolgenden Paragraphen fiir die- 
jenigen Fille, welche » = 0 ergeben, also » = 5, 7, 13 niher aus- 
fiihren, Die Riemann’sche Fliiche kann dann in eine Ebene ausge- 
breitet und also ihre Eintheilung in Gebiete unmittelbar durch Zeichnung 
veranschaulicht werden. 


§ 9. 
Die Riemann’sche Flache fiir » — 5. 


Ich setze das bereits oben angegebene Fundamentalpolygon fiir 
n =5 noch einmal her: 
Figur 9. 


jit bs JA ey ”) 
| YG is 
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die nebengeschriebenen Zahlen dienen zur genauen Bezeichnung der 
Kanten. So hat man folgende Substitutionen: 
1) Die parabolischen Substitutionen 


| o—oa-+ 5, 
(6) it i tr 


Die erstere vereinigt die Kanten 1 und 12, die andere 4, 5, 6 und 9, 8, 7. 
2) Die elliptischen Substitutionen von der Periode 2: 
a sap, = — 23H 
Die erstere vereinigt 10 und 11, die zweite 2 und 3. 
Wir erhalten daher folgende Figur fiir die Eintheilung der Rie- 
mann’schen Fliche in Gebiete: 
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Figur 10. 

















Es versteht sich, dass die Gestalt der Gebiete nur schematisch gemeint 
ist. — Die Zahlen 1, 2, 3, --- 12 weisen auf, wo in der Figur die 
ebenso numerirten Kanten des Fundamentalpolygons zu suchen sind. Die 
betr. Linienstiicke sind etwas stiirker ausgezogen. 


§ 10. 
Die Riemann’sche Flache fir » = 7. 
Man hat das Fundamentalpolygon: 


Figur 11, 
ii 
g i } 











dann ferner die Substitutionen : 
1) Parabolische: 
a = @- 7, vereinigt 1 und 16. 





(8) 0’ = ee vereinigt 6, 7, 8 mit 11, 10, 9. 
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2) Elliptische von der Periode 3: 
o' = =2—7 | vereinigt 12, 13 mit 15, 14, 
(9) , 2o0+7 asa 9 ‘ 
cee aS vereinigt 2, 3 mit 5, 4. 
So kommt die Figur: 
Figur 12. 

















§ 11. 
Die Riemann’sche Flaiche fiir » — 13. 


Das Fundamentalpolygon hat folgende Gestalt: 


Figur 13, 























Die zugehérigen Substitutionen sind: 
1) Parabolische Substitutionen: 
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a’ = @ + 13 (vereinigt 1 und 28), 
10 
- a = =Ti (vereinigt 12, 13, 14 und 17, 16, 
2) Elliptische Substitutionen von der Periode Zwei: 
a = 2% — - , vereinigt 24 und 25, 
(11) . ; 
| o = — sete , Vereinigt 4 und 5. 
3) Elliptische Substitutionen von der Periode Drei: 
eo’ ax 3@ — 13 , vereinigt 20, 21 mit 23, 22, 
(12) a—4 
o' = —2°F'3  vereinigt 6, 7 mit 9, 8 
o +- a 9 $ ? ? . 
4) Hyperbolische Substitutionen : 
o' = <e~ 3, vereinigt 18, 19 mit 27, 26, 
13 cos 
( ) 7 eed 6o+ 13 


rT a vereinigt 2, 3 mit 11, 10. 








15). 











ae ee a 
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§ 12. 
Die Faille n = 2 und n=3. 


Die Fille n = 2 und » = 3, welche bei den vorangehenden Er- 
drterungen ausgeschlossen blieben, behandelt man am besten direct. 
‘Die Fundamentalpolygone sind: 





— 


| Figur l5a, Figur 15b. 


























und beidemal geniigen die beiden parabolischen Substitutionen: 


14 =< @ o’ = —° 
( ) G + n, oa+l ? 
um die Kanten zu vereinigen. So entstehen folgende Figuren: 


Figur 16b. 





R=5 


Figur 16a, 





BLS. 


: Man sieht: Beidemal ist das Geschlecht p = 0. Bei n=2 hingen 
von den 3 Blittern bei J=0O alle, bei J=1 zwei, bei J = oo wieder 
zwei im Cyklus zusammen. Bei n = 3 hat man 4 Blatter. Drei der- 
selben sind bei J oo zu einem Cyklus vereinigt, wihrend eines isolirt 


eS 
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bleibt; ebenso bei J=0. Bei J=1 theilen sich die 4 Blatter in 
2 Paare, die Blitter jedes Paares hiingen cyklisch zusammen. 


§ 13. 
Der Fall n = 4. 

Mit Riicksicht auf die spiitere Vollstiindigkeit betrachte ich noch 
den einen Fall einer Primzahlpotenz, n= 4. Als ,,Repriisentanten“ 
kann man bei ihm folgende sechs Ausdriicke betrachten: 

(15) @ o+1 a+2 wo + 3 —1 2a—1 


4? s ? . * 4@ 
Demnach erhalt man folgende Gestalt des Fundamentalpolygons: 








Figur 17. 
| SS ES «6A OURO 
oe eS 
ia 8. 
> 2 are by eee 
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und also nachstehende Riemann’sche Fliche: 
Figur 











Wiederum ist p=0. Bei J=—oo hiingen 4 Bliitter cyklisch zu- 
sammen, wahrend 2 isolirt verlaufen. Bei J =O verzweigen sich die 
6 Blatter zweimal zu Drei und Drei, bei J = 1 dreimal zu Zwei und 
Zwei. 
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§ 14. 
Aufstellung der Transformationsgleichungen. 


Nach den in § 1., 2. dieses Abschnittes erliuterten Principien 
werde ich jetzt in den Fallen n = 2, 3, 4, 5, 7, 13 die Gleichungen 
zwischen J und J” in der Weise aufstellen, dass ich beide durch diejenige 
Variable t rational darstelle, welche in der Riemann’schen Fliche 
jeden Werth nur einmal annimmt. Dabei gebrauche ich, wie ausdriick- 
lich bemerkt sei, mur die Lage und Multiplicitit der Verzweigungs- 
punkte von J’ in Bezug auf J, sowie die Erliuterungen des § 5., also 
nicht die in den letzten Paragraphen gegebenen Figuren, welche man 
iibrigens als in der Ebene t gelegen denken mag. Diese Figuren sollen 
also nicht das Mittel sein, um die Relation zwischen J und t aufzu- 
stellen, sondern nur das Mittel, sie vollinhaltlich zu verstehen. Ausser- 
dem werde ich sie noch im folgenden dritten Abschnitte verwenden. 

Beginnen wir etwa mit dem Beispiele » = 7. Wir setzen 

p(t) 
T= ye)? 
wo g, w ganze Functionen achten Grades von rt sind. Nach § 4. soll 
vor allen Dingen ~ aus einem einfachen und einem siebenfachen Factor 
bestehen. Wahlen wir also t so, dass der einfache Factor fiir r—0, 
der siebenfache fiir t = co verschwindet, so ist »~—ct zu nehmen, 
wo ¢ eine unbekannte Constante ist. Nach § 4. soll ferner der Zihler 
@ zwei einfache und zwei dreifache Factoren haben; ich kann ihn also 
in der Form ansetzen: 
p = (r?-+ar+8) (22+ Ar+ By’. 
Hier kaun eine Constante, die gewiss von Null verschieden ist, noch 
beliebig angenommen werden, z. B. 6*); denn es wurde bislang nur 
bestimmt, wo t gleich Null und wo es unendlich werden soll. Ich 
setze 6, was sich als zweckmiissig erweist, gleich 49. 
Betrachten wir jetzt 
Dee eee eS 


Dasselbe soll fiir vier Werthe von t je doppeltzihlend verschwinden 
(nach § 4.), d. h. (go —vw) soll das volle Quadrat eines Ausdrucks 
vierten Grades sein. Dieser Ausdruck kann aber unmittelbar angegeben 
werden. Denn er muss in der Functionaldeterminante 


p 4 
| dp dy | 
| dc dt 


als einfacher Factor stecken, und diese reducirt sich, nach Abtrennung des 


*) 6 kann nicht Null sein, weil sonst m mit p einen gemeinsamen Factor hiitte. 
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Factors (r?>-+Ar-+ B)*, auf den vierten Grad. So findet man ftir den 
Ausdruck vierten Grades, von einem ev. Zahlenfactor abgesehen: 


(r?+ at+-49) (ce? + Ar+ B) — t(t?-++ at+ 49) (64-+3 A) 
—t(r?+Ar+ B) (2t+ 2a). 
Jetzt identificire man das Quadrat dieses Ausdrucks, von dem Zahlen- 


factor abgesehen, mit (p — ). So hat man eine iiberziihlige Zahl 
von Gleichungen zur Bestimmung von «, A, B. Die Rechnung giebt: 


yp = (t?+ 134+ 49) (c?-+5r-+ 1), 
(19) 9 — V(t 1dr? +4 632? W0r—7)*), 
wy = 1728. 


Um jetzt J’ durch t auszudriicken, fiihre ich die neue Grosse t’ ein, 
vermége deren sich J’ ebenso ausdriickt, wie J durch tr. Man hat 
dann also: ‘ i 
Fue ZeL, 
w(t) 
und frage nun nach der Beziehung zwischen t und t’. 

Dieselbe muss vor allen Dingen linear sein. Denn rt und 1’ sind 
beide in derselben Riemann’schen Fiche einwerthig. Zweitens muss 
at+b 
etr+d 
eine Wiederholung der Transformation fiihrt von J’ zu J, also von t’ 
zu t zuriick. Drittens muss die lineare Relation die Gestalt tr’ = C 
haben. Denn t wird Null und Unendlich an denjenigen beiden Stellen 
der Riemann ’schen Fliche, fiir welche J = oc ist, und diese beiden 
Stellen werden bei Vertauschung von J und J’ nach § 5. mit einander 
verwechselt. Endlich: die Constante C muss gleich 49 sein. Denn die 
beiden Stellen der Riemann’schen Fiche, welche durch Nullsetzen 
des einfachen Factors von 9: 

’?+t+i31+49=—0 
bestimmt sind, ergeben, nach § 4., sowohl J = 0 als J’ = 0, miissen 
also, nach § 5., durch dieselbe Gleichung in t’ gegeben sein: 


24+ 137°4+ 49 =0. 


die lineare Relation rt’ = die Periode Zwei hesitzen. Denn 


Also ist rr’ = 49. 


§ 15. 
Fertige Formeln fiir » = 2, 3, 4, 5, 7, 13. 


Durch das soeben geschilderte Verfahren erhailt man fiir n = 2, 
3, 4, 5, 7, 13 folgende Formeln. 





*) Man bemerke, dass der in der Klammer stehende Ausdruck sich so schrei- 
ben lisst: 


(t2—7r-+21)? — 28(c—4)*. 
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1) Transformation zweiter Ordnung. 
J:J —1:1=—(44r—1)3: (c— 1) (8t+ 1)?: 27, 
(16) | J’: J’— 1: 1=— (4re— 1): (e’— 1) (8 c+ 1): 27, 
tr =1. 
2) Transformation dritter Ordnung. 
J: J —1:1—(t—1) (9t—1)': (272?— 1814 —1)?: — 641, 
(17) | J’ ebenso in 1’, 
| tt = 1, 
3) Transformation vierter Ordnung (vgl. § 4. des ersten Abschnitts). 
J:J—1:1=—(r?+4 144+ 1): (3 —332?—334+1)? : 108r(1—1)!, 
(18) | J’ ebenso in 1’, 
| t+r’'=—1. 
4) Transformation fiinfter Ordnung. 
J:J—1:1=— (c?— 104-5): (e222 r+ 125) (c2—4r—1)? : 17281, 
(19) iy ebenso in t’, 


et = 125. 
5) Transformation siebenter Ordnung. 
(J: J —1:1 = (t?+137+49) (?+ 527+ 1)8 
: (c*+ 1473+ 632?-+ 707 —T) 
(20) : 1728, 
J’ ebenso in t’, 
{ tt = 49, 


6) Transformation dreizehnter Ordnung. 
(J: J —1: 1 (cr? + 52-4 13) (r4 + 723+ 207?+197+1)3 
: (t?-+64-+ 13) (r®4+107°+467!+108 194122 124.38 r—1)? 





(21) : 17287 *), 
J’ ebenso in t’, 
tr = 13. 


*) Hr. Gierster, der fiir nich die Coefficienten der Transformation 13. Ord- 
nung berechnete, theilt mir folgende Zerlegungen mit. Der Ausdruck vierten 
Grades ist gleich: 


7 13 11+3Vi3 7— Vi3 11—3V3 
(+ aoe o4- Ste ) (#4 — = 
und der Ausdruck sechsten.Grades: 





[+ 5et4 21 —Te ma 3 +) | 


21+ Vi3 3 — Vi3 ] 
8 * me mis 





. [= +524 











oe 


j 








144 F. Kuer. 


§ 16. 
Der Multiplicator fiir das durch ‘//A normirte Integral. 


Dass man die vorangehenden Gleichungen durch elliptische Modul- 
functionen lésen kann, ist nach § 2. dieses Abschnittes selbstverstind- 
lich. Aber wie man diese Lésung aufzustellen hat, dafiir geben die 
vorangehenden Betrachtungen nur unvollkommenen Anhalt. Vielmehr 
greife ich an dieser Stelle auf die gewéhnliche Theorie zuriick und 
zeige, dass sie thatsichlich Formeln liefert, welche zur Auflésung 
unserer Gleichungen fiihren. 

Dabei kleide ich die Betrachtung folgendermassen ein. Es wurde 
in § 1. des ersten Abschnittes der Normirung des elliptischen Integrals 
gedacht, welche dadurch geschieht, dass man im Zihler ‘//A zusetzt: 

% Va ‘dz 

V f(x) 
der eine Primzahl, und man verlange, das so normirte Integral 
durch Transformation n'** Ordnung in ein ebenfalls normirtes Integral 

° Va, - dx, 
e V fy (a1) 
durch die Gleichung definirt ist: 


Es sei nun, des bestimmteren Ausdrucks wegen, » wie- 


iiberzufiihren. So stellt sich ein Multiplicator ein, der 


ei 712, 
/A- dx Vd, - dex 
22 M | Y = i . 
( e V f(x) e Vf, (a) 
Bildet man jetzt beiderseits eine Periode, etwa @,, so folgt, je nach 
der Art der Transformation (resp. der ausgewiihlten Periode): 


YA ‘ 1 12, A . 
(23) | ee a ee ee 
VA - " YM +a, 
Nun war nach Gleichung (18) des ersten Abschnitts: 
YR -o,=xg@ I(l—q’), fir qe”. 
Ebenso ist 


Va, 0, = mq,'TT (1 = qi’) fiir q,= et 


? 
und hier hat man, wie bekannt, fiir q, folgende Werthe zu setzen: 


1 1 1 1 
q™, ag", ag", +--+ an-tg™, gq”, 


wo « eine primitive n'* Kinheitswurzel ist. Man erhilt so fiir M fol- 
gende (n-++ 1) Ausdriicke, die zuniichst nur bis auf sechste Einheits- 
wurzeln definirt sind und iibrigens in einer oft gebrauchten Art durch 
Indices unterschieden werden sollen: 
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e i 2¥ 
, ee ei a® g°* "ie 2¢rq") 
aaeiees 2v)\2 
q@ - 1 (1—q?”) 
(24) fir 9 =0,1,2,----, (n—1), 
M fie q°- TT (1—q?”*)? 


q -1a—q"? 
Diese Formeln sind es, welche ohne Weiteres die Auflésung un- 
serer Gleichungen geben, indem, von einem Zahlenfactor abgesehen, 
t mit einer Potenz von M identisch wird. 


§ 17, 
Auflésung der aufgestellten Gleichungen. 


Um dies direct einzusehen, betrachte ich einen Werth von M, etwa 


1 2 
®t qn) 
M,— 1. £ nG a” 
q® -T(1— 4°”)? 
als Function des Ortes in unserer Riemann’schen Fliche J, J’, oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, in unserem in der w-Ebene gelegenen 
Fundamentalpolygon*). Offenbar wird M, im Fundamentalpolygon 
nur einmal Null, da, wo @ =0, g = 1 ist. Ebenso wird es nur ein- 
mal unendlich, da, wo @ = ioo, q =O ist. Wir wollen jetzt in un- 
serer Riemann’schen Fliche um den Punkt, in welchem M, unend- 
lich wird, einen kleinen Kreis beschreiben. Dies kommt in unserem 
Fundamentalpolygone darauf hinaus, dass wir von der einen verticalen 
Begrenzungslinie zum entsprechenden Punkte der anderen verticalen 
Begrenzungslinie fortschreiten, d. h. dass wir @ um m Kinheiten 


1 1 
6n ; 1—* Gn i—*s 
° 6 imw = . 7 Pg a 
wachsen lassen. Dabei geht 4— = ¢ Con) in ie Pn iiber, 


q° q 
und also vermehrt sich M, bei Umkreisung dieses Punktes um die Ein- 


1—n 
in . . . . 

heitswurzel e Cr) als Factor. Bezeichnen wir daher mit 4 das 
n— 

12 
so ist M,’ in unserer Riemann’schen Fliiche eindeutig und also eine 
rationale Function von J und J’, die nur an einer Stelle Null und 
unendlich wird. 


kleinste Multiplum von : , welches gleich einer ganzen Zahl ist, 


*) Rechnerisch kann man die hier abzuleitenden Resultate gewinnen ver- 
mige der leicht zu beweisenden Relation: 
1 
, i 2 
m1. : bdo ne 
n de J 3 OF ax. 1) 
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Fiir n = 2, 3, 5, 7, 13 wird 4 gleich 12, 6, 3, 2, 1. Zugleich 
ist 2 - *—* nicht nur eine ganze Zahl, sondern gleich Eins. Daher 
wird in diesen Fallen M,’ nicht nur einmal Null oder unendlich, 
sondern auch nur einfach Null, resp. wnendlich. Es stimmt daher 
M,’, von einem Zahlenfactor abgesehen, mit dem friiheren t« iiberein, 
welches an denselben Stellen und in derselben Weise Null und unend- 
lich wird. 

Der Zahlenfactor aber bestimmt sich folgendermassen. Ebenso 
wie wir friiher neben t eine Grésse t’ einfiihrten, betrachte ich neben 
M den anderen Multiplicator M’, welcher beim Riickiibergang vom 
transformirten Integrale zum urspriinglichen auftritt. Dann hat man 
in bekannter Weise: 


(25) MM’ =+. 
Vergleicht man diese Relation mit den Gleichungen 


‘t= C, 


welche in § 15. auftraten, so ergiebt sich der gesuchte Zahlenfactor. 


Man erhiilt also folgende Formeln, welche die Auflisung der in § 15. 
zusammengestellten Gleichungen enthalten: 


n= 2, t= 64M", 


aa: 3, t= 21M‘, 
(26) eeze 5, +¢=125 M, 
n= 7, t= 49 M’, 
n=13, t= 13M. 


Ich fiige dem nur noch zwei Bemerkungen zu: 

1) Fir n=4 gelten abuliche Betrachtungen, und es ergiebt sich: 
(27) t= 16M’. 

2) Die Gleichungen des § 15. fiir n = 2, 3, 5, 7, 13 haben alle 


p(t) 


die Form J = Dieser Zahlencoefficient ¢ (der in den letzten 


drei Fallen gleich 1728 ist) ergiebt sich unmittelbar, wenn man in den 
nunmehr gewonnenen Lésungsformeln g = 0 werden lisst und tibrigens 
Gleichung (20) des ersten Abschnittes beachtet. 


§ 18. 
Die Multiplicatorgleichungen fiir » = 5 und » = 7. 





Im Falle » = 5 hatten wir die Gleichung: 


yp — (108 +5) 
‘al ei —17281r 


t= 125 M’ 


und es ist 












or. 
15. 


ch: 


alle 


ten 


den 
yens 
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. . . *. . 3 
Tragen wir diesen Werth von t ein, schreiben statt J wieder & und 


ziehen beiderseits die dritte Wurzel, so kommt, wenn wir der Kiirze 
wegen 5 M = setzen: 


(28) 2 — 1023+ 12 7 -e+5=0. 


Dies ist nun genau die ,.Jacobi’sche Gleichung mit A = 0“ (siehe Math. 
Annalen Bd. XII, p. 520), die Kronecker zur Auflésung der Glei- 
chungen fiinften Grades benutzt hat*). Dieselbe erscheint bei ihm nur 
deshalb unter etwas complicirterer Form, weil er sich statt der ratio- 
nalen Invarianten des Moduls x? bediente. 

Kronecker’s urspriingliche Gleichung, etwas umgesetzt, ist niim- 
lich diese: 


(29) é—0e — eee tba. 


i 
yer 


Hier ist der Coefficient von z nach Formel (16) des ersten Abschnittes 


in der That nichts Anderes als + 12--—%—, berechnet fiir das mit 
A 


dem Legendre’schen Integrale auf derselben Stufe stehende Integral: 


= dz 
Vi — w222-1 + 0222 
Nun verlangt Kronecker |. ¢., dass man vorab x? aus der Gleichung 

1 — 16 x2x’? 

(30) ee = 
x? x"? 
16 

berechnet, um dann @ zu finden und schliesslich 


, cOs am 2 cos | am 4@ 
(31) em V48 x? ( 2. 9 


cos am 4@ cos am 2@ 


za haben. Statt dessen berechnen wir nach § 9. des ersten Abschnittes 
@ direct aus ie = a und finden z =5 WM, so dass eine wesentliche 
Abkiirzung erzielt ist. 

Ich muss iibrigens anfiihren, dass zu eben dieser Vereinfachung der 
Kronecker’schen Lésung auch Hr. Kiepert gelangt ist, wie er mir 
schon vor liingerer Zeit brieflich mittheilte. Besonders aber méchte ich 
betonen, dass auf dem hier eingeschlagenen Wege die Jacobi’sche 
Gleichung sechsten Grades mit A = 0, die algebraisch ohne Zweifel die 
einfachste ist, auf welche man alle anderen reduciren muss (siehe meine 
Auseinandersetzungen im 12. Bande dieser Annalen), auch von Seite 


der elliptischen Functionen unmittelbar erhalten wird, wihrend das 


*) Comptes rendus 1858, 6, Juni. 
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friiher nur auf Umwegen gelang*): sie ist einfach im Sinne der hier 
gebrauchten Ausdrucksweise die Multiplicatorgleichung fiir n = 5. 

In derselben Art kann man fiir » = 7 die Multiplicatorgleichung 
bilden. Wir hatten in § 15.: 

es [c4 ++ 142° + 63 c? + 70 7 — 7]? 
hie tec 1728 t 
fir +—49M*. Jetzt setze man 7 M=—z, schreibe statt J —1 
27 93” 
A 
(32) 28 + 14 254+ 63 24+ 17022 — 432 2 .2-—7=—0. 
VA 


und ziehe beiderseits die Quadratwurzel. So kommt: 


Dies ist eine Jacobi’sche Gleichung vom achten Grade (wie man 
leicht zeigt, wenn man den in § 16. fiir M aufgestellten Product- 
ausdruck in eine Potenzreihe verwandelt) und es scheint, dass sie fiir 
die allgemeinen Jacobi'’schen Gleichungen achten Grades dieselbe 
Rolle spielen soll, wie fiir die Jacobi’schen Gleichungen sechsten 
Grades die Gleichung mit A == 0. 


Abschnitt Ill. 
Galois’sche Resolventen. Bedeutung der Ikosaeder- 
gleichung. 
$1. 
Galois’sche Resolventen, welche einen Parameter enthalten. 


Im ersten Paragraphen des vorigen Abschnitts suchte ich zu kenn- 
zeichnen, was bei einer beliebigen Gleichung, die einen Parameter 
enthailt, durch Tschirnhausentransformation unzerstérbar ist; ich 
wende mich jetzt zu der allgemeineren Frage, was bei beliebiger Re- 
solventenbildung erhalten bleibt? Da die Galois’sche Resolvente alle 
anderen in sich fasst, so geniigt es, nur sie zu betrachten; und indem 
man die Gesammtheit der Galois’schen Resolventen iiberblickt, die 
aus einander durch rationale Transformation hervorgehen, wird man, 
im Anschlusse an die friiheren Entwickelungen, die Verzweigung, welche 
die Wurzel der Galois’schen Resolvente in Bezug auf den Parameter 
besitet, als das eigentlich Bleibende bei allem Wechsel bezeichnen. 

Diese Verzweigung hat eine sehr einfache Eigenschaft. Hédngen 
fiir irgend einen Werth des Parameters r Blitter cyklisch zusammen, 
so hiingen an dieser Stelle alle Blitter in Cyklen von je r zusammen. 
In der That, da sich durch eine Wurzel der Galois’schen Resolvente 


*) Siehe Brioschi’s Darstellung im 13. Annalenbande. 
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und iibrigens den Werth des Parameters alle anderen Wurzeln rational 
ausdriicken lassen, so sind alle Wurzeln in Bezug auf den Parameter 
gleich verzweigt. Und auch umgekehrt: Wenn alle Wurzeln in Bezug 
auf den Parameter gleich verzweigt sind, so lassen sie sich durch den 
Parameter und eine von ihnen rational ausdriicken; man hat es also 
mit einer Gleichung zu thun, welche ihre eigene Galois’sche Resol- 
vente ist. ° 

Demzufolge hat man folgendermassen zu verfahren, um die Ver- 
zweigungspunkte zu bestimmen, welche die Galois’sche Resolvente 
einer beliebig vorgelegten Gleichung: 

y (s, 2) =0 

besitzt. Man suche die Verzweigungsstellen der letzteren. Hiingen an 
einer solechen Stelle gewisse v, Blitter cyklisch zusammen, andere 
v,, V, etc., so hingen an dieser Stelle die Blitter der Galois’schen 
Resolvente zu je v zusammen, wo v das kleinste gemeinsame Multiplum 
der Zahlen v,, v,, v,, +++ ist. Denn 2 muss offenbar v-mal eine solche 
Stelle umkreisen, bis eine beliebig gegebene Anordnung s,, s,, +++ Sp 
der Wurzeln zum ersten Male wieder erscheint. 


§ 2. 
Galois’sche Resolventen vom Geschlechte Null. 

Es ist nun sehr bemerkenswerth, dass man alle Galois’sche Re- 
solventen, die einen Parameter besitzen und das Geschlecht Null haben, 
ohne Weiteres bestimmen kann. Es sind keine anderen Gleichungen, 
als diejenigen mit linearen Transformationen in sich, d. h. dieselben 
Gleichungen, mit denen ich mich in meinen letzten Veréffentlichungen 
ausfiihrlich beschiftigt habe. Dies giebt zugleich einen neuen Weg, 
die betr. Gleichungen zu bestimmen. 

In der That, sei das Geschlecht einer Galois’schen Resolvente 
gleich Null. So wird man diejenige Function 9 als Unbekannte ein- 
fiihren kénnen, durch die sich Alles rational ausdriickt, und die Glei- 
chung nimmt also, unter z den Parameter verstanden, die Form an: 
(1) R(y) =z, 
wo R eine rationale Function bedeutet. Nun soll jede Wurzel y; durch 
jede andere x, mit Hiilfe von z rational ausdriickbar sein, das_heisst 
also im Falle (1) durch 7, allein. Da ebenso 7, rational in y; sein 
muss, so sind beide linear verkniipft. Man kommt also nothwendig 
zu einer Gleichung mit linearen Transformationen in sich, w. z. b. 

Will man diesen Satz benutzen, um alle Gleichungen mit linearen 
Transformationen in sich aufzustellen, so zihle man einfach alle Rie- 
mann’schen Flichen auf, die so verzweigt sind, wie § 1. verlangt, 
und die ausserdem p = 0 ergeben. Dies ist das elementarste Problem 
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der unbestimmten Analysis, und seine Discussion liefert sofort die Fille, 
welche allein existiren. 

Ich setze der Vollstiindigkeit wegen die Gleichungen mit linearen 
Transformationen in sich hier noch einmal her. Es sind folgende: 


(2) n* =z, 

(3) n+ y"=8, , 

(4) ( ae : _ ¥ ) =z, (Tetraedergleichung), 
2V¥—37*?—7 

(5) os = ene =z, (Oktaedergleichung), 

(6) 1728 ak =z, (lIkosaedergleichung). 


Ich habe dabei fiir die Ikosaedergleichung die Bezeichnung beibehalten, 
welche ich in meiner vorigen Arbeit fortwahrend benutzte (diese Anna- 
len Bd. XII). Die Gleichung (2) weist nur zwei Verzweigungen auf; 
bei ¢ = 0 und z = oo hiingen beidemal simmtliche » Blitter cyklisch 
zusammen. Die Gleichung (3) besitzt drei Verzweigungsstellen; bei 
z—=-+2 und = — 2 hiangen die 2» Bliitter paarweise zusammen, 
bei 2 = oo theilen sie sich in zwei Cyklen von je n. Die Gleichungen 
(4), (5), (6) liefern tibereinstimmend bei z = 0 einen Zusammenhang 
zwischen je 3, bei g = 1 zwischen je 2 Blattern. Bei zoo ergeben 
sie bez. eine Verzweigung von je 3, 4, 5 Blittern. 


§ 3. 
Galois’sche Resolventen, welche durch elliptische Modulfunctionen 
lésbar sind. 


Es werde der Parameter z, welcher in der Galois’schen Resol- 
vente vorkommt, jetzt wieder gleich der absoluten Invariante J gesetzt. 
Soll dann die Gleichung durch elliptische Functionen lésbar sein, so 
darf sie nach § 2. des vorigen Abschnitts nur bei J = 0, 1, o0 Ver- 
zweigungen aufweisen, und zwar kénnen bei J =), 1, sofern iiber- 
haupt Verzweigung stattfindet, die Blatter nur zu 3, beziiglich zu 2 
zusammenhingen. Bei der grossen Bestimmtheit dieser Angabe ist es 
ein Leichtes, fiir die niedersten p alle hierher gehérigen Gleichungen 
aufzuzihlen. Fiir p = 0 sind es folgende: 


(7) P=J, P=IR—1, pp — Ft, 
dann Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaedergleichung. 

Doch sollen diese allgemeinen Betrachtungen hier nicht weiter ver- 
folgt werden, vielmehr wende ich mich zu dem specielleren Problem 
der Transformationsgleichungen zuriick. 








Ce ee 
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§ 4. 
Die Galois’schen Resolventen der Gleichungen zwischen J und J’. 


Bekanntlich umfasst die Galois’sche Gruppe der Transformations- 
gleichung fiir »—2 sechs, fir n= 4 vierundzwanzig und fiir jede 
Primzahl n, die > 2 ist, ae 
Blitter wird also die Riemann ’sche Fliche besitzen, welche die Ga- 
lois’sche Resolvente der Transformationsgleichung vorstellt. Diese 
Blitter hiingen nach § 4. des vorigen Abschnitts und auf Grund der 
nunmehr erliuterten Verhiiltnisse bei J =O zu je 3, bei J=1 wu 
je 2, bei Joo zu jen zusammen. Das giebt also fiir n»—2 p=—0, 
m—3-n—5-n+2- 

24 
Man sieht: Das Geschlecht wird Null bei n = 2, 3, 4, 5 und nur bei 
diesen Werthen von n. Fir n=T7 z. B. wird es bereits gleich Drei. 


rf. Substitutionen*). Ebensoviele 


fiir n = 4 wieder p=0, fiir die anderen n p = 


Bei n = 3, 4, 5 haben wir dieselbe Verzweigung, welche die 
Tetraeder- , Oktaeder-, Ikosaedergleichung aufweisen. Sie sind die ein- 
fachsten Gleichungen, welche diese Verzweigung besitzen, insofern in 
ihnen die Grésse » als Unbekannte eingefiihrt ist, durch die sich Alles 
rational ausdriickt (§ 2.). Es sind also diese Gleichungen die einfach- 
sten Formen, welche man der Galois’schen Resolvente-der Transfor- 
mationsgleichung fiir n = 3, 4, 5 ertheilen kann. Hiermit ist die Be- 
deutung, welche zumal die [kosaedergleichung, auf welche ich in dieser 
Arbeit meine besondere Aufmerksamkeit richte, fiir die Transformations- 
theorie besiizt, sv scharf gekennzeichnet, als man verlangen kann. 

Bei n = 2 kommen wir nach dem vorigen Paragraphen zuniichst 
zu der Gleichung: 


, 2J-4 
n° -}- "he = 
Aber diese Gleichung geht durch die lineare Substitution 
2in 
¢-—€@ 3 
n—4i5, (=e*) 


in die Gleichung fiir das Doppelverhiltniss tiber: 


4 (1—o+e2) 
J = ‘ 2 _— ? 
27 o? (1— o)? 
und die Gleichung fiir das Doppelverhiiltniss gehort also hier als erstes 
Glied zu der von der Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaedergleichung gebildeten 
Rethe. 


*) Ich sehe bei diesen Angaben, wie immer in dieser Arbeit, ab von den 
blos mwmerischen Irrationalitiiten, die bei der Auflésung der Gleichungen noth- 
wendig sind. 
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§ 5. 
Im Raume gelegene Riemann’sche Flachen. 


Nach den friiher ausgesprochenen Ideen (§ 7. des zweiten Abschnitts) 
kann man das Gesagte noch zweckmiissig umformen. Man schraffire bei 
den beschriebenen Riemann’schen Flichen diejenigen Halbblitter, 
welche die positive Halbebene J iiberdecken , waihrend die anderen Halb- 
blitter frei bleiben sollen. Dann deformire man die Fliche so, dass“ 
sie schliesslich, ohne Verzweigung im Raume gelegen, eine mdglichst 
iibersichtliche Gestalt annimmt, also z. B. im Falle p= 0 die Gestalt 
einer Kugel. Bezeichnet man mit N die Bliitterzahl der urspriinglichen 
Flache, so ist die neue Fliche von 2 N (krummlinigen) Dreiecken iiber- 
deckt, welche sich, abwechselnd schraffirt und nicht schraffirt, liickenlos 
an einander schliessen. Die Ecken der einen Art (fiir die J = 0 ist) 
sind immer zu sechs und sechs, die Ecken der zweiten Art (J = 1) 
zu vier und vier, die Ecken der dritten Art (J oo) zu 2m und 2n 


._ . : ° . M4 4 14 
vereinigt; die Dreieckswinkel sind also (sozusagen) re ee) 


besonderen Falle » = 0 fallt diese Kintheilung in Dreiecke mit der- 
jenigen zusammen, die wir fiir die Doppelverhiltnissgleichung (n = 2) 
oben ausfiihrlich aufstellten (Abschnitt I., § 2.), und die bei der Te- 
traeder-, Oktaeder-, Ikosaedergleichung iibrigens bekannt ist. 

Diese Vorstellung ist nun besonders niitzlich, um die Abhingigkeit 
zu verstehen, welche zwischen der Wurzel der Galois’schen Resol- 
vente und dem Periodenverhiltnisse m besteht. Wir hatten die Ebene 
in unendlich viele, abwechselnd schraffirte und nicht schraffirte, Ele- 
mentardreiecke zerlegt, deren Winkel — — 0 betrugen. KHinem 
solchen Elementardreiecke entspricht jetzt geradezu das neue Dreieck mit 
seinen Winkeln => — ~ - Da nebeneinanderliegenden Dreiecken 
natiirlich ebensolche entsprechen, so hat man ein volles Bild der gegen- 
seitigen Abhingigkeit. 


§ 6. 
Verwerthung der Galois’schen Resolventen. 


Der Nutzen der Galois’schen Resolvente besteht zumal darin, dass 
man durch eine beliebige ihrer Wurzeln und iibrigens den Parameter 
alle anderen Gréssen rational ausdriicken kann. Ist insbesondere p= 0, 
so ist auch noch der Parameter iiberfliissig und Alles durch eine be- 
| liebige Wurzel der Resolvente allein rational darstellbar. Ich stelle also 
insbesondere die Aufgabe, die Wurzeln t der oben aufgestellten Transfor- 
mationsgleichungen fiir n = 2, 3, 4, 5 durch das Doppelverhiltniss, resp. 
die Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaederirrationalitét rational in expliciter 
Form auszudriicken. 


; 
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Um die betr. Formeln zu finden, bediente ich mich der geometri- 
schen Vorstellung des vorangehenden Paragraphen. Ich zeichnete in 
der w-Ebene fiir » = 2, 3, 4, 5 das Fundamentalpolygon und suchte 
daun auf der betr. in 12, 24, 48, 120 Dreiecke eingetheilten Kugel 
das entsprechende Gebilde. Die Beziehung zwischen der Wurzel der 
Galois’schen Resolvente und der Variablen rt ist dann derart, dass 
erstere sich gerade iiber das neue Polygon bewegt, wenn rt sein (zweck- 
miissig zerschnittenes) Gesammtgebiet durchliuft. Hiernach ist es in 
jedem Falle leicht, die algebraische Abhingigkeit darzustellen. Im 
Folgenden unterdriicke ich der Kiirze wegen diese Zwischenbetrach- 
tungen und gebe ohne weitere Erliuterung einmal die Figuren, dann 
gleich die definitiven Formeln. — 

Hat man in dieser Weise Alles durch eine Irrationalitiit ausge- 
driickt, so muss man verlangen, die letztere auf transcendentem Wege 
zu definiren. Ich erreiche das in den vier Fiillen auf indirectem Wege, 
indem ich, von den oben fiir r gefundenen Ausdriicken ausgehend, auf 
die Wurzel der Galois’schen Resolvente den Riickschluss mache. 


§ 7. 
Die Gleichung fiir das Doppelverhaltniss. 


Wenn wir in dem soeben geschilderten Sinne das Fundamental- 
polygon fiir n = 2 auf die Kugel iibertragen, die zur Repriisentation 
des Doppelverhiiltnisses « dient, so wird eben die Hilfte derselben 
iiberdeckt, die Begrenzungslinie ist ein Meridian. In der beistehenden 
Figur ist dieser Meridian stiirker ausgezogen und nur auf der tiber- 
deckt gedachten Halbkugel sind die friiheren Schraffirungen, angebracht: 

Figur 19a, r Figur 19 b. 
= . 


a 





Noérdliche Halbkugel. Siidliche Halbkugel. 
Die Transformationsgleichung fiir » = 2 war: 


1 (4¢—1)> 
t 


? 


nw 
1 


die Gleichung fiir das Doppelverhiltniss: 
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_ 4 (#&—6-+1) 
fase 277°) atk (i—s? 


Man erhiilt die eine aus der anderen, indem man schreibt: 


3}. e)* 

tq™= ( 46 ? 

6 IS. cation 

(6) *o 4(i—s) ’ 
1 

1 * toc 


Ich habe dabei den drei Wurzeln r Indices ertheilt, so wie sie den oben 
der Grésse M beigelegten Indices entsprechen. 


§ 8. 
Die Tetraedergleichung. 

In der nachstehenden Zeichnung denke ich mir ein reguliires Te- 
traeder mit horizontaler Basis, auf welches man von oben hinabblickt. 
Figur 20. Jede der drei sichtbaren Seitenfliichen 
ist durch die drei Héhen in sechs 
Elementardreiecke zerlegt. Liisst man 
sie den Elementardreiecken der o- 
Ebene entsprechen, so iiberdeckt das 
Fundamentalpolygon fiir n=—3 den 
von einem stark ausgezogenen KRah- 
men umschlossenen Raum; nur in ihm 
sind Schraffirungen angebracht. Die- 
ser Raum absorbirt, wie man sieht, 
genau den dritten Theil der gesamm- 

* ten Tetraedertliiche. 


Die Formeln, zu denen man dementsprechend gefiihrt wird, sind 
folgende. 





Die Transformationsgleichung fiir » = 3 war: 
—1)(9e—1) 
, re (t )( t ) E 
64t 
Der Tetraedergleichung ertheile ich folgende Gestalt: 
T= — 4 Gh mm't 2) 
(82,3 a2 -+ x") 
Ich habe dabei der grésseren Deutlichkeit wegen homogene Variable 
genommen und die Zahlencoefficienten so gewihlt, dass keine Irratio- 
nalitiiten auftreten. Man findet dann: 


*) Es wird dann 
J 1m — B28 + 200828 — af)? 
(Bar,3avq + a")? 














le 
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8x42 + x,' ? 
og (2a, + 2)! 











(7) To i ans 9 8243 ao + x9! ? Qin 
4 ——y | 
La 8 2a, + x)! (ae ), 
1" 9 8243%_+ 2,4!’ 
os ads 1 (2a?x,+ 2)! 


om 9 8x,3 7X a Xe! ? 


Die im Zihler stehenden Ausdriicke sind die vier linearen Factoren 
des Nenners. Man kann sagen, wenn ein solcher Ausdruck gestattet 
ist: die Grissen t stellen die vierte Potenz einer Tetraederecke dar, divi- 
dirt durch das ganze Tetraeder. 


§ 9. 
Die Oktaedergleichung. 


Beim Oktaeder bekommt man folgende nach dem Vorhergehenden 
wohl ohne weitere Erliiuterung verstindliche Figur: 

Wir hatten ferner oben fir 
n=4 als Transformationsgleichung 
aufgestellt: 


Figur 21. 


\ (cr? 147-4 1) 
108r(i—r)* ” 

wihrend die Oktaedergleichung lau- : 
tete: a 

a oe > te sty 4 

~~ 108 nt (1— 7")! ‘ 
Offenbar ist ein Werth von rt gleich 
y', und die tibrigen Werthe ergeben 
sich, wenn man y den linearen 
Transformationen unterwirft, durch 
welche die Oktaedergleichung in 
sich iibergeht. Also kommt fiir 
die sechs Werthe von t: 
1O 1 1 =}. 4 1 +i t 
(8) nt, ni? (;#2), Gen » 
Schreibt man hier statt t x? und also statt » /x, so wird (nach § 3. 
des ersten Abschnittes) J die Invariante des Legendre’schen Inte- 
grals und die Formeln (8) driicken ein bekanntes Resultat von Abel 
aus. Wir kénnen also folgendermassen sagen: Z’ransformirt man das 





allgemeine elliptische Integral [ a 7 durch lineare Substitution in die 
« x 


Legendre’sche Normalform, so hat fx in Bezug auf die absolute In- 
variante J die Bedeutung der Oktaederirrationalitit. 
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§ 10. 
Die Ikosaedergleichung. 


In der folgenden Figur sind nur einige der Dreiecke gezeichnet, 
welche ein regulires Ikosaeder 
iiberdecken; aber sie wird genii- 
gen, um die Lage des n= 5 ent- 
sprechenden Fundamentalpoly- 
gons zu erkennen. 

Nun hatten wir fiir t bei n—5: 


Figur 22. 





€ > , oe (cr? — 104+ 5) 
— 1728 
, und iibrigens die Ikosaederglei- 
‘ / chung: 
| H? (yn) 
J = 1728 ——" . 
f° (n) 
Schreiben wir homogen machend 
7} = - » so werden die sechs 
2 
Wurzeln t: 
125 n° no° 
(9) 
| r, a= (8 © m2 + mime — eT Pn?) 
@ P ? 
2i2n 
wo é gleich e€° ist, 


Uebrigens gehen diese Formelu schon aus friiheren Angaben von 
- e 3 ‘ — > . ° 
mir hervor, indem j//t, wie § 18. des zweiten Abschnitts gezeigt, 
Wurzel der Jacobi’schen Gleichung sechsten Grades mit 4 = 0 ist. 


§ 11. 
Auflisung der Gleichung fiir das Doppelverhialtniss. 
Aus Formel (6) folgt: 


T 
oi = -° 
Ty; 
Nun war 
%. mer 
_  M,*? 


also kommt: 


(10) ee B= Tt 
TH(iq’)® ’ 


die gewohnliche Formel fiir 6 = x’. 








—— 
el 











— 
A 
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§ 12. 


Auflésung der Tetraedergleichung. 
Man schliesst aus Formel (7): 
V0: Vey: Vey = 2a, + 2, : 2am, + x, :2a%x, + 2. 
Andererseits verhalten sich diese Gréssen wie 
M,?: mM: M; 
resp. wie die drei Ausdriicke, die entstehen, wenn man in 
¢ T1(1—q"") 
statt q eintrigt g}, ag), «2g. Aber dieses Product gtM(1—q’’) 


ist nichts Anderes als 0,'(0) nach der gewohnlichen Bezeichnung, giebt 
also in eine Reihe entwickelt: 


qi — 3qi + Bq — Tg! + 9qe—lge +---. 
Tragt man hier fiir g ein a®q), so kommt: 
— a®. git(1+ 5q? —7q'— 11g" + 139+ 179424 — 19q* -. -) 
— 3 git (1 — 39° + 5q'8 —7q® - - -) 
und also wird die Auflisung der Tetraedergleichung diese: 


ah, Sa ,. See 
he 6q3 1— 3¢° + bg" — Tq" +--- 
§ 13. 


Die Auflisung der Oktaedergleichung. 


Man kommt zu der Formel: 
' TT (1 se @°’? 
12 a= 2. gi. = 
(12) | Con (1— 2”)? 4 


die mit den gewdhnlich fiir /x gegebenen nach leichter Modification 
iibereinstimmt. 
§ 14. 
Die Auflésung der I[kosaedergleichung. 
Nach § 10. verhalten sich die sechsten Wurzeln aus den t, wie 
& en + 1% — atta’. 

Dieselben sechsten Waurzeln verhalten sich, nach § 17. des vorigen 
Abschnitts, wie die / M, das heisst wie diejenigen Ausdriicke, die aus 
qi’ TT (1—q*”) hervorgehen, wenn man statt q eintrigt gq), eq?, «q?, 


2in 


9 4 1 : 
eg, sigs (< =es gesetzt). 
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Aber es ist gt: TT(1—g®”) nach einer bekannten von Euler her- 
riihrenden Formel: 

~e) (6n +17 

= (— 1)" q 12 


0 
Wenn wir hier statt q schreiben e“q!, so ergiebt sich: 
q (— 1 + q+ 42 —q*° + ++) 
+ 2". gi (—14@—g'+ + q@—a" + ---) 
+ 2". gis (1+@e—q*—qt—q"—q3+q" ---) 


und vergleicht man dies mit den j/t,, so kommt als Auflisung der 
Ikosaedergleichung : 





13 Oe’ gh eae oe 
( e ) Ne — q a4? ae + q'® + q? ax gq” +--- ? 


oder auch: 


2 a ae 2 — 1+ 9+ q%— g%+--- 1 
(13a) Ne q —1i+¢@—¢d+ f+ _—-P4+| 





§ 14. 
Vergleich der verschiedenartigen Auflisung der [kosaedergleichung*). 


Ein Vergleich der hiermit gewonnenen Lésung der Ikosaeder- 
gleichung durch elliptische Functionen mit der friiher explicite ent- 
wickelten (diese Annalen Bd. XII, p. 512 ff., vergl. den hier am 
Schlusse folgenden Anhang) ist deshalb besonders interessant, weil er 
neue Gesichtspunkte fiir die Behandlung der hypergeometrischen Reihen 
abgiebt. Wenn sich die Invariante J iiber die Halbebene bewegt, so 
durchlauft die Ikosaederirrationalitit y ein Kreisbogendreieck von den 


Winkeln — =; >> @ ein solches von den Winkeln => =» 0. 
Statt nun nach der friiheren Methode y direct aus J als Quotienten 
hypergeometrischer Reihen zu berechnen, berechnen wir jetzt auf ana- 
loge Weise das @ und aus ihm erst das 7; das heisst, wir verwandeln 
die Halbebene J zuniichst in ein Dreieck mit den Winkeln . , ; ,o 
und dehnen dann dieses wieder zu einem Dreiecke mit den Winkeln 
— — =: Dies Verfahren ist in analoger Weise offenbar immer 
zuldssig, wenn ein Quotient Q hypergeometrischer Reihen berechnet werden 
soll, der die Halbebene J auf ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln 


*) Aehnliche Betrachtungen gelten natiirlich bei der Gleichung fiir das Doppel- 
verhiiltniss, der Tetraeder- und der Oktaedergleichung. 
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‘4 M4 
go 


— abbildet, wo v irgend eine Zahl ist. Dies Verfahren hat 


dann aber, allgemein zu reden, einen grossen Vortheil, der freilich 
beim Ikosaeder nicht recht zur Geltung kommt. Im Allgemeinen nim- 
lich ist weder J eine eindeutige Function von Q, noch Q von J. Da- 
gegen werden beide eindeutige Functionen von @. Indem man also @ 
als die unabhiingige Variable einfiihrt, ist ein ihnlicher Vortheil erzielt, 
wie etwa der, den in der Theorie der elliptischen Integrale die Kin- 
fiihrung der Integrale erster Gattung als unabhiingiger Veriinderlicher 
mit sich bringt. — 

Es handelte sich dabei um hypergeometrische Reihen, welche nach 
J fortschreiten. Aber ich habe p. 512 meiner vorigen Arbeit bereits 
darauf aufmerksam gemacht, dass es unbegrenzt viele andere Arten der 
Auflésung fiir die Ikosaedergleichung giebt, sofern man solche hyper- 
geometrische Reihen zuliisst, die nach algebraischen Functionen von J 
fortschreiten. Ich will hier nur drei solche Fille besonders anfiihren, 
die sich an das Vorhergehende genau anschliessen. Schreibt man 


(4c¢—1)® “Mm : . 
J = -— (Transformation zweiter Ordnung), 


so bewegt sich 9, wenn t iiber die Halbebene liiuft, iiber ein Dreieck, 

° ° . . 7. ba Md 4 ‘i 23. 
das aus drei kleinen Dreiecken (mit den Winkeln =, >, = nani 
zusammengesetzt ist (Figur 23.); wird 


la t., oe 


27° ot(1—o)? 





gesetzt (Doppelverhiltnissgleichung), so entspricht der Halb- 


ebene o das Dreieck » (Fig. 24.), das heisst, das Be- Figur 24. 
grenzungsdreieck des eigentlichen Ikosaeders. Nimmt )» 
man endlich: pet, tt ep ay / EN 

~ t(i—r)* p>». be 
(Transformation vierter Ordnung, Invariante der lw | P 
Legendre’schen Normalform), so ist die Halb- 4 — —@ == 


ebene t auf ein Dreieck 4 bezogen, das die in Figur 25. 
gegebene Gestalt hat. 

Dieser letzte Fall ist es, den ich p. 516 meiner vorigen 
Arbeit ausfiihrlicher in Betracht zog, weil ich damals von 
der Legendre’schen Normalform aus die Auflésung der 
Ikosaedergleichung durch elliptische Functionen untersuchen 
wollte. 





Bringt man diese Lésungen wieder mit der Auflésung 
durch elliptische Functionen zusammen, so erhilt man z. B. 
den Satz: Alle hypergeometrische Reihen, welche nach dem 
Doppelwverhiiltnisse 6 (= x*) fortschreiten, lassen sich als ein- \ 
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deutige Modulfunctionen darstellen. och greift ein Verfolg dieser 
Ideen, die sich schliesslich alle auf die Transformation der hypergeo- 
metrischen Reihen beziehen, natiirlich weit iiber die Grenzen des gegen- 
wirtigen Aufsatzes hinaus. 


Abschnitt IV. 


Modulargleichungen. — Die Auflésung der 
Gleichungen fiinften Grades. 


In diesem letzten Abschnitte beabsichtige ich zu zeigen, in welchem 
Verhialtnisse die Untersuchungen Hermite’s und Brioschi’s, die 
sich auf die Jerrard’sche Form der Gleichungen fiinften Grades, resp. 
auf die verwandten Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades _,,mit 
B = U beziehen, zum Ikosaeder stehen, um dann, die Entwickelungen 
der vorhergehenden Abschnitte und meine friiheren Arbeiten umfassend, 
einen Ueberblick iiber die verschiedenen Arten der Lésung der Glei- 
chungen fiinften Grades zu geben. Ich bedarf dazu gewisser Betrach- 
tungen tiber Modulargleichungen, die mir an sich ein grosses Interesse 
zu bieten scheinen, die ich aber nur soweit hier durchfiihre, als zur 
Erreichung des vorgenannten Zweckes nothwendig ist. 


§ 1. 
Ueber Modulargleichungen im allgemeinsten Sinne. 


Statt der Gleichungen zwischen den absoluten Invarianten J und 
J’, die ich im zweiten Abschnitte dieser Arbeit untersuchte, betrachtet 
man, von den @-Functionen ausgehend, gewdhnlich die Gleichungen 
zwischen den Doppelverhiltnissen 6, 6’ (x*, 4?) oder die zwischen ihren 
achten Wurzeln u = j/x, v=j/d. Ist n, wie vorausgesetzt werde, 
eine Primzahl und dabei > 2, so sind auch diese Gleichungen vom 
Grade (n+ 1). Bei der hier eingehaltenen Darstellung, in der die 
absolute Invariante J allemal die urspriingliche Variable abgiebt, ent- 
steht von selbst die allgemeine Frage: Welche algebraischen Functionen 
von J, resp. J’ haben ebenfalls diese Eigenschaft, zu Transformations- 
gleichungen vom Grade (n+ 1) Anlass zu geben? 

Es sei m(@) eine solche in der ganzen Halbebene @ eindeutige 
Function. So betrachte man vor allen Dingen diejenigen linearen 
Substitutionen : 

(1) @ = oT, (a’d’ — By’ =1), 

welche g(@) ungeiindert lassen. Sie médgen durch accentuirte «’, p’, 
y’, 9° kenntlich gemacht sein, und bilden iibrigens eine in der Ge- 
sammtheit aller 
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w! = “OTe, (ad —py—1), 

enthaltene Untergruppe. Zwei Zahlen, die durch eine Substitution (1) 
aus einander hervorgehen, will ich relativ dquivalent nennen. So bilde 
man alle Werthe von g, welche durch folgende Formel ausgedriickt sind: 

1, sete 

n 6B’ o+0’ 
und frage, wann sie mit g(a) durch eine Gleichung (n + 1)' Grades 
verkniipft sind. 

Kine leichte Ueberlegung fiihrt zu zwei Bedingungen. 

Zuniichst ist erforderlich, dass alle Werthe von a, fiir welche die 
Function gp denselben Werth annimmt, relativ dquivalent sind. Dies 
bedingt, dass J eine rationale Function von » sein muss, und auch 
umgekehrt: wenn J eine rationale Function von @ ist, so wird diese 
erste Bedingung befriedigt. 

Dann muss weiter verlangt werden, dass alle Zahlen a ore 
mit nur (n-+-1) ,,Reprisentanten“ relativ diquivalent sind. oe 

Diese zwei Bedingungen zusammen sind jedenfalls ausreichend; 
wie weit sie méglicherweise von einander abhiingig sind, habe ich noch 
nicht untersucht. 


§ 2. 
Die Ikosaederirrationalitiat. 


Ich behaupte nun, dass die Ikosaederirrationalitiit », die durch die 
Gleichung definirt wird: 


C. 
’ 1728 7(n) = J, 
? den beiden Anforderungen fiir alle Primzahlen n geniigt, die von Fiinf 
N 


verschieden sind. 


? Zunichst der ersten Bedingung wird entsprochen, weil J in 9 
a rational ist. Mit Bezug auf die zweite habe ich zunichst die Substi- 
e tutionen (1) anzugeben, welche y ungeiindert lassen. Da y nichts An- 
4 deres ist als die Wurzel der Galois’schen Resolvente der Transfor- 
} mationsgleichung fiir » —5, so umfassen nach bekannten Siitzen die 


z gesuchten Substitutionen alle diejenigen aot e und nur diejenigen, * 


e . Hy a=d=1, B—=y=0 (mod 5) ist. Wir kénnen also 
n schreiben : : 

> ’ 4 ‘ 5 1 5b r or 

(2) @' = Sete — Boo Ray? [(Ga+1) 6d-+1) —25be= 1], 
und es ist nun zu zeigen, dass alle Zahlen 


’ — a 


a- *) Entsprechende Entwickelungen gelten fiir das Doppelverhiiltniss 6, wie 
fiir die Tetraeder- und Oktaederirrationalitit. 


xXIv. 
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. Coo e at” [(64+1)(6D+1)—2%BC=1], 


mit Bezug auf (2) zu (n-+ 1) Reprisentanten fiquivalent sind. Zum 
Beweise gebe ich (x + 1) Repriisentanten wirklich an; dass in Bezug auf 
sie das Theorem richtig ist, sieht man sofort. Die Repriisentanten sind: 


2) o+5 o+2-5 o + (n—1)5 1 Anw + (An—1) 
give 4 i 


n? we n ? n > n’ (1—An)o+(2—2n) © 
Hier ist 4m das kleinste Multiplum von », welches modulo 5 zu Eins 
congruent ist. 


§ 3. 
Simultane Aenderungen der zusammengehorigen Ikosaederirrationalitaten. 


Es sollen die beiden Ikosaederirrationalititen, welche durch Trans- 
formation n‘** Ordnung mit einander verkniipft sind, y und € genannt 


werden. So sei 7 durch Formel (13) des vorigen Abschnitts gegeben: - 


# 1+¢*—q*—q*—q'*—q*+q"--- 
(3) e~¢ a eo gio me... ; 
1+ q+ q"—4q 
Ich will dann unter den zugehérigen Werthen von € denjenigen 
auswihlen, der sich aus (3) ergiebt, wenn man, dem ersten der eben 


” @ ; 
angegebenen Repriisentanten entsprechend, @ durch —, also q = e'7” 
? n ’ 
i 


durch g” ersetzt. 

Nun lasse man @ allmahlich um 2” wachsen. Dann verwandelt 
sich » vermdge (3) in e~2"y, € in e-°§. Hiernach hat man auf Grund 
der Entwickelungen p. 525 meiner vorigen Arbeit (diese Annalen Bd. XII) 
sofort folgenden Satz: 

Transformirt man y durch die 60 Ikosaedersubstitutionen, so ge- 
schieht dasselbe mit £ Dabei ergiebt sich die Substitution, welche € 
erfaihrt, aus der fiir y, indem man jedesmal «" durch « ersetzt. 

Nun kann ” modulo 5 zu 1, 2,3, 4 congruent sein. In den beiden 
letzten Fallen ersetze man € durch — : und bezeichne diese neue 
Grésse wieder einfach mit € Dann hat man: 

Die Transformation fiir € ist entweder mit der fiir n identisch, oder 
aus thr abzuleiten, wenn man & durch « ersetzt. Der erstere Fall tritt 
ein, wenn » quadratischer Rest modulo 5 ist, der andere Fall, weniten 
Nichtrest ist. : 


g 4, 


Die Modulargleichungen zwischen » und €. 


Der ausgesprochene Satz erméglicht es, die Gleichung (n+ 1)'" 
Grades zwischen » und € in den niedersten Fiillen ohne Weiteres hin- 








— _ fh ho 
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zuschreiben. Man hat zu dem Zwecke auf meine friihere Arbeit (Math. 
Annalen Bd. XII) und namentlich auf Gordan’s neueste Verdffent- 
lichung zuriickzugreifen (Math. Annalen Bd. XIII, p. 375 ff.: Ueber die 
Auflisung der Gleichungen vom fiinften Grad). 

Nehmen wir zunichst n = 2,-3. So haben wir eine Gleichung 
zwischen y und £, welche in beiden Verinderlichen vom dritten Grade 
bez. vom vierten Grade ist und die ungeindert bleibt, wenn man auf £ 
eine beliebige Ikosaedersubstitution, auf 4 aber diejenige anwendet, die 
sich durch Verwandlung von ¢ in ¢é ergiebt. Also sind auf Grund der 
Gordan’schen Arbeit die Modulargleichungen fiir n = 2, 3 einfach diese: 


(4) O=f=—OR+E +604, 
(5) Ome gen he — Py — Se +649. 

Ich habe diese Gleichungen den Formeln (7), (8) der genannten 
Arbeit entnommen , indem ich einfach ¥ * durch €, 4 durch 9 ersetzte. 


Betrachten wir ferner den Fall n “A 4. Freilich haben wir oben 
nur den Fall einer Primzahl » erliutert. Aber nran sieht leicht, dass 
sich fiir m4 nach Analogie mit den gewohnlichen Modulargleichungen 
eine Gleichung sechsten Grades zwischen 9 und € ergiebt, und dass 
man vier der Werthe von € erhilt, wenn man in (3) statt @ ein- 

o+5 @ +2-5 o+3-5 : 
. ? n . n 
Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen entsprechend in — 


triigt —, 





Verwandeln wir dieses € der 


1 
, so 


werden also 9, € gleichzeitig denselben Ikosaedersubstitutionen unter- 
worfen. Beachten wir ferner dies. Fiir @ ioc wird y nach Formel (3) 
unendlich, die vier (neuen) £ aber, welche ©, ors. or ots:* 
entsprechen, werden Null. Wir haben also den Satz, der sogleich zur 
Verwendung kommen soll: Fiir 1 = co werden mindestens vier von den 
sechs Werthen gleich Null. 

Nun habe ich im zweiten Abschnitte meiner vorigen Arbeit die 
simultanen Invarianten eines Ikosaeders und einer quadratischen Form 
untersucht und gezeigt, dass sich alle aus vier Invarianten A, B, C, D 
zusammensetzen lassen. Nimmt man diese quadratische Form gleich 
(x%,—nX,) (a,—€x,), so gehen A, B, C, D in Ausdriicke zweiten, 
sechsten, zehnten und fiinfzehnten Grades in y und € iiber, und diese 
bilden nach den eben dort gegebenen Entwickelungen die Gesammt- 
heit derjenigen Ausdriicke, welche sich (homogen geschrieben) nicht 
iindern, sobald man auf y und € simultan dieselben Ikosaedersubsti- 
tutionen anwendet. Ich setze insbesondere her: 


(6) A= + (m—-$), 
(7) B= — 5 {Qa 8)' nb +8) re — 28+ (1+-8 (1-0 6)}- 


“ 
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Nun folgt ohne Weiteres, dass die Modulargleichung fiir n = 4, 

weil vom sechsten Grade, die Gestalt haben muss: 

B—iA'=0, 
und lassen wir hier » unendlich werden, so zeigt sich, dass 4 = 0 ist. 
Daher ist die Modulargleichung fiir n=4 B=0, wo B den Ausdruck 
(7) bedeutet*). 

Es sind nun diese Modulargleichungen fiir » = 2 und n = 4, die 
ich gebrauche, um vom Ikosaeder aus zu den Formeln Hermite’s 
und Brioschi’s zu gelangen. Dabei muss ich freilich die gesammten 
Entwickelungen des zweiten und dritten Abschnitts meiner vorigen 
Arbeit als bekannt voraussetzen. 


§ 5. 
Geometrisches iiber die Jerrard’sche Form. 


Im dritten Abschnitte der genannten Arbeit habe ich die fiinf 
Wurzeln y einer Glgichung fiinften Grades, fiir welche Dy = 0 ist, 
ihrem Verhiltnisse nach als Pentaedercoordinaten eines Kaumpunktes 
gedeutet und insbesondere die Fliche zweiten Grades Y studirt, deren 
Gleichung Ly? = 0 ist. Auf dieser Fliche liegt eine Raumcurve sechster 
Ordnung, K, vom Geschlechte 4, der Durchschnitt mit der Diagonal- 
fliche Ly’ =0. Diese Curve ist das Bild der Jerrard’schen Gleichung, 
insofern die Wurzeln y der leizteren, in bestimmter Ordnung genommen, 
jedesmal die Coordinaten eines Curvenpunktes vorstellen**). 

Auf der Fliche zweiten Grades Y verlaufen ausserdem die beiden 
Schaaren geradliniger Erzeugender; und wenn wir denselben, wie damals 
geschah, die Parameter 4, € beilegen, so ist die Curve sechster Ord- 
nung K eben durch die Gleichung (4): 

f(y, $)=0 
gegeben***) , die dem letzten Paragraphen zufolge ausdriickt, dass », £ 
durch quadratische Transformation des elliptischen Integrals aus einander 
hervorgehen. 


Die Curve K ist also das geometrische Bild der quadratischen Trans- 
formation. Wiahlt man eine Erzeugende 7 aus, so schneidet sie die 
Curve K in drei Punkten; die drei durch diese Punkte verlaufenden 
Erzeugenden der anderen Art haben als Parameter die drei Wurzeln 


*) Dies zeigt, dass fiir 7 = © fiinf Werthe von y gleich Null werden, und 
einer gleich unendlich. 


**) Das Geschlecht der Curve stimmt deshalb mit dem Geschlecht. der spiiter 
anzugebenden Galois’schen Resolvente der Jerrard’schen Gleichung iiberein. 


*#*) Vergl. die Gordan’sche Arbeit. Es ist f(y, £) = 0 damit gleichbedeutend, 
dass Ty? = 0 ist. 





~~ 
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€,, 6, & der Gleichung f(y,€) = 0. Berechnet man jetzt J = 1728 up 
: : , H*(f,) 9g H3(&) H*(§5) 
an 1798: oi) 5) $2) tbs) 
und ebenso die drei Werthe J’ = 1728 PE)? 1728 Pe)? 1728 Fe)? 
so hat man die drei Invarianten J’, welche aus J durch quadratische 
Transformation hervorgehen*). 



























§ 6. 
Die Jerrard’sche Form als Resolvente der [kosaedergleichung. 


Die Jerrard’sche Gleichung fiinften Grades ist an sich keine Re- 
solvente der Ikosaedergleichung 1728 “ae ‘ =J, das heisst, es giebt 


keinen in » (und J) rationalen Ausdruck, welcher einer J errard’schen 
Gleichung geniigt. Wiirde es einen solchen geben, so wiren die Coor- 
dinaten eines Punktes der Curve K rational durch den Parameter 7 
dargestellt und also das Geschlecht der Curve nicht 4, sondern 0. Viel- 
mehr muss man, um, vom Ikosaeder ausgehend, zur Jerrard’schen 
Gleichung zu gelangen, eine Hiilfsgleichung vom dritten Grade lésen**), 
und dieser Hiilfsgleichung habe ich in meiner vorigen Arbeit (p. 525) 
folgende Form ertheilt: 

gis 


7 — 1224614 J—2) =0; 


ich habe dabei nur jetzt J statt des friiheren X geschrieben. Setzt 
man hier stati 2A4—1 = of*5*), so kommt: 


(C57) +30-2=0, 


oe 


oder: 
(8) er 

Aus dem vorhergehenden Paragraphen folgt nun, dass diese Glei- 
chung reducibel werden muss, wenn man neben J einen der drei Werthe 
J’ einfiihrt, welche aus J durch quadratische Transformation hervor- 
gehen. Anders ausgedriickt: die Gleichung wird reducibel, wenn wir 
eine der drei Wurzeln der Hiilfsgleichung dritten Grades adjungiren, 
auf welche wir oben die Transformation zweiter Ordnung zuriickge- 
fiihrt haben: 

J (e—1t) A 


27 t 





*) Genau ebenso versinnlicht der Durchschnitt der Fliche ¥ mit der Fliiche 
vierter Ordnung Yy!=0 die Transformation dritter Ordnung g (n, £) = 0. 

**) Diese kann, wegen p= 4, auch nicht etwa auf den zweiten Grad herab- 

gedriickt werden. 
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Dies trifft in der That zu. Denn die unmittelbare Vergleichung ergiebt: 
8r—2 

Will man das Doppelverhiltniss 6 = x? einfiihren, so hat man fiir die 

drei Wurzeln: 





“_ = . Pisa 
(10) eter teat = 2S ee = 2S 5tst 
Man sieht hieraus den inneren Grund, weshalb man bei dem Be- 
streben, die Gleichuygen fiinften Grades durch elliptische Functionen 
zu lésen, anfiinglich zur Jerrard’schen Form kommen konnte. Der 
Grund liegt darin, dass man nicht von der rationalen Invariante J des 
elliptischen Integrals, sondern vom Doppelverhidltnisse 6 = x* ausging, 
und so die Wurzeln der cubischen Hiilfsgleichung, ohne es zu wissen, 
adjungirte. 


§ 7. 
Die Hermite’sche Gleichung. 
Diese Betrachtungen finden ihre volle Bestatigung, wenn man die 


Gleichung fiinften Grades behandelt, die Hermite durch elliptische 

Functionen lést*): 

2 1+ x? 

(11) y>—y¥—— >=: — 
5V'5 . V «(i —x?) 

Bemerken wir zuniichst, dass alle Formeln Hermite’s ungeindert 

bleiben, wenn man x* durch a ersetzt. Es ist daher zweckmissig, 


eine symmetrische Verbindung derselben einzufiihren, also etwa 
iv. 1 ‘ 
=i 449, 


dasselbe t, welches in der von uns fiir Transformation zweiter Ord- 
nung aufgestellten Gleichung dritten Grades vorkommt (nach Gleichung 
(6) des vorigen Abschnitts). Dann wird die Hermite’sche Gleichung 


s—1 
(12) y—y— —- Rd 
5 V5 Vr 


und um eine beliebige J errard’sche Gleichung, die ich so schreiben will: 





= (), 


=0, 


(13) ye +5 py +7=—9, 

auf sie zu reduciren, bekommt man fiir t die quadratische Gleichung: 
256 B® a 

(14) ne =F ar , 


*) Die Irrationalitiiten des letzten Cofficienten riihren nur davon her, dass 
die beiden anderen Coefficienten gleich 1 gemacht sind. 
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die aufgelést ergiebt: 
(15) +1 4 SPS? . 


t—1 — y 








Hier bemerke man 
1) dass die Quadratwurzel aus der Discriminante von (13) ge- 
zogen ist. 
2) dass ein Vorzeichenwechsel derselben t in : verwandelt. 


Nun entspricht der Wechsel des Vorzeichens der Discriminante nach 
meiner friiheren Darstellung einer Vertauschung der beiden durch den 
Raumpunkt y hindurchlaufenden geradlinigen Erzeugenden, und die 


Gleichung va bedeutet, nach Abschnitt II. der gegenwiirtigen 


Arbeit, eine quadratische Transformation. Der Wechsel zwischen den 
beiden Erzeugenden bringt also eine quadratische Transformation mit 
sich, wie es nach dem Vorhergehenden sein sollte. 


Noch evidenter wird die Uebereinstimmung, wenn man nach § 7. 
des dritten Abschnittes meiner vorigen Arbeit (p. 553, 554), den ich 
eben zu diesem Zwecke dort eingeschaltet habe, fiir die Hermite’sche 
Gleichung (11) die beiden dort X,, X, genannten Ikosaederconstanten 
berechnet. So kommt: 


(16) X, <i iy X, a (tide xh 





~ 8%  xi(i—xy ? ee 108x2(1— x2)” 

und dies sind, wie im ersten Abschnitte der gegenwirtigen Arbeit 
gezeigt wurde, genau die absoluten Invarianten J, J’ der beiden durch 
quadratische Transformation aus einander hervorgehenden Integrale: 


[ ST ; eS 
J Vy-1—y-1— xy Vi — a -1— x22? 


Es ergiebt sich hiernach, dass die Jerrard’sche Gleichung, welche 
nach § 6. aus der Ikosaedergleichung 


H3(n) __ (4r—1)3 

Pin) ae 

abgeleitet werden kann, mit der Hermite’schen Gleichung fiinften 
Grades (12) geradezu identisch ist, und dass wir umgekehrt (17) als 
einfachste Galois’sche Resolvente der in der Gestalt (12) geschriebe- 
nen Hermite’schen Gleichung ansprechen kénnen*). 


(17) 1728 








*) In der That ist das Geschlecht von (17) gleich 4. Uebrigens kann (17), 
wie oben angegeben: [Abschn. III. p. 159], direct durch hypergeometrische Reihen 
gelést werden. 


168 F. Kiem. 


§ 8. 
Die Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades mit B — 0. 


Gehen wir nun zur Betrachtung der Jacobi’schen Gleichungen 
sechsten Grades mit B =O iiber. In § 4, dieses Abschnittes haben 
wir die quadratische Form 


A,&,? + 2A) 2,2, — A,x,’, 
die im zweiten Abschnitte meiner vorigen Arbeit der Betrachtung zu 
Grunde liegt, durch 
(%,— Xp) (%, — $22) 
ersetzt. Das heisst, im Sinne der damals gebrauchten geometrischen 
Redeweise, wir haben den Punkt A, : A, : A, ersetzt durch die beiden 


Beriihrungspunkte 4, € der beiden von ihm an den Kegelschnitt A—0O 
gelegten Tangenten. Deshalb ist also die Gleichung 

(7) By, §) =9, 

wie sie soeben fiir die Transformation vierter Ordnung aufgestellt wurde, 
die Bedingung dafiir, dass sich die in den Punkten y, € des Kegel- 
schnitts A = 0 construirten Tangenten auf der Curve B=O kreuzen. 
Ziehen wir jetzt in einem Punkte y des Kegelschnitts A =O eine 
Tangenté und construiren die sechs Beriihrungspunkte der sechs wei- 
teren Tangenten, welche man von den Durchschnittspunkten dieser 
geraden Linie mit der Curve B an den Kegelschnitt A legen kann. 
Nun sind die sechs Wurzeln der Modulargleichung fiir Transformation 
vierten Grades, wie bekannt, paarweise unter einander wieder durch 
Transformation vierter Orduung verbunden. Daher miissen sich die 
sechs construirten Tangenten noch dreimal zu zwei wieder auf der 
Curve B schneiden. Und so haben wir den Satz: 

Man kann um A =O unendlich viele Dreiecke beschreiben, deren 
Ecken auf B= 0 liegen. Jeder Punkt auf B ist Ecke eines solchen 
Dreiecks, wiihrend jede Tangente von A dreimal als Dreiecksseite be- 
nutet wird. 

Ich habe diesen Satz p. 542 meiner vorigen Arbeit ohne Beweis 
mitgetheili und damals aus den von Brioschi gegebenen Formeln 
erschlossen, Umgekehrt benutze ich ihn hier, um die Uebereinstimmung 
meiner Ueberlegungen mit Brioschi’s Rechnungen zu erweisen. 


§ 9. 
Die Auflésung der Gleichungen vom finften Grade. 


Ich lasse nun den Ueberblick iiber die verschiedenen Auflésungs- 
arten der Gleichungen fiinften Grades folgen, den ich schon das vorige 
Mal in Aussicht stellte. Ich wiinsche deutlich zu machen, dass sich 
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die verschiedenen bis jetzt bekannten Methoden mit der von mir ge- 
gebenen in allerengste Beziehung setzen lassen. 

Mein Ansatz verlangt zunichst, die Gleichung fiinften Grades durch 
Tschirnhausentransformation so umzugestalten, dass Sy=0, Dy?—0 
ist. Dann wird nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discrimi- 
nante auf rationalem Wege eine Ikosaedergleichung hergestellt. — 
Hermite dagegen machte, um eine durch elliptische Functionen lés- 
bare Gleichung zu haben, auch noch y’ zu Null. Dazu gehdrte ausser 
der Quadratwurzel aus der Discriminante die Auflésung noch einer 
cubischen Hiilfsgleichung. Die letztere war, wie meine Methode zeigte, 
jedenfalls tiberfliissig. Wir kénnen uns nach den Entwickelungen der 
letzten Paragraphen so ausdriicken: sie war das Aequivalent dafiir, dass 
man statt der absoluten Invariante des elliptischen Integrals den Modul 
x? suchte. 

Die Verbesserung, die in der Vermeidung der cubischen Hiilfs- 
gleichung liegt, kann, wie oben gezeigt wurde (Abschn. II., § 18.), 
eben auch bei Kronecker’s Lésung*) angebracht werden. Nur ist 
die Aenderung, welche daraus resultirt, keine so tief greifende, wie 
bei Hermite, da es sich nur darum handelt, die Berechnung der 
transcendenten Functionen umzugestalten und der algebraische Theil 
der Theorie nicht beriihrt wird. Dieser algebraische Theil ist nun 
seinerseits mit meinem Verfahren wieder enge verwandt. 

Kronecker leitet aus der allgemeinen Gleichung fiinften Grades 
nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante eine allge- 
meine Jacobi’sche Gleichung sechsten Grades auf rationalem Wege 
ab und verwandelt dann letztere mit Hiilfe einer Quadratwurzel in eine 
solche mit A =O, d. h. im Wesentlichen in eine Ikosaedergleichung. 
Dieselben Schritte werden bei mir in umgekehrter Reihenfolge ausge- 
fiihrt; ich gebrauche zuerst die Hiilfsquadratwurzel (bei der Tchirn- 
hausentransformation) und dann erst die Quadratwurzel aus der Discri- 
minante. Aber im Grunde kommt das auf dasselbe hinaus. Denn 
im Sinne meiner geometrischen Redeweise bedeutet die Herstellung der 
allgemeinen Jacobi’schen Gleichung sechsten Grades, dass man dem 
Raumpunkte y,---y,, der die Gleichung fiinften Grades vertritt, ein 
Paar von Erzeugenden der einen Art der Fliiche Y zuordnet**), das 


*) Ich verstehe unter Kronecker’s Lisung immer diejenige, die er in 
seinem ersten Briefe an Hermite angab (Comptes Rendus, Juni 1858). — Die 
Identitiit der in den beiden Fillen gebrauchten Hiilfsgleichung bildet den wesent- 
lichen Inhalt meines in den Rendi conti des Istituto Lombardo (April 1877) ver- 
dffentlichten Briefes an Brioschi. 

**) Von dieser Auffassungsweise ausgehend erhalt man sehr einfache Formeln 
zur Herstellung der allgemeinen Jacobi’schen Gleichung, bei denen man nicht, 
wie bei den Brioschi’schen, den Begriff der cyklischen Function benutzt. 
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man dann, um zu einer-Gleichung mit A —0O zu gelangen, am ein- 
fachsten in seine zwei Bestandtheile zerlegt (siehe den zweiten Abschnitt 
meiner vorigen Arbeit). Dann ist also schliesslich dem Raumpunkte y 
eine Erzeugende der einen Art zugeordnet. Eben dies erreicht meine 
Methode, indem sie zuniichst dem Punkte y einen Punkt auf der Fliche 
Y zuordnet und dann unter den beiden durch diesen Punkt hindurch- 
laufenden Erzeugenden die eine wahlt. — 

Ich glaube nun aber nach den Entwickelungen des dritten hier 
vorangehenden Abschnittes auch das allgemeine Princip bezeichnen zu 
kénnen, demzufolge man die Auflésung der Gleichungen fiinften Grades 
auf die Ikosaedergleichung zuriickfiihren muss. Dieses Princip, wie es 
sich hier darstellt, scheint folgendes zu sein. Sicher wird man suchen, 
so lange es angeht, die Auflésung der allgemeinen algebraischen 
Gleichungen auf diejenige specieller Gleichungen zuriickzufiihren, 
welche nur einen Parameter enthalten*). Denn nur die algebraischen 
Functionen einer Variablen beherrscht man. zur Zeit einigermassen. 
Unter diesen speciellen Gleichungen scheinen nun immer diejenigen 
die wichiigsten zu sein, deren Galois’sche Resolvente das kleinstmig- 
liche Geschlecht besitzt. Hat man bei einer Gleichung fiinften Grades 
die Quadratwurzel aus der Discriminante adjungirt, so kann dies Ge- 
schlecht bis auf Null herabsinken, und dem eben entspricht, dass 
man die Ikosaedergleichung einfiihrt. Unzweckmiissig aber ist es, 
wenn man z. B. als Normalform der Gleichungen fiinften Grades die 
Jerrard’sche wihlt. Denn dann ist das Geschlecht der Gailois’- 
schen Resolvente gleich 4, und dies bringt den doppelten Missstand 
mit sich, dass die zu Grunde gelegte Irrationalitaét minder einfach ist, 
und dass es schwieriger ist, die allgemeine Gleichung fiinften Grades 
auf sie zuriickzufiihren. 


Anhang. 


Ich fiige hier noch eine Vervollstindigung meiner friiheren Arbeit 
iiber das Ikosaeder (Math. Annalen Bd. XII) hinzu, welche ich damals 
schon in Aussicht stellte; sie betrifft die nwmerischen Constanten, welche 
bei der Auflésung der Ikosaedergleichung und anderen dort gegebenen 
Entwickelungen auftreten. 

Auf p. 514 handelt es sich zuniichst um die Werthe, welche die 
Veriinderliche 7 in einem gewissen Punkte H’ und in einem Punkte 7” 
annimmt. Es waren: 


*) Die Gesichtspunkte, welche Kronecker in seiner zweiten Arbeit tiber 
Gleichungen fiinften Grades angedeutet hat (Berliner Monatsberichte 1861, Bor- 
chardt’s Journal Bd. 59), zielen nach anderer Richtung. 
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y= 1— as— are, 
Np = 8 [(s?-+ &) + i(e—e')]. 


Dann wird weiterhin 4 durch AS 


2 
f (1) M2) = 1 ist. Dies giebt fiir die Punkte H’, 7’ Resultate, die sich 
auch ohne numerische Auswerthung sehr einfach anschreiben, wie ich 
nun angebe: 


1) Beim Punkte H’ kommt: 


ersetzt und »,,.4, so bemessen, dass 


iVet—s.Vi—ae - wet V 2 _s. Vi — ate—ae' 
ee es : ee ae 127— a 
Vas = 
mit der Bedingung: 


V1—ae— ae!.f1 — ate — asi =+i. 
Bei geeigneter Wahl der zwélften Wurzel konnen wir auch schreiben: 


j/2 sin 36° (1 + 2 cos 12°) 2 sin 36° (2 cos 48° — 1) 
————_— i 7 2 = - — . 


}, = 3/ 
Vs 5 


2) Beim Punkte 7” ergiebt sich bis auf eine beliebig zuzufiigende 
zwolfte Einheitswurzel : 


_ eae 


2/ : 
e' VY — (es? + 8) — i (e — #*) 
— = —~ = —_—— ? 


Veet) 


{= 
wo 
Y= CFA 8) VOF HY $1, 


Anders geschrieben: 


j/sin 9° cos 63° 


2 OD eC RER RH a: 4 
//— 10 sin 54° 


a TR eT 

wa 4 V/cos 9° sin 63° 

4, = 28 SS, 
— 10 sin 54° 


An diese Ausdriicke kniipft sich nun unmittelbar die Definition der 
auf p. 515 mitgetheilten Zahlencoefficienten. Man hat fiir Formel (9): 


49 19 
V/2 sin 36° ‘ 2°) Teo) n( 
1,13229 = 960 V 2 sin 36° (1 + 2 cos 12) GS 60 


oc a 


OT ame 49 e 
__ 24-60 2 V cos 9° sin 63° _ Ww G W 607 | 
~ 29-49 


Viosin see = (4) (2) ’ 
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vee 


: --——-— =5. Wie 
30 ~— 2 P'sin 9° cos 63° Mi (a) = S 
41 l-iis ~ <n’ nef. . 
j 10 sin 54° m(=)- (5) 
Bei allen Wurzeln sind hier die reellen positiven Werthe zu neh- 


men. — Fiir die Constanten der Formel (10) aber hat man einfach 
(wie selbstverstindlich) : 


1,13074 — 7 - 0,05926 = (cos 3° — isin 3°) - 1,13229, 
0,21382 +- 7 - 0,13885 = (cos33° + 7 sin33°) - 0,25495. — 
Auf aihnlichen Ueberlegungen beruht der Ansatz auf p. 536, 537 


daselbst. Berechnet man z. B. aus den soeben fiir H’ angegebenen 
Werthen von y,, 4, die Coordinaten A,, A,, A, nach der Formel: 


a 1 31 
0,25495 tS 20 V2 sin 36° (2 cos 48° — 1) 1 (<) , n(= 


2 att 
A, = — 4%, A,=7,", A,=— uy’, 
so kommt: 
gt s 
Ay — 6 ? 
V—s' 
e? — 33 ; 
A, = ~ (1—a’?e—ae'), 
ys 
Pd _ Py . 2.4 
A, = — = (1—ae—a*e'), 
2 y/— 54 


und in diesen Ausdriicken erkennt man die mit 4 multiplicirten Be- 
standtheile der ersten auf p. 536 angegebenen Forme]. In ihnlicher 
Weise sind die anderen A,, A,, A, gewahlt: dem Verhdiltnisse nach 
sind sie durch die geometrische Definition gegeben; ihrer absoluten Grisse 


nach sind sie so bemessen, dass A = A,?-+ A,A,, oder, wenn es 
Null ist, B(A,, A,, A.) = —f(n,, 4.) einen rationalen Werth an- © 
nimmt. 


Miinchen, Anfang Mai 1878. 
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Anwendung der Thetafunctionen zweier Verinderlicher auf die 
Theorie der Bewegung eines festen Kérpers in einer 
, Flissigkeit. 


Von H. Weber in Konigsberg in Pr. 


Eine aufmerksame Betrachtung der algebraischen Relationen, welche 
zwischen den Thetafunctionen mit zwei Verinderlichen bestehen, lisst 
leicht erkennen, dass man unter den Quotienten zweier solcher Functio- 
nen auf mehrfache Art neun solche auswihlen kann, welche den Be- 
dingungen fiir die Transformationscoefficienten zweier rechtwinkliger 
Coordinatensysteme identisch geniigen. Der Hinblick auf Jacobi’s 
elegante Darstellung der Rotation eines festen Kérpers im leeren Raum 
durch die elliptischen Thetafunctionen legt den Versuch nahe, diese 
Ausdriicke der Transformation$coefficienten fiir die Mechanik der Be- 
wegung eines festen Kérpers nutzbar zu machen, indem man fiir die 
Variablen der Thetafunctionen lineare Functionen der Zeit setzt. Die 
Verfolgung dieses Gedankens fiihrt zu einer eleganten analytischen 
Darstellung der Bewegung eines festen Kérpers von gewisser Beschaffen- 
heit in einer unendlich ausgedehnten incompressiblen Fliissigkeit ohne 
den Einfluss beschleunigender Krifte. Es ist, mit emer Beschrinkung 
beziiglich des Anfangszustandes, derselbe Fall einer solchen Bewegung, 
von dem Clebsch (Math. Annalen Bd. III, p. 238) durch Angabe des 
letzten Multiplicators gezeigt hat, dass er sich durch Quadraturen dar- 
stellen lasse. 


Ich werde nun zuniichst, behufs einer ersten Lésung des Problems, 
in der oben angedeuteten Weise von den Thetafunctionen ausgehen, 
und dann zeigen, wie man zu denselben Resultaten auch durch die 
Umkehrung hyperelliptischer Integrale gelangen kann. Zur Erleich- 
terung des Verstiindnisses schicke ich eine Uebersicht der wichtigsten 
Siitze und Formeln aus der Theorie der Thetafunctionen zweier Ver- 
iinderlichen voraus, soweit sie im Nachfolgenden zur Anwendung 
kommen. 
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§ 1. 


Wir definiren als O- Function der Ordnung @ der beiden Verinder- 
lichen v,, v, eine Function, welche nach ganzen steigenden und fallenden 
Potenzen von e”, e” in eine stets convergente Reihe entwickelbar ist, 
und welche ausserdem den Bedingungen genitgt: 


O(v, +27, v,) = (—1)*O(e,, »,), 

O(v,, %.-+ xt) = (—1)*O(,, v); 
(2) O (0, +44, M+ Gy) = (— Ihe“ @ntanIG(y,, v,), 
O (0, +491, V2 Gq) = (— Ihe Cr ten)F O(v, , v9), 


WOTIM 44;, G5, @. beliebige reelle oder complexe Gridssen be- 
deuten, welche an die Bedingung gebunden sind, dass der reelle Theil von 


P (Ly, Lp) = Gy, Hy? + 2 a4, L, + Ay,” 


eine negative Function ist. Der Zahlencomplex 


1 92 
we c ih)? 

welcher aus den Elementen 0, 1 gebildet werden kann, heisst die 
Charakteristik der ©-Function. Die Anzahl der von einander verschie- 
denen Charakteristiken betrigt 16; dieselben werden unterschieden in 
gerade und ungerade Charakteristiken, je nachdem g,h, + g,h, gerade 
oder ungerade ist. Die Anzahl der ersteren ist 10, die der letzteren 6. 
Unter der Summe zweier Charakteristiken verstehen wir diejenige Cha- 
rakteristik, die durch Addition entsprechender Elemente der beiden ent- 
steht, wonach die Elemente der neu entstandenen Charakteristik auf 
ihre Reste (mod 2) reducirt werden kénnen. 

Macht man, den Bedingungen (1) entsprechend, fiir eine @-I'unction 
den Ansatz: 


1» Me 
8 {a} (0, 0) = Dy, Be, gh weet mato) | 


—®, @ 


(1) 


so lassen sich durch die Bedingungen (2) alle Coefficienten A,,,, durch 
6? unter ihnen linear ausdriicken, und man erhilt, wenn man setzt: 


ein} ty **) 


V4,V» 


my, hai 


“d 


—@2, @ 


fiir © {a} (v,, v,) den allgemeinen Ausdruck: 


(4) 0 {a} (%1,0,) 8 C,,,0{a} (0), 


V1, V2 





9 Omt rt, Onctret So) + (Smtr sa) (Bet F) + (Smt rot bon) (Bech et 
P 2 





TY . 7 = 
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worin in der Summe S »,, v, je ein vollstiindiges Restsystem nach 
dem Modul 6 durchlaufen. Hierdurch ist, da die in (3) eingefiihrten 
Reihen unbedingt convergent sind, nicht nur die Existenz der @-Functio- 
nen jeder Ordnung dargethan, sondern es ist auch der wichtige Satz 
bewiesen, dass die allgemeinste Function dieser Art 6? willktirliche 
Constanten linear und homogen enthilt, oder dass zwischen héchstens 
0? +- 1 solchen Functionen eine lineare homogene Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten besteht. 

Die in (3) eingefiihrten specielien 0-Functionen geniigen den fol- 
genden Bedingungen: 


/ &,70 Eat 
it+- >> e+ arto) eS erty) v 
5) ofa} 3 , 2) 2s ‘ote aC? ‘). 


te 7. My9 Ms 


Da nun die —peer-reuee der 6? - 0? Gréssen, die man erhilt, wenn 


("8 


man in ¢€ tay sowohl v,, v, als ¢,, & je ein vollstindiges Rest- 
system (mod 0) durchlaufen lisst,, von Null verschieden ist, so folgt, 
dass die 0? Functionen (3) in der That von einander linear unab- 
hiingig sind. 

Ersetzt man in (3) v,, v, durch —v,, —v,, so findet man: 


is —V,, —% — 7! (0, +9) + 202+92) ho v v, 
(6) 0{a} ( 1) *) me 3 (2u+9)i+ 20.-+9 ota} ( Pi: all 
~ —e 72 


%, Ni» —% 
Da nun eine Aenderung von v,, v, um Vielfache von 0 ohne Einfluss 
ist, so erkennt man hieraus, dass bei Aenderung der Vorzeichen beider 
{ Argumente je zwei verschiedene der in (4) vorkommenden Functionen 


V1, v. : — 
e{a} ‘ie v2) , abgesehen von einem constanten Factor, in einander 
7? 9 


iibergehen , ausgenommen solche Functionen, fiir welche 

(7) 2v,+9,=0, 2v,+9,=0 (mod 0), 

welche entweder ungeiindert bleiben, oder nur ihr Vorzeichen andern. 
Hieraus liisst sich erkennen, wie die Anzahl der willkiirlichen Con- 

stanten in einer @- Function sich vermindert, wenn noch verlangt wird, 





/ dass die Function entweder gerade oder ungerade sein soll. Es ist 
\ hierzu nur néthig, die Constanten in den Functionen 

ai ; 0 {a} (v1, %) + Oa} (—%, —%), 

: ) <) {a} (v,, V2) — .S) {a} (— 0%, —%) 


ate 


zu zihlen, wodurch sich Folgendes ergiebt. 
a) Ist d gerade, so gehen, wenn nicht g,,g, beide = 0 sind, je 
m1 2) durch Aenderung der 


Vi 5 V2 






zwei verschiedene der Functionen @ {a} ( 
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Vorzeichen in einander fiber, sind aber g,, g, beide = 0, so existi- 
ren vier unter diesen Functionen, entsprechend den Combinationen 
(v,, ¥%) =(0, 0), (4.8, 0), (0, $6), (446, $0), welche entweder gerade 
oder ungerade Functionen sind, und zwar sind zwei von ihnen gerade, 
zwei ungerade, ausser wenn h,, h, beide =O sind, in welchem Fall 
die vier erwihnten Functionen gerade sind. 


Daraus ergiebt sich, dass bei geraden 0 4 0° gerade und 40? un- 
gerade linear unabhingige O- Functionen existiren mit alleiniger Aus- 
0 od : 
nahme der Charakteristik (0) = (5 < fiir welche die Anzahl der 
linear unabhiingigen geraden O-Functionen 46° -+-2, die der ungeraden 
40? — 2 betriigt. 


b) Ist d ungerade, so kénnen die Congruenzen (7) stets auf eine 
einzige Art befriedigt werden, und daraus folgt, dass es unter den 
Functionen 0 {a} ‘big *) eine giebt, welche bei gerader Charakte- 

het 
ristik (@) eine gerade, bei ungeradem (@) eine ungerade Function ist, 
wihrend die iibrigen durch die Zeichenainderung paarweise in einander 
iibergehen. 


Es giebt also bei ungeradem 0 und gerader Charakteristik 4 (0? +1) 
gerade, 4(6?—1) ungerade, bei ungeradem 8 und ungerader Charak- 
teristik 4(0°-+-1) ungerade und 4(6?—1) gerade linear unabhidngige 
0 - Functionen*). 

Hiernach existirt fiir jede Charakteristik eine und nur eine. 0- 
Function erster Ordnung, und diese ist eine gerade oder eine ungerade 
Function in Uebereinstimmung mit der Charakteristik. Diese 16 Func- 
tionen, welche wir schlechtweg Thetafunctionen nennen, sind: 


My. Ne 

Gis G2 G (MAT I, M+ > G2) + BUF g) BofAni) 
(8) 8 (04,04) — > er rtan sts : 

h,, hy 


—D,@ 


? 


worin die Summe im Exponenten sich auf die Indices 1, 2 bezieht. 
Aus dieser Definition ergeben sich leicht die folgenden Eigenschaften. 
Bedeuten ¢,, &, &', €: beliebige ganze Zahlen, so ist: 

9 +28, J +2% Seen (M1292 
@) of ey, hy + 2 ey'f M17 2) = (KI OY gf Ors Med 


Setzen wir ferner: 


, , . , , an © , . ’ ’ 
By Shy Mit Gay +9244, Dy Shy wit gy ay. + Gy dy 


*) Vgl. Hermite ,,Sur la Theorie de la Transformation des fonctions Abé- 
liennes“. No. IX. Comptes rendus de l’Académie des Sciences, tome XL (1855). 















und nennen 





Anwendung der Thetafunctionen. 


(o’) = e #) 


hy’ hee’) 
die Charakteristik des halben Periodensystems }@,', 4 @,', so ist: 
(10) DAT} (MALTY, +49) 


1 1 = 
— > 9(n', 92°) — > tiZ G7 (hh) — Tyg’ 
am 2 «| 2 , , 
O{T+H'} (0, 2), 
wonach man die 16 #-Functionen durch eine beliebige unter ihnen 
ausdriicken kann. Daraus folgt noch weiter: 


(11) #{a+o'} (o,, v,) = (—1°""t a {wa —a’} (u, v,). 


Die Producte zweier #-Functionen sind @-Functionen zweiter Ordnung, 
deren Charakteristik die Summe der Charakteristiken der beiden Factoren 
ist. Aus obigen Sitzen ergeben sich daher zahlreiche Relationen zweiter 
Ordnung zwischen den #-Functionen. Um diese Relationen iibersicht- 
lich darzustellen, bezeichnen wir die ungeraden Charakteristiken in irgend 
einer Reihenfolge mit (8,), (By), (Bs), (B,), (B;), (Bs) Dann gelten 
folgende Siatze: 


1) Die unmittelbare Addition ergiebt (8,+6,+6,+ 6,+6,+ 6,)—(0), 
, ) 
wenn mit (0) die Charakteristik (50) bezeichnet ist. 


Daraus folgt, dass nicht die Summe von vieren dieser Charakte- 
ristiken = (0) sein kann, und dass sonach die 15 Summen (6;-+ A;,) 
alle von eimander und von (0) verschieden sind. Also: 

2) Jede Charakteristik, (0) ausgenommen, lisst sich auf eine einzige 
Art als Summe zweier ungerader Charakteristiken darstellen. 

Fiigen wir zu einer beliebigen, von (0) verschiedenen Charakteristik 
simmtliche sechs ungerade Charakteristiken, so ergeben demnach zwei 
von diesen Summen ungerade, vier gerade Charakteristiken, woraus folgt: 

3) Jede Charakteristik mit Ausschluss von (Q) lisst sich auf vier 
Arten in eine gerade und eine ungerade Charakteristik zerlegen. 

Fiigt man zu einer beliebigen von (0) verschiedenen Charakteristik 
die 10 geraden hinzu, so schliesst man auf gleiche Weise: 

4) Jede Charakteristik mit Ausschluss von (0) lasst sich auf drei 
Arten in zwei gerade Charakteristiken zerlegen. 

5) Die Summe dreier von einander verschiedener ungeraden Cha- 
rakteristiken ist eine gerade Charakteristik; denn im entgegengesetzten 
Fall wire die Summe von vier ungeraden Charakteristiken = (0). Zwei 
soleche Summen sind dann und nur dann einander gleich, wenn sie 
zusammen alle sechs ungeraden Charakteristiken enthalten. Daraus 
schliesst man: 


XIV. 12 





Mathematische Annalen. 








ae 








aa a 


~sane 
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6) Jede gerade Charakteristik, einschliesslich (0), lisst sich auf 
zwei Arten als Summe von drei ungeraden Charakteristiken darstellen. 


Wahlt man, indem man (8,) = (6,+ 6,-+,) setzt, die vier Theta- 
quadrate 


{Bo} (¥,,%), & {B,} (%,%), * {Bo} (Yj, 0%), # {B;} (Y, %%), 


so besteht zwischen diesen, wie leicht zu sehen, keine lineare Ab- 
hiingigkeit, und daher kann jedes andere Thetaquadrat linear durch 
diese ausgedriickt werden. Die Coefficienten eines solchen linearen 
Ausdrucks lassen sich dadurch bestimmen, dass man fiir die Argu- 
mente v,, v, Systeme halber Perioden setzt mit den Charakteristiken 


(0), (Bo+By), (Bo +82), (Bot Bs). 


I I» TT 
aches (. s)) (Bi) = ( wo) ' 


so findet man auf diese Weise, wenn man in denjenigen Thetafunctionen, 
in welchen die Argumente die Werthe 0 haben, diese in der Bezeich- 
nung unterdriickt: 


(12) - {Bot o {a} (01, %) 


Ist 


= (44) (45) 20 ¢, a ge 
= D(H 98 {8,4 Btw} O° {Bi} (0, 22), 


eine Formel, in der, wenn (@) von (8,, B,, B,, B,) verschieden ist, 
rechts nur drei Glieder iibrig bleiben, da von den vier Charakteristiken 


{8,+6:+@} immer eine ungerade ist. 
Vermehrt man in dieser Formel die Argumente v,, v, um ein 
System zusammengehdriger halber Perioden mit der Charakteristik 
5 


(* +3’), worin (@’) = e 2), so folgt: 
j 2 

(13) 9? {By} 8 {a} (0,, v,) 

Slag u) (64540949) cos \ aos — , vy, 
=>(-1) 5°{ +B, + Bi} 0{5+4+a'+ Bi} (v,, 0.) 

0,3 

und fiir (@’) = (B,) 
(14) i {Bo} i {By } (0, 2) 


a (94) (14-0 oo * 4 
=>(- 1) ein 92 (3 +Bo+Bit o {7 +B,+Bis (1, Up). 
0,3 


Gehen wir nun zu den Relationen zwischen den Producten von zwei 
verschiedenen #-Functionen iiber, so ergiebt sich, dass zwischen drei 
solehen Producten, deren Charakteristiken dieselbe Summe haben, und 








(15) 


(16) 


ee 


tn 











n 
k 


el 
el 


id 
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die gleichzeitig entweder gerade oder ungerade Functionen sind, eine 
lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten besteht. Indem 
man die Coefficienten einer solchen Relation ebenso bestimmt, wie 
‘oben, erhailt man die Formel: 


_*< =, (0, 
(15) > wa H{BAB, ABS OLB+Bs+Bof Of BAB EBS (0102) Of Bi} (04,02) 0, 
1,3 
und durch Vermehrung der Argumente um ein System zusammen- 
gehoriger halber Perioden mit der Charakteristik (8;-++ B,): 


: = (pO (6)) ? ; ; 

(16) 1?" "OL B+, + Bo} 9 {Bi +Bs + Bo} > 

| PAB +B, +BoS (102) OB: TBs + Boh (015%) = 9. 
Die Anzahl aller Formeln von der Gestalt (17), (18) betriigt 120, 
nimlich zu jeder von (0) verschiedenen Charakteristik gehérig, acht. 

Wir fiihren nun die Symbole ein: 

8 a 9 ins an. 

(17) D, = Bu, D, = Fe,» D = de, Dv, + 90, D2) 
und lassen auch hier in der Bezeichnung die Argumente v,, v, weg, 
wenn dieselben nach der Differentiation = 0 gesetzt sind. 

Gebraucht man zur Abkiirzung die Bezeichnung 


[B,, Bo] = D,9{B,} D,o{B.$ — D,O{B,} D,o{B,F, 


differentiirt die Gleichung (15) nach jeder der beiden Variablen und 
setzt darauf dieselben = 0, so-ergeben sich die drei Determinanten 
[8., Bs], [B3, By}, [8;, B.] proportional den Producten: 


(1) 0) 

HBA ABS HB + B+ Bot HBA Be+ Bit OBB +B} > 
PB, +B+Bss OLB B+ Bol Bet Bet Bit AB+B +B» 
PB ABs+ Bs OB s+ Bs+ Bot MBs+ Bot But ABs Bt Bs 
Es kénnen hieraus die 15 Determinanten [§;, B,] zunachst bis auf 
einen allen gemeinsamen Factor bestimmt werden, und dieser ergiebt 
sich aus irgend einem dieser Ausdriicke,.indem man zunichst mittelst 
der Transformation zweiter Ordnung zeigt, dass derselbe bei Verdop- 


pelung der Thetamoduln ungeiindert bleibt und dann zu unendlich 
grossen Werthen dieser Moduln itibergeht. 


a 
- 


- (3) (0 
(— 120» 


(2) ,(0) 


Zu den 9-Functionen zweiter Ordnung gehéren auch die Ausdriicke 
HG} (v,, 0) DOLD} (v,, %) — HT f (4, %) Dato} (M4 U2) 


mit der Charakteristik (@-+@’). Diese Functionen kénnen daher, da 
sie entweder gerade oder ungerade sind, linear durch zwei Thetaproducte 


12° 
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dargestellt werden und durch die Constantenbestimmung auf demselben 
Wege wie oben ergiebt sich: 
(18) 9{,} 9{8, +B, +8} 1948, +8, +B} (1,02) DOB} (%,0,) 
—#{ Ps} (9) DOK + B+ Bs} wf 
= (4p) (4.9) 
=(—1)"™ avs ‘OLB, +B, +B. 5 D9{B,} HB, +8, “Bos } (04 502) OLB, f (e V1» V9) 
s(,@4, ,@ ) ) 
. $ret O49 9£8.4-8,48,} DOLB,} O48, +B.+B,}(01,02) 0B, } (0,50) 
(19) ®{B,+B;+ Be} 948, +8,+ Bo} OB} ( Y11%) DA{B,} (0, v) 
; \ 
—9{B,} | (04 » V9) Dap 0 I (M1, V2) f 
= o{ f \ Def sets Y Vin. vy.) 94 8. wy 3 yee 
I Boys DAB, Bo+ Bs + Bos (M1, V2) P1B, +B; + Bos (M1, % 
=p) (4) 
+(-—1) si 9 {B,+6,+6,} 1 OLB} of B, f (045 U9) ) HLBsf (0 Vy» Vo). 


Es ist iibrigens bei specieller Annahme iiber die Charakteristiken 


»), 4 


(8) fast ebenso bequem die besonderen Formeln direct herzuleiten, als 
die allgemeinen Formeln in die besonderen Fille zu tibertragen. 


§ 2. 


Wir machen nun iiber die Anordnung der (8;) eine besondere An- 
nahme: 


: eo 8) £8 20 OA: 35 
(1) (B,, Bo, Bs, Bs Bs» Bs) = ( ) 


11701’ 10’ 10’ 11’ 01 

so dass (6,) = (0) wird, und bezeichnen in der Folge die Functionen 
{Bi} (v1, v2), F{Bi+ Bry (v4, v»), nachdem die Elemente der Charak- 
teristiken auf 0,1 reducirt sind, abgekiirzt mit 8; (v,,v,), 3i,%(v,, )- 
Die von (0) verschiedenen geraden Charakteristiken werden dann: 


vet (; | C > 
SE i niche 
2) 
9 (2. 4), (2 ia 6 as ( ) raps (10 
(2) TP ) 2 2); (2, )) <r 11 ? 10 ? es 


), 

(3,4), (3,5), (3, 6) 
(G0)> Coa)» Ga): 
) 


In (14) setzen wir nun fiir (@) der Reihe nach (f,), (B;), (,), 
wodurch wir erhalten: 


2 


“ee Se e a a 
#9" (v4, 0.) = Br Bh a (O17 Pr) FS, Fo 4 (M1, V2) FS 4 Fs 4 (M1, M2), 
‘ 2 a2 2 2 a 2 a2 
(3) FO" (e,, v,) = 9, 9, , (Uy » Va) FBS 5 Dy 5 (M1 V2) + 595 5 (1, M2), 
2 a2 2 2 2 2 2 2 
FH (04, Oy) =F, yg (M1 V2) + Fe, 6 By g (1, Ve) + Fs, 6 Fs, (1, Ya), 















und aus (16) durch cyklische Vertauschung von, (6,), (8;), (8,): 
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O = Fi, 5 91,5 (v,, 0%) D1, 691, 6 (01, Vo) — Be, ps sa seit De, 622, 6 (04, V. 
+45, 5 V1, V2) Ds, 6 Bs, fafa 

O = D1, 6 Bi, 6 (Vy, Ve) 1, 4 D1, (0, Vo) + De, 6 Be, 6 (Y1, Vy) Fe, a Be, 4 (Vy V2) 
— Bs, 6 Bs, 6 (01, V.) Bs, 4B, 4 (0, ,%»), 

O = Bi, 4 D1, 4 (MY, Vg) D1, 5 Fi, 5 (Vy, Vg) — De, 4 De, 4 (V,, Vy) Fe, 5 De, 5 (v,, Vo) 
— Bs, 4 Fs, 4 (V1) Va) Bs, 5 Bs, 5 (M4, V2), 


(4) 


wozu wir noch die Formel fiigen: 
5 


(5) #9) = 95 + 8,9,, 


3, 


die sich aus (13) ergiebt, wenn man (@) —(6,), (@’) = (6, + B,) 
und (v,, ¥)) = (0, 0) annimmt., 


Setzt man daher 





wales F1,4F1,4 (M1 U2) — 91,57 1,5(04, v2) _, wan 1,674,6 (0, 0) 
jae DA(v,,%2) ” or @D(v,,V) ” — BF(v,, 02)” 

(6) «= F,4F2.4(v,, v2) “ 9 5 F2,5(0,, V2) ap 92,692 (U4, V2) 
. F B(M%,%) ° P= ®H(0,,0,) 7% %2 DI(M%, 0%)? 

t. <= Bs 4F3, 4 (M1) M2) _— 95,53, 5(M1» U2) __—-- B36 Fy g (M1, %) 

mY: FF (v%j,0,) ? 3 # 8 (0, 0) ADD #9 (0,0) 


so geniigen diese Ausdriicke identisch den Relationen, welche zwischen 
den neun Coefficienten der Transformation zweier rechtwinkliger Co- 
ordinatensysteme bestehen, und zwar einer solchen Transformation, 
deren Determinante = + 1 ist, wie die Relation (5) zeigt, welche fiir 
(0; #¥.) = (0, 0) aus a, = B,y, — B,y. hervorgeht. Diese Ausdriicke, 
welche von fiinf unbestimmten Gréssen abhingen, gehen, wenn man 
v;, v» Verschwinden liisst und die constanten @-Werthe durch die Mo- 
duln der entsprechenden algebraischen Integrale ausdriickt, in diejeni- 
gen iiber, welche Hesse im 63'" Bande von Borchardt’s Journal, 
Seite 247, fiir die Substitutionscoefficienten der rechtwinkligen Coordi- 


-natentransformation mitgetheilt hat. 


Fiir die Theorie der Thetafunctionen gewihrt diese Darstel- 
lung den Vortheil, dass ein grosser Theil der fiir diese Functio- 
nen bestehenden Relationen auf die bekannten und geliufigen For- 
meln der rechtwinkligen Coordinatentransformation zuriickgefiihrt 
wird. So erhilt man z. B. die simmtlichen Relationen zwischen 
den Nullwerthen der geraden Thetafunctionen aus den 21 bekannten 
Formeln: 
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a? +Br+77=1, By, +8.724+8373=9, &=6,7;—72B5, 


oe =o +9, +e s=O, +95, s+ 8), 6 =o +9, s+, 
Tae Seah ae Faas 


2 2 2 2 2 2 P 
3, 135, + 95 593 ,— 9, 6 =0, 3,2 


(7) 


att F593, ¢+95595 =0, 


3,6 1,571,6 3,6 
eo? a? 2 2 o 5 at of > 2s a 
95 Fi — 9; 9; 9; 6? pa a, oF 4+ 9, .%, ,— 9; 9; =9, 
S o 2 2 oS 2 2 at o? . 22 
a, 192, ,— 9, 59 st, 2 6= 6, a a5 F492 -— 9B, 9; == 0; 


(8) 


aiet 2 of 2 2 2 9? 2 2 
a wi —s D, 595 « + Bs 92 6) s os = 3, 2 5 = a; ron 6? 
a ae ee 2 2 af oo 2 
v7 5= Bos, 4 + Bs Pe 4> e Bs 5 os of ot. + a 65, 4? 
ee — 3  — 9: Fe =F FF +9 e 
"a6 = RS 2,47 3,5? se 1,8 "4 "Las? 

Ss 9” ants 3” Fs +. 2 o* 

weg Kee as "3,5"'1,6? 

a a a af 

a DS 5 _— Fo 6 — F924) 


o5 t a oe 


a t 


a? a2 2 
vo, = 
3,6 


Fiir die Determinanten | #;, B;,|, fiir die wir kiirzer |, k] schreiben, 
ergeben sich ferner in der jetzt gebrauchten Bezeichnung die Aus- 
driicke: 

sy 3 | = DPI 491,571,6, [5, 6] = — DI; 4 Fo, 493,4, 
3, L] = — PO2, 4 92,592,6, [6,4] = P91, 592,593,5, 
r » 2] = — 095,493,593,6, [4, Dd) = — B16 92,6936, 2 
9) a 
( [1,4] = Po 4F5 415916, (2,4) = 93,191, 192,5 806, 
| ] ? 5} = 2,593,591,691,4, [2, 5] —_ 3,5 71,5 D2,692,4, 
fl, 6] = — Bo695,691,491,5, |2,-6| = — 93,691, 692,4 9,5, 


» 
(3, 4) = — Oy,4 8249s, 593,6, 
|3, 5] —— a1, 522, 5 5 93,693,4, 
» 
(3, 


6] = — 81,6 92,6 F3,495,5. 


Die Anwendung der Formel (18) giebt nun, wenn wir zur Ab- 


kiirzung 


(10) D# {Bi} = @; 


setzen: 


(11) 








ti lll ea I tt 











(11) 





DA(V,,v 
FF(v,,v) DB, 


2) Da, 


98 (v,,0,) Dy,= 


FF(V, ,v v,) De, 
99 (v,,v,) DB, 
99 (v,,v) Dy, 


3 (v,,v,) Dag: 


39 (v, ,v,) DB, 
FH(V, v2) Dy, 


&; By (V, V2) @ 


BB, ( 
733 


Cy %, 3(Y; 
B, 9; i V2) @s 
=7,F3(0,, 


V1 > V_) @, 


2 (0102) @, 


UV.) @s 


,) @s 


OD, (Vy ,V_) @, 
B, B, (Y, V2) @, 


2B; (0, Vg) 
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Gy Bs (V, , Vy) Oy = 


B, & 


(V4) Yq) De 


4 (Vy Vp) Oy— , Be (v, 1V) @, 


~B,® 
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719; (01,02) @;, 






4(V4,0 ’ 2) @, ’ 





B, F; (V, ,v.) 0, = 7, 8 
YP, (04, 02) @5— re, 85 (0,0 ») @;, 
ay, (0, 0.) 0, B® ¢ (Oy » Va) Og— 


Bs B, (v, , V2) @ 


V3 9, (04, 0q) @, = a9, 5 (M1 V2 2) Ms 


a, ®, age Vy) @. B® 5 (Vy Vo) We 
B, 9, 9) DY Py (Vy , Vy), 
ae pes &, B; (V1, V_) @ 


V9, (Vv, ,V_) @,— 
B,d 









729; (v, V2) @ 
0,3, (V, , Vo) Oy, 


4 (M452 2), 


V3; (VU, ,V.)@ 
&, By (V, V2) Og, 
B®, (0, , V2) @,. 


Setzen wir also: 
p =«,Da,+6,DB,+y, Dy,=—«, Da,— Bp, DB, 
q =«; Da,+ 6; DB, +7; Dy, =— «, Da, — 8, DB,—y, Dy;, 
r =a, Dea,+6,DB,+ 7, Dy,=—«, Dea, —B,DB,—y,Dy,, 
p=ap+oa,g+ar=y, DB, +7,DB,+7;DB,, 
¢=B,p+B.d+B yr = «, Dy, +e,Dy,4+6,Dy;, 
rv =y p+r.d+73" = 8B, Da,+B,Da,+ B,De,, 


so folgt aus vorstehenden Formeln: 


—y3Dy2, 


ee D, (Vy, Ve) @ oan (F,(V4, V2) @ __ 83 (04, V2) @; 
12) oo BI(V{,V,) ’ Sis 98 (Ot) 7 FF (O%, v2) ” 
ve ri BF, (V4, Ve) @, m or T; (V1, Ve) O; __ Bg (U4, Vg) 
- BF(V,, V2) q BF (YY, Ve) DF (V4, V2) 
Wenn wir in der Formel (12), § 1. fiir (@) setzen (6,+,), 


(6, + B,), (8B; + 8,), so erhalt man Formeln, welche, durch «,, «,, a, 
P, 7,  ausgedriickt, so lauten: 


, Oy a 1 Fig , a, 1954 m 
“Y= a + - Zor q + # og? r, 
1 4 4 2 2 
13 sp Oo 4 wy F149 2,4 rt 92.493 4 2 
(19) ae a w,* a wo? P; 
o4 2 g8 2 
2 3 4 93495 4 2 954714 9 
ene sealer ae di ae 
und in thnlicher Weise aus (15) § 1 
a, 5 a, 6 a, 5 %., 6 a; 5 a; 6 
(14) —3 op - - 9 — — —- ar =U. 
14% P+ By 4 Wy ¢ Bs 4 @s ’ 





Schliesslich ergiebt sich, wenn man die Differentiale Dv,, Dv,, 
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mithin auch @; als constant betrachtet, durch Differentiation der Glei- 
chungen (12), nach (19) § L.: 


PF, 4 a0, 2 wo 
Dp = — —— qr — ——>—_ % 4, 
Fo 4Fs 4 W2 Os 924 93,4 
PO, 4 oa 2 wo, 
(15) Dq= : —— 1p + 5 %%; 
V3 4 O14 Ws @; 3,47 1,4 
F9,, aos # 3 
Dr a 5 pq — “pee 3 My. 
F124 1 Me A149 4 
§ 3 


Die Ausdriicke (6) des vorigen Paragraphen setzen wir nun in die 
Transformationsformeln : 


E=a+ a,x + ay + ay2, 
(1) n=B+ B,x+ By + hy z, 

S= 7 TNX + M2Y + V8; 
und beziehen die Coordinaten &, 4, € auf ein festes, x, y, 2 auf ein 
veriinderliches Coordinatensystem. Das letztere wird sich in bestimmter 
Weise gegen das erstere bewegen, wenn a, 6, y, v,, v, Functionen 
der Zeit sind. Verstehen wir unter D die Differentiation nach der Zeit, 
so sind die Gréssen p, q, r die Componenten der augenblicklichen 
Rotationsgeschwindigkeit, genommen nach den Axen 2, y, 23 p, 7; 7 
die Componenten derselben Rotationsgeschwindigkeit nach den Axen 
—,”,¢. Sind, wie wir jetzt annehmen wollen, v, , v, lineare Functionen 
der Zeit: 

v4, = t+", v1, =v/t+ v,°, 

worin v,', Y, v,°, ¥,"° Constanten sind, so bleiben auch die Gleichungen 
(15) § 2. fiir die Differentiation nach der Zeit bestehen. 

Es soll nun gezeigt werden, dass eine Bewegung eines Axensystems, 
wie die hier betrachtete, in gewissen Fiillen der Bewegung eines festen 
Koérpers in einer unendlich ausgedehnten incompressiblen Fliissigkeit, 
ohne den Einfluss beschleunigender Kriifte, wirklich eintritt. 

Wir nehmen das Coordinatensystem z, y, z in fester Verbindung 
mit dem bewegten Kérper an, und bezeichnen mit wu, v, w die Com- 
ponenten der Geschwindigkeit des Anfangspunktes dieses Systems nach 
den Richtungen der Axen x, y, z. Die lebendige Kraft 7 des ganzen 
bewegten Systemes ist dann eine homogene Function zweiten Grades 
der sechs Gréssen p, gy, r, u, v, w und die Differentialgleichungen 
des Problems lauten in der Form, welche Kirchhoff fiir dieselben 
im 71. Bande von Borchardt’s Journal, Seite 237, angegeben hat: 


ae 
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moat, 
@ De apa, 
Die P30 1 Gu 

2 aot oe oe, 

(3) Do = wou +r ap —p=, 

Dine Es Eg g 


Dazu kommen die Gleichungen: 
Da,=qa,—rea,, Dp, =9p,;—rp,, Dy, =—47,—1%, 
(4) Da, =ra,—pa,, Dp,=rp,—pp,, Dy, =ry, —pys, 
Da, = po, — qe, DBp;=pp,— 9b, Drs =pr, — 4%; 
und die Definitionsgleichungen von u, v, w: 
Da=au+t aot aw, 
(5) DB = B,u + B,v + Bw, 
Dy = U+ 720+ 73W- 


! 


Von diesem System von Differentialgleichungen hat Kirchhoff 
(a. a. O.) ganz allgemein die folgenden 7 Integralgleichungen aufgestellt : 





(6) 2T =h, 
(7) B, oo + Bp or + By oe =k, 
no +n + =k, 
a, + a, + a@, ae =l1 + pk’— yk, 
(8) B= + B, 5 +B, 2 =U + yk — ak’, 
1 +o + 3 =U'+ ak — Bk, 


worn h, k, k’, k”, l, Ul’, l” willkiirliche Constanten sind. Unbeschadet 
der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass k’, &” verschwinden, 
wodurch nur iiber die Lage der §-Axe verfiigt wird, ferner dass 1’, 1” 
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verschwinden, wodurch die Lage des Anfangspunkts des Systems &, 
n, € in der -, §-Ebene bestimmt wird. 

Es soll nun die Voraussetzung gemacht werden, dass der Korper 
hinsichtlich seiner Gestalt und Massenvertheilung drei zu einander recht- 
winklige Symmetrieebenen besitzt, etwa wie ein dreiaxiges Ellipsoid, 
und dass das Axensystem 2, y, z nach Richtung und Lage mit dem 
Hauptaxensystem des Kérpers zusammenfalle. In dem Ausdruck fiir 
die lebendige Kraft bleiben dann nur die Quadrate der Gréssen p, q, 
r, U,V, W: 

(9) 2T = Ap? + B+ Cr+ Aw + Bw? + Cw’, 

worin A, B, C, A,, B,, C, wesentlich positive Constanten sind, die 
von der Gestalt der Oberfliche und von der Massenvertheilung im 
Kérper abhingig sind. Fir B= C, B,=C, erhalt man den von 
Thomson und Tait und Kirchhoff behandelten Fall eines Rotations- 
kérpers, fiir A, = B, = C, den Fall der Rotation eines Korpers im 
leeren Raum. (Durch den Einfluss der Fliissigkeit werden in diesem 
Fall nur die Werthe der Constanten geiindert.) 

Wir legen nun die oben erwihnte specielle Constantenbestimmung 
zu Grunde, und fiigen noch die beschrinkende Annahme hinzu, dass 
auch die Constante | verschwinde, was z. B. dann der Fall ist, wenn 
der Anfangszustand in einer blossen Translationsgeschwindigkeit oline 
Rotation besteht. Die Gleichungen (7) ergeben dann: 

(10) Aju=kea,, Bwv=ka,, Cw=ka;,, 
und das System (2) wird mit dem ersten System (4) identisch. Die 


Constante & ist willkiirlich und wird aus den Anfangsgeschwindigkeiten 
bestimmt wie folgt: 


(11) k= A,?u,? + Br? + C,?,’. 


Man kann den Coordinatenaxen eine solche Richtung geben, dass k 
positiv wird. 


Die Gleichungen (8) liefern unter den gegenwirtigen Annahmen: 


(12) Aa p+ Ba,g + Ca,r =0, 
(13) AB,p + BB,q + CBr = ky, 


Ay, p+ By.g + Crsr =— kB, 


und das System der Differentialgleichungen (3) erhilt die Form: 


ADp = (C—B)qr+ = “a B, 2 Oy Ms y 
(14) BDq = (A—C)rp + P47 & wey, 
CDr = (B—A)pqt+ we, 40 


aa oO} 
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Vergleicht man dies System mit den Gleichungen (15) § 2., so 
erkennt man, dass die dort aufgestellten Ausdriicke den hier gestellten 


r Bedingungen geniigen, wenn man die Relationen befriedigen kann: 
C-B_ mm 9% BG —B)_ nO 
: A @,0, B49; 4’ ABC, ! 83,9, ? 
t (5) 452 mm FF 4) ge 
, B @,0, B49, 4’ BC,A, ’ 5 Fh4 / 
B-—A o,0, P34 k2 (B, — C,) ~ * 
= —=—=_ —_——- —- - ; C B =_l 0). e err . 
C @,@, 7, 4724 A, B, 91493 5 
e Diese Gleichungen fiihren zuniichst zu einer Bedingung zwischen 
A den Constanten A, B, C, A,, B,, C,: 
n 


(16) C—B:A—C:B—A=A,(C,—B,): B,(A,—C,): C,(B,—A)), 
. welche identisch ist mit der folgenden: 
(17) AA,(C,—B,) + BB,(A,—C;,) + CC,(B, — A,) = 0. 


Dies ist dieselbe Relation, auf welche Clebsch in der in der Ein- 


. leitung erwihnten Arbeit gefiihrt wurde, und von der dort der beson- 
. dere Fall 
° (18) A=B=C 

‘ hervorgehoben ist, der auch in unseren Formeln als besonderer Fall 


enthalten ist. 


x Vergleicht man die Integralgleichung (12) mit der Relation (14) 
. § 2., so erhilt man, wenn @ eine noch unbestimmte Constante be- 
deutet : 
Ao, t14= a1 5716, 
k (19) B 00, 92,4 = OD, 5 F2,6, 
C 03 93,4 = — O93,5953,¢ , 


nun sind aber die drei Gréssen @,, @,, @, nicht von eimander unab- 
hiingig, sondern sie geniigen vermége ihrer Bedeutung (10) § 2. und 


mit Riicksicht auf (9) § 2. der Bedingung 
| 31 491,591,6 — O2P2,499,592,6 — 0393,493,593,6 = O, 
woraus man nach (19) erhiilt: 
? H5%ic se , %5%e 
at ae B <a 


was fiir den Fall A= B=C in die aus (8) § 2. entnommene Re- 
lation 
2 of t os 2 2 
915716 Te 925 92,6 v 9 5 95,6 =0 
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iibergeht, andernfalls aber mit Hiilfe der letzteren Relation zu den 
Gleichungen fiihrt: 
(21) 935936 B(A—C), 3 5%%6 C(A—B) 


Se edie §) some we .—- aT? 
91571, 6 A (B ¢) F571 6 A (B ¢) 
von denen die eine aus der andern folgt. Diese Ausdriicke zeigen, 
dass, wenn die Thetamoduln reell ausfallen sollen, 
A>B>C oder A< B<C 
sein muss. , 
Aus den Gleichungen 


o, [2, 3] + @, [3, 4] + @, [4, 2] = 0 ete. 
erhilt man noch mittelst (19) und (9) § 2.: 
2,599, ¢ 9;,593;6 C—B 


99 ‘ati : w= 

(22) = O39, 5716 BC 
ents Bs 58; 6915 71,6 C—A 
‘i FI, 5 Fe 5 AC 
= 91 5F1,6F2,592,6 B— A 
ei FO, oF AB? 


Ausdriicke, die in Folge von (21) mit einander tibereinstimmen und 
in dem Falle A = B = C fiir m, den Werth 0 liefern. Letzterer folgt 
auch aus der Integralgleichung (12), welche in diesem Falle besagt, 
dass die momentane Drehungsaxe immer auf der §- Axe senkrecht bleibt. 

Um nun zu zeigen, wie die Relationen (15) befriedigt werden 
kénnen, setzen wir die Werthe von (19) in (15) ein und schreiben 
zur Abkiirzung: 


2 2 2 
(23) iin o,o d — a 


‘ ? 2 ae a2 a2 
Wy 3H; 4 Fy 473 4 k B14 90495. 


;= 


? 


wodurch sich ergiebt: 


f 2 2 A (C -B ) 2 «2 
A(C—B)=— 09, 591 6 B, C, — — — 019, 716) 
D 2 gS Bi(A C;) 2 o2 
(24) B(A—C)= Q DS 5 Do 6? C, A, sta 0; a5 Do 6 
’ \ a2 2 C (B —A ) 2 o2 
C(B—A)=—e B5.595,6. AB, eieoden 0,9; 595 6) 
und daraus folgt zunichst: 
(25) 92,5 93,6 _ BB,(A,—;) 95,5 95,6 _ C0,(A,—By | : 
Fs F16 44,(2,—,) ” 915%, AA,(B,~ () 


Diese Formeln geben die Werthe der beiden Thetaquotienten auch 





in dem Falle A = B= C, wihrend sie im allgemeinen Falle wegen 
(16) mit (21) tibereinstimmen, und aus den drei ersten Gleichungen (24) 








i, Ch Oth. 


ee a 
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D folgen dann dieselben Relationen. @ wird durch jeden der drei fol- 
genden mit einander identischen Ausdriicke bestimmt: 
o2 2 2 
(26) tan A(B,—C,) 1,493,495, 4 
B,C, e 9157 1,6 
1, =k B(A,—(C;) 4934 95,4 
ons 7 #93 595.6 


; 2 22 
— pe CAB) 91,493,495, 
am 95 595.6 


Hierdurch sind die Relationen (24) und mithin (15) identisch be- 
friedigt. Ist A, > B, > C,, so wird o reell, wihrend fiir A, << B, < C, 
@ rein imaginiir wird. Im ersten Fall werden die Argumente der 
#-Functionen rein imaginiir, im zweiten reell. 

Wir haben bisher nur Eine Relation fiir die drei #-Moduln ge- 


funden, (21) oder (25), und doch die Differentialgleichungen simmtlich 


) ,@) 
1? %p 


bleiben also noch zur Beriicksichtigung des Anfangszustandes verfiigbar. 
Zur Bestimmung dieser Constanten haben wir die drei Gleichungen (13) 
id § 2., von denen eine aus den beiden andern folgt, und die drei ersten 
Gleichungen (12) § 2., von denen ebenfalls Eine Folge der beiden 
andern ist, beide Systeme auf den Anfangszustand angewandt. Ks ist 

©) 0) (0) 
‘We Be 
on bestimmt, zwischen welchen die beiden Relatjonen bestehen: 


a1 
(0) 2 (0)2 (0) 2 
a +a, +a, =1, 


A a Dy + B ag, + Ca;’r, = 0. 


befriedigt. Zwei von den #-Moduln, sowie die Constanten v 


— 


~ Va 


of 
~~ 


it. dann der Anfangszustand durch die 6 Constanten py, q, 79, & 


In dem Falle, wo die anfinglichen Rotationen p,, q, 7) verschwinden, 
wird =, v”) = (0,0) und die Gleichungen (13) § 2. liefern: 


2 
O14 —, ae 
= =-— a, ? 


2 92 
O34 ar (0) 3,4 on 
ao bd a F 


a ae 

| Wir werden weiterhin zeigen, wie die Constanten alle explicite 
durch den Anfangszustand dargestellt werden kénnen, 

| Es bleibt noch iibrig, die Bewegung des Anfangspunkts des Coor- 
dinatensystems x, y, 2 zu bestimmen, d. h, die Coordinaten a, B, y 
als Functionen der Zeit darzustellen. Von diesen ergeben sich B, y 
direct aus den Gleichungen (13), waihrend @ aus der ersten Gleichung (5) 


oder aus 
en da 


a,? Qs Qa? 
4) dt =k(G + B, + a) 
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mittelst einer Quadratur gefunden wird. Es wird sich weiter unten 
ergeben, dass nicht nur die Ausdriicke fiir 6, y sich sehr vereinfachen, 
sondern auch die Quadratur fiir « durch #-Functionen ausgefiihrt 
werden kann. 


, § 4. 

Wir werden nun den entgegengesetzten Weg zur Lisung des 
Problems einschlagen, indem wir die Integration der Differentialglei- 
chungen direct durch hyperelliptische Integrale bewerkstelligen. 

Wir betrachten als die zuniichst zu bestimmenden Functionen p, 
qd; %, &,, @, a@,, fiir welche wir die Differentialgleichungen (14) und 
das erste System (4) haben. Fiir dieses System ergeben sich, wie sich 
durch Differentiation ohne Weiteres bestitigen lisst, die drei Integrale: 


A.C.B P B,A,C P 
a 1c; i a 2 
= l + k? (A, — C,) q k? (B, — A) rs 

ae BAC os C,B,A P 
(1) a,? = m+ k2(B,—A,) ” ~ B(CG,—Bp ?? 


am C,BA ., A,C,B 4 
a=" + (0,—B) ? — B(4,—G) 2? 
worin 1, m, m willkiirliche Constanten sind, welche der Bedingung 
geniigen: 
(2) l+m+n=—1. 
Es ist dann 


am ? l m n 
2T=R(Z+ 5+ c= 


die Gleichung der lebendigen Kraft, 4 + 5 a _ , oder im Falle 
A=B=C, A,l+ Bym+C,n ist die Constante in dem von Clebsch 
aufgestellten Integral. Ausserdem haben wir noch das Integral: 
(3) Aa p+ Ba,g + Ca,r=0. 
Wir fiihren nun an Stelle von a@,, a, a, zwei Variable x,, x, ein, 
welche die Bedingung «,* + «a,* + «@,? = 1 identisch befriedigen: 
eo? et (3; — a) (0; — 9) 
: (0;— ) (0,— 95) ” 


‘ (dg— 2) (0g—2Xp) 
4 a, — y ; 
( ) (dg—43) (bg— 9) ’ 
(03 — 2) (03 — 2) 


2 ee 
= (03— 94) (83—9 9) ” 


worin @,, 4,, 0, vorliiufig beliebige constante Gréssen sind. Die Va- 
riablen x,, 2, werden, wenn 0,, 0,, 0, reell angenommen sind, fiir 
jedes reelle Werthsystem a,, a, «a, eindeutig und reell bestimmt als 
Wurzeln der quadratischen Gleichung: 














n 
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6) “ tete tate 


z—d, xz —d, x — ds 
und zwar ist, wenn 0, < 0, < 0, angenommen wird, 
(6) é,< 2, <6, < a, < 4. 

Die Gleichungen (1), (3) kénnen nun auf folgende Art befriedigt 
werden. Wir fiihren zwei neue Constanten 0,, 6, ein und schreiben 
zur Abkiirzung: 
¥ (0,—2) (0.—x) (0,—2) = V1, 2,3,2, Y(d,—x)(,—2) =/4, 5, a, 
und bezeichuen entsprechend die analogen Ausdriicke. Wenn wir 
dann setzen: 





9 AB, Ls a Vi, 4, 5, x, V2, 3, a —V1, 4, 5, a V2, 3, a 
pV (Cc B (a,—: Le) VA 
BC,A, __ V2, 4,5, a V3, 1, % — V2, 4, 5, a V3,1, 0% 
(7 6 / i a ese 35 , Bond The | A Awa task 2 | Mindi Bi 
) 4) eae, rages ’ 
- / CAB, __ V3, 4,5, % Vi, 2, a, — V3, 4, 5, a Vi, 2, ay 
i2(B, — A) (a—a) VO ? 
so werden hierdurch die Gleichungen (1) identisch befriedigt, wenn 
(8) A = (9, — 93) (0; —9,) (0; — 9.) 


und 
— (0;— 04) (0; —@;) 
(0;— 9.) (d;—@3) ’ 
(8,—94) (0g—9;) 
(8, —45) (0g—44) ” 
(03 — 94) (0;—9;) 
(d3— d;) (03— dz) 


(9) m= 
"= 


gesetzt wird. Damit auch (3) befriedigt werde, muss noch 


(10) ay oe : a, uF oo = (0; — 02): (6, —95) : (0, —9) 
angenommen werden, wodurch eine Relation zwischen den Grossen 0, , 
0,, 0, gesetzt ist, welche mit der Bedingung 0, < 0, < 0, vertriig- 
lich ist, falls A, << B, < C, oder A, > B, > C, vorausgesetzt wird. 
Was die Vorzeichen der in (7) vorkommenden Wurzelgréssen betrifft, 
so sind, falls die Vorzeichen von «,, «,, a, beliebig angenommen sind, 
je zwei entsprechende derselben aus dem dritten durch die zu erfiillen- 
den Gleichungen bestimmt. Es sind also in (7) vier Werthsysteme ent- 
halten, und diese Gleichungen geben sonach die vollstindige Auflésung 
des Systems (1), (3), welches auf eine Gleichung vierten Grades fiihrt. 
Durch die Differentialgleichungen (4) § 3. werden dann die Functionen 
P, d, r eindeutig bestimmt. 

Die Proportion (10) liisst sich auch ersetzen durch die Gleichungen: 
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A-(C,—B,) 
CB, = 4(d,—9,), 
B-(A,—C,) ; 
(11) 2,0, = 4(6:— 4s); 
C-(B,—A 
Ba = 4(2—8)), 


und wenn, wie wir in der Folge annehmen wollen, A, < B, < C, 
ist, so wird A positiv. Sind A, B, C nicht einander gleich, so kénnen 
wir dafiir auch schreiben: 


1 1 1 1 i \ 1 
ee ae aes ae et 
oder 
(12) §=—St+y, i—_,try, = H+7, 
worin w, v beliebige Constanten sind, die immer so gewihlt werden 
kénnen, dass 0, < 0, < 0, wird. (Der Fall A = B= C lisst sich, 
wie sich zeigen wird, als Grenzfall betrachten.) Ist hiernach iiber 4,, 


d,, 0, verfiigt, so erhilt man nach (9) 0,, 0; als Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung: 


I m n 
: + = (), 
(13) é—<d, ' &—d + dé — 0; 0 


Es ist jetzt zu untersuchen, was iiber die Lage der Wurzeln dieser 
Gleichung, also in letzter Instanz tber die Constanten /, m, nm durch 
die Bedingung der Realitaét von p, g, r gefordert ist. 


Behalten wir die Annahme A, < B, < C, bei, so ergiebt sich 
aus (7), dass 
(,—2,) (6;—2,) > 0; (0,—2,) (0, —%) < 0 
sein muss, woraus zuniichst hervorgeht, dass die Gleichung (13) reelle 
Wurzeln haben muss, ferner 


& <8,< 4, <4, 
wonach man die folgenden vier Fille erhilt: 

L é6<24,<0,< 6,<a4,< 6, <8; I>0, wm>0, 2>0, 
iH. 6, << 2,<6,< 6,<2,<6,<6,; I>0, m>0, n <I, 
Il, 6, <4, <0,<8,< 4%,< 6, <d,;; 1>0, m<0, n>O0, 
IV. 6, <4, <0,<0,-< 2,<0,<¢d,; I1>0, m<0, n <0, 
nur im Falle III. miissen die Gréssen 1, m, m noch einer Ungleich- 
heitsbedingung wegen der Realitiit von 0,, 0; geniigen. 


Um nun z,, 2, als Functionen der Zeit darzustellen, bedienen wir 
uns der Differentialgleichungen 


Da,=a,q—a,r, Da,=ar—ap, Da,=—a,p —ayq. 
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Diese ergeben, wenn wir fiir @,, @, @,, p, g, 7 die gefundenen Aus- 
driicke substituiren und zur Abkiirzung 


R(x) = V— (0, —2) (6,—2) (8; —2) (6, —2) (8, —2) 





setzen : 
setzen = any +Vj=a% dXy 
= ie ay ROMY B08) — Re i= o—a)}, 
a VBE AV IES 
— ie . (Re, )\/ B= B02 ») — R(,) = = (» — at, 
ae theae 
= ee Re $2 a) — Re, oe Zi y—z) 


Die fiir A = B= C giiltigen Formeln ergeben sich hieraus, wie iiber- 
haupt in der Folge durch die Annahme - =0,2%= =. 


. e . ‘ . . hy . 
Von diesen drei Gleichungen ist Eine Folge der beiden anderen, 
und aus zweien derselben erhiilt man: 





dz,  2kVi : 

(15) — uw (a, — 2») R(z,) (v—2), 
a dx 2kVi 

dt = waaay PO) Y—%), 
also: 

dx, da, _ 2kVa 
on Re) + Rey a 

a,d x, EL, 2kVir dt 

R(x) R(x) u ’ 


wodurch die Bestimmung von 2, x, R,, R, als Functionen von ¢ 
auf die Umkehrung hyperelliptischer Integrale erster Gattung zuriick- 
gefiihrt ist. Die beiden Constanten, die durch diese Integration ein- 
gefiihrt werden, ergeben sich, durch hyperelliptische Integrale ausge- 
driickt, aus den Anfangswerthen von 2,, 2, also auch aus den An- 
fangswerthen von @,, @, Gs. 

Nachdem so a@,, a, @, p, g, 7 als Functionen der Zeit bestimmt 
sind, erhilt man die iibrigen Unbekannten durch zwei Quadraturen, 
wie schon Kirchhoff gezeigt hat. Es lasst sich das Resultat auch 
ohne Einfiihrung der Euler’schen Winkel auf verschiedene Arten ge- 
winnen, fiir unsere Aufgabe am zweckmissigsten wohl auf folgende 


Weise: 


Mathematische Annalen. XIV. 13 
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Wir bestimmen zuniichst die drei Componenten der Rotation nach 
den festen Axen &, 7, €: 


p = ap + aq + ar, 
q = Bip + Bog + Bsr, 
Y= 1p +249 + 73"; 
von denen p’ unmittelbar bekannt ist. Es ist ferner bekannt: 
(17) pPe+qg?t+re=pt+"7t?r, 
und durch Differentiation ergiebt sich durch Benutzung der Glei- 
chungen (4) § 3.: 
(18) rDq¢ —q Dr = Da, Dp + Da, Dq + Da, Dr, 
also: 


Da, Dp + Da, Dq+ Da, Dr 7 


aa 
D arctg > = of gt? — pp’? 


Es wird also arctg - durch eine Quadratur gefunden, wodurch 
auch q’, r’ bestimmt sind. Aus einer speciellen Bestimmung dieser 
Gréssen erhilt man die allgemeine mittelst eines willkiirlichen con- 
stanten Winkels ®, itiber welchen durch die Wahl der Axen », € ver- 
fiigt werden kann: . 
gcosO?+rsn®?, —qsnO+r cos®. 

Sind q’, r bekannt, so erhilt man £,, B,, B,, 7,, 72, y, durch Auf- 
lésung der linearen Gleichungen: 

6B, Da,+ 6,Dea,+ B,De,—r, y,Da,+ »,.Da,+ y,Da,=— 9, 
(19) Bp +8.¢ +8r =, mwP +mrd +4%r =F, 

Bia, +f,0, +B,a, =0, ya, +H % +730, =), 
deren Determinante Da,’ + Dea? + Dea? =q*+ r?, also von Null 
verschieden ist. An Stelle dieser Gleichungen kénnen auch die folgen- 
den 8 treten, die von einander abhingig sind: 


Bp+h.g+B,7=7, yptrgtryr=", 
B, = & 37. — G73, 7, = % Bs a; By , 


(20) 
B, = %Y, — & 7 , 72 = 3B, — a, B;, 
B, = GY, — &%Y2, V3 = % B, — a8, - 
In unserem Falle ergiebt sich nun: 
die oy kV ag > 3 a Qo 
(21) p=-— canal (4,5, 2, V1, 2,3, 2, — 4,5, a, Y1,2,3,2,), 


nd wenn man 


q=% V (6; — 2) (6; Ly), 1 =GJo V (9, — 2) (0,— Xp) 














- 
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setzt, so lassen sich die Constanten g,, g, so bestimmen, dass die 
Bedingung (17) befriedigt ist. Eine einfache Rechnung ergiebt: 


































’ kVa v— dy, revs 
¢ = u Vo, ny V(6;— —2;) ) (0; - &) 


ee Vi v— 0d, 
fa AD ae VO a) Ga). 
Ks ist aber noch siuhiatilins dass diese Ausdriicke der Diffe- 
rentialgleichung (18) geniigen. Dieser Nachweis erfordert eine etwas 
umstiindliche se tpg deren Gang nachstehend angegeben ist. Zu- 
nichst ergiebt sich aus (22) und (15): 
ks Vas * q — 
Bena) Oe 0,) {(v a.) V1, 2,3,2, V'4,5, 2% 
a (v a) V1,2,3,2, 4,5, } ° 
Setzt man ferner in dem Ausdruck rechter Hand von (18) fiir Dp, 
Dq, Dr die Werthe aus den Differentialgleichungen (14) § 3., so 
zerfallt derselbe in zwei Bestandtheile, die wir mit M, N bezeichnen 
und zunichst einzeln betrachten. Es ist: 


(22) 


(23) r Dq—q Dr= 


N=Ra,a,0, {%=* p hog « {! Dog «, —At D log a, 
Di x AB,C, 1 Bi. 2 CLE 


In dem besonderen Fall A = B=C rat M ganz weg und N ergiebt 
sich leicht in Uebereinstimmung mit (23). Im allgemeinen Fall setzen 
wir in N fiir De,, Da,, Da, die Werthe aus den Differentialglei- 
chungen (4) § 3., wodurch man mittelst (3), (4), (11), (12) erhilt: 
Ak2(» —a,) (v— 

wABC 
Der andere Theil M erhilt mittelst der Differentialgleichungen (4) § 3. 
die Gestalt: 


N= al (A? a,p + B’a,g + C?a,r). 


C—B A-C _— 

M=~]~ 49 (039 — 7) + pp (% 7 — Op) +E Pa (eop — 049), 
oder mit Benutzung der mai (1): 

ARA m— oa N — as? 
ABO 70 (4 ap ; + Bag _— . + C?a,r = 3 . 


1 


M = — 
Hierin setzen wir fiir i: a,*, m—a,*, n — a,” die aus (4) und (9) 
folgenden Werthe, von denen der erste so lautet: 


—_— M &, + % — d,— 9; + (vy — 04) (v—9;) — (v—a) (v — a) 
‘ A (8;— 43) (81-983) (8;— 82) (8; —95) , 
woraus sich ergiebt: 


: ( { 2 
aia + a5 { 0,) (v—-05)—— (va) (v &,)} (A%«, p+ Bra, q+ Cas), 


und mithin: 
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M+N=.- aBC (A?a,p + Bag + C*a,r), 


und dies zeigt sich nach (4) und (7) mit (23) in Uebereinstimmung. 
Von den Vorzeichen von q’, r’ ist eins beliebig, das andere ist aber 
durch die Gleichung (18) bestimmt. 


Hat man so q’, 7’ gefunden, so ergeben sich B,, B,, B;, 7:, 5, 73 
eindeutig aus den Gleichungen (19) oder (20). Man findet leicht, dass 
diese befriedigt werden durch die Ausdriicke: 


ha V2,3, 5, a Vi, 4, x, — V2, 3,5, 2, V1, 4, x 
~~ iw «oe —s . 
(x, — Xp) V(a,- 32) (8;— ds) (8, — 84) , 
aan V3, 1,5, a V2, 4, x, — V3, 1, 5, a, V2, 4, x, 
’ (a, — ay) V(8q—98;) (83—9}) (8; — 44) 
in Vi, 2,5, 2, V3, 4, x, — Vi, 2, 5, x, V3, 4, x, 
» = ms ’ 


(a, — a) V(d3— 8;) (8, — 43) (8, —9,) 
(24) a ae | " 
si ah V2, 3, 4, % Vi, 5, 2, — V2, 3,4, #, V1, 5, a 

, (at — aq) V8, — 84) (8, — 85) (8, —8;) ' 





= V3, 1, 4, a V2, 5, w, — V3, 1,4, & V2, 5, a 
q / ? 
(ay —a_) V(d, — 83) (dg—8;) (8,—9;) 


Vi, 2,4, @ V8,5, a, — Vi, 2,4, x, V3, 5, a 


2 Rees : = 3 . 
(a, — a) V(d;—4;) (8s — 44) (8,— 95) 


Von den Coordinaten a, 6, y des Anfangspunktes des beweglichen 
Coordinatensystems ergeben sich die beiden ersten unmittelbar aus den 
Gleichungen (13) § 3., welche nach (7) und (24) die Form annehmen: 


5) pa VEVG=WORHe) Va.) | 
Vo,—8, : Vs,—9, 


Endlich erhalten wir « durch eine Quadratur aus 
oF meee Oy” a,” 
26) Da=k(4-+ 3+ ). 


Diese Quadratur lisst sich auf hyperelliptische Integrale zweiter Gat- 
tung zuriickfiihren wie folgt: Setzt man aus (4) die Werthe fiir a,?, 
a,”, @,*, so findet man: 


oe,” as?\ 4? (0s — dg) d.2(d, — 43) 0,°(d,— 9) 
A GF A + B, 0, ) as A, + B, + GO, 


0; (dg— 9s) d,(d,;—9;) 8,(0,; — de) 
+ (x ta) 4) 4, rf rae + C; \ 
fdg— es iL~é, et 
"a 7 


“FS a 


und nach (11) und (12): 
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d,(dg— 9s) d,(8; — 34) 53 (0; — 9) a 
—_— ee a 
vob S-6. . S-6 « 2 -S uw. 2 
. A, + ' + C; u 4, 
ferner nach dem Satz von der lebendigen Kraft: 
3 I m oe h __ 9,7(0s — 99) 93° (0,—93) 95? (dg — 94) 
tata) Ope ag ore 
A _ 
te + + wa) (v—0,) — 4», 
mithin: 
h 
Da=;, = (v— 3,) (»—0,) + * (~—a,) (v—2,), 
nun ergiebt sich aus the 
bes dx, (v — x) Ax, (v — 2) Xp 
dt(v X;) (v— Ly) = 2k Vi Rie) + R (as) \, 
mithin: 
‘ h as, ; x, (vy —x,)dzx 
(27) a= i ~ =e 0,)(v—9d,) Met 4 ; Va [{* “Hie,} 
L_(v — Xz) de \ 
+ £ R (22) ;? 
wofiir nach (16) auch ieonan werden kann: 
¢ __ fh iky \ - xe dx, 
(28) —- Lk + a (0,+9;,) — >i 0; i- ~ VA { R(a) 
n x? dae \. 
n es S% R(x.) J 
: Dieser Ausdruck gilt auch in dem Falle A= B=UC, wenn 
. = — ' = 0 gesetzt wird 
“eel GF Sess. : 


§ 5. 


Die Betrachtung des vorigen Paragraphen hat gezeigt, dass der 
in § 3. behandelte Fall nur einer von vier aihnlichen gleich méglichen 
Fallen ist, die sich durch die Beschaffenheit des Anfangszustandes von 
einander unterscheiden. Jener Fall ist allerdings insofern der inter- 
? essanteste von den vieren, als darin derjenige enthalten ist, in dem 
gar keine anfingliche Rotation vorhanden ist. Um nun in allen vier 
Fiillen die siimmtlichen unbekannten Functionen vermittelst der Theta- 
functionen durch die Zeit darzustellen, gehen wir zur Umkehrung der 
im Vorigen gefundenen hyperelliptischen Integrale iiber. 

Um zuniichst die verschiedenen Fille nicht von einander scheiden 
zu miissen, bezeichnen wir die der Grésse nach geordneten @,, 0,, 
0,, 0,, 0, mit €,, &, &, &,, &, so dass in den vier Fallen die ¢ den 
0 in folgender Weise entsprechen: 


) 
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& 2 & <a << & < &; 
ia. = & & & 
ll. 3, a. -— = = 
ll. 3d, S &| & & 
IV. 3d, a, | & «&. 


Wir stellen nun die Verzweigung der Function 


R(«) = VY — (¢,—2) (&,— x) (&;— &) (&, — %) (&, —@) 
durch eine zweiblittrige Riemann’sche Fliche dar, deren Zerschnei- 
dung durch die Querschnittpaare (a,), (b,); (a,), (b,) durch die bei- 
stehende Figur angedeutet ist. (Die Zerschneidung ist so gewiihlt, dass 
fiir den ersten Fall dieselben Formeln wie in § 8. erhalten werden.) 


Ane a “ 
altri _ = orn 
<—~ ee ee 
\ >< ‘ 
/ \ / \ \ 
\ \ \ \ 
@ <-—— - —+— & } | &- —& | 4—_-+—--& 
\ / > 3 
oe ~ 
“~~ 
il “ - 


Auf dem Stiick der reellen Axe zwischen ¢, und + co mége R(x) 
positiv genommen sein im oberen Blatt. Wir setzen nun: 


& & &, DH 
* da ‘ dz . “dz “dx » 

J R(2) ti, Rah» Sa @ Xs: J R (x) mes 
x & & & 
fi & & & 

| adxz — xdu ae lee a ada a 
) J R(x) . Ly > J R(x) : L, > J R(x) L;, f(a L, , 

on & » & é 
“atda _-p ada - 7 wdx op s Ade 

J R(x) mt Jen ass J Rk (a) — Es, JRa=e, *) 

==> @ & & , 


es 
und bestimmen die Integrationswege dadurch, dass K,, K,, | a 4 
positiv sind. Die drei Integrale erster und zweiter Gattung: 


0, = "da oon C= wae 
1 R(x)’ 2 R(x)? "igh dae)? 


auf deren Betrachtung wir uns hier beschriinken, haben an den vier 
Querschnitten die folgenden Periodicititsmoduln : 


*) Die Integrale H,, FE, miissen durch ¢inen passend gewiihlten complexen 
Integrationsweg erkliirt werden. 





rr -« FD het 
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W;, Ws) e | Uy, Uy 
(a,)| —2¢K,, —2iL,, —2iE,|xi 0 
(2) ()| 2K, 2L,, 2B,|a, a, 


(a)| 2¢K,, 2iL,, 2iE,|0 xm 
(,) 2k, . th | Dia we 


Es miissen nun zuniichst die Normalintegrale erster Gattung u,, u, 
so bestimmt werden, dass ihre Periodicititsmoduln die in der vierten 
und fiinften Columne der obigen Tabelle (2) angegebenen Werthe haben. 
Setzt man also: 


- bx b 
du, = “3 git dz, du, ia dx, 
so erhalt man fiir a,, b,, a,, b, die lmearen Gleichungen: 
a,K,+6,L,=—— 42, a, K, + b,L, = 0, 
ly K, aL b, L, = 0, a, K, + b,L, == 4 Uy, 
woraus 
a,==42 — a,=t2 = 
- yee ee E. eer ee 
vw 
, _ K, = 
—s 1 on £5 <a 
b—t% er KL,’ &=4* 2 KL,’ 
und weiter: 
___ —L,K,;— K,L; _. LK, - Kl, 
“er. a? OS 
~~ =e 3 oe ee 
(4) erg Le 


0. @.. — 0.2 og? la — Kal 
11 722 — M2 ¥.j— Ke," 
woraus leicht zu erkennen ist, dass @,,, G9) G49” — M4442 negativ sind. 


Ks lassen sich nun zunichst leicht die Factoren +- 1 bestimmen, 





welche die einzelnen Functionen /¢— x beim Ueberschreiten der 
Querschnitte (a,), (a), (b,), (b.) annehmen. Diese Factoren kénnen 
durch eine Charakteristik ausgedriickt werden: 

Vv, v. 

(Ve; — x) = (&) = ( 1 ds 

fH, Me 
wenn die Factoren fiir die Function /se;— « an den genannten Quer- 
schnitten beziechungsweise sind (— 1)", (—1)", (—1)", (—1). Man 
findet fiir die fiinf Functionen (j/; — ) die folgenden Charakteristiken: 


= (=) +4) =< Gath» 
2) = (51) = (1) +1) = G+ &, 


(5) 
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@)= (153) =(0) + 01) —G +6), 
01 


6) @)= (91) =(50) + 1) = Ge + 60) 


= (90) = (io) + (10) = G+ A. 


Setzen wir nun, indem wir mit €, €° zwei verinderliche Punkte 
der Riemann’schen Flache bezeichnen, die zu den Werthen x, x’ 


gehoren: » . 
(6,, %) = ( fau,, d ts) ; 
t J 


so folgt hieraus leicht mit Benutzung der Bezeichnung § 2 


Gee 


} a ’ a nn ay (M4, Uy) 
V (@;—2) (¢,—2’) =h, By (ty, te)” 


po ae BD, (Uy, Ue) 
V (& x) (& a ) —_ h, B, (uy, Up) 


“ 


(6) V (& —2) (& — x’) == h, Se (uy, te) 


DP, (Uy, Ue) 


7 D, (Uy, Us) 
&,— 2) (&£,—2’) = h, 2? 
V( ‘ ) ( ‘ ) . Dy (Uy, Up) 


4 — par. wane a; (ty, Uz) 
V (& 2) (é; x) ae h; a, (Uy, Ug) 


~ 


~ 


~ 


worin h,, h,, hy, hy, h,; von €, §’ unabhingig sind. Lisst man £ 
mit €’ zusammenfallen und bestimmt die Grenzwerthe der Ausdriicke 
rechts durch Differentiation, so erhilt man: 


b, D,#, + b, D, 4, = 0, 
(a, +, ¢,)D, 4, + (a,4+-b,¢,)D,%, =0, 
(a, +5, &)D,%, + (a, +b, &) D,%, =0, 
@ (4, +5, &3)D, 9, + (a,+b, &)D,o = 0, 
(a, +5, &) D, 9, + (a,+5,¢,)D, 3, = 0, 
(a, +5, €,) D, 8, + (a,+b,¢;) D, 4, = 0. 


Bildet man aus je zweien dieser Gleichungen die Differenzen 
é, — &, etc. und substituirt aus der ersten das Verhiiltniss b, : b,, so 
kann man, von einem gemeinschaftlichen Factor abgesehen, die 10 


Differenzen ¢; — & durch die #-Moduln ausdriicken. Durch Anwen- 


dung der Formeln (9) § 2. nehmen diese Ausdriicke, wenn 1 einen 
unbestimmten Coefficienten bedeutet, die Gestalt an: 








(8) 
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t(&—é) = 9 9) 855° t(&,— &) = a ia 95 re 
t(é3—&) = 8 9 93, (85 —&) = OF 8 o 
(8) t(—&) = 9 9,956, T(&—&) = 95 OO, 
t(&—&)= 9 99 ,, t(&,—&) = O mi? 3 
t(é,— &) = 91595. ‘- t(&,—&) = 0 . # ~ 
Setzen wir nach der ersten Gleichung (7) 
b, =6D,3,, b——6D,4,, 
so wird: 
(9) pe gt P15 91,692,4%9,5 92,69, 493,593,6 


a,b, — bya, 

Um zuniichst die Constanten h in den Formeln (6) zu bestimmen, lisst 

man die Punkte §, ¢ in passend gewihlte Verzweigungspunkte hinein- 
é é 
k k 


7 * 


fallen. Die Integrale fan, fa, 
é; é; 

Systemen zusammengehoriger halber Perioden, deren Charakteristiken 

die Summen von (¢;) und (&) sind (was sich aus dem Verschwinden der 


Ausdriicke (6) leicht schliessen lisst). So ergiebt sich aus (6) 


V 


werden dann gleich gewissen 


/(&;— 2) (&—2’) P14 DB (U4 Up) 


(€;— &3) (& — &5) a By(Uy,Ue) ” 
/' (&— ) (fg—2) Fin Bs (uy, Ue) 
} (fa—#3)(&o— 8) Dy Hy (thy Mp) ” 
/(€3—) (€s—2) Bo 4 Bo (Uy Ue) 
(10) } ee os . 
(&3— &;) (&3 — &) D By (Uy, Ue) 
} (&4 v) (&4- - 2X’) ost 9,4 De, (Uy, Ug) 
(€4— &;) (€4— 8) Be ¢ Dy (Uy, Us) ” 
/(&,—2%)(&—2) __ Bs 4 Dy (Uy, Ue) 
} (&5 — &1) (&; — €g) a" DF Dg (Uy, Ue 


Setzen wir nun, indem wir 


(§ 4.) erkliren: 


(0, , %) = ( du, +fau,, fan +f du,) 


(die constanten Grenzen ¢,, €, sind so gewihlt, dass in dem Falle, wo 
keine anfinglichen Rotationen stattfinden, die Anfangswerthe von 
%,, %, mit diesen zusammenfallen) und setzen fiir €, €’ die Punkte 


(x,, R(x,)), (w,, —R(x,)), so wird: 


die Wurzeln R(x,), R(x.) ebenso wie 
im 


(11) 
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& 
. 


(t6,, %.) = (0, aa Jaw, V, + faw,), 


und man erhilt aus (10) 


a/ (1 — %) (8 — a) <a P14 By 4 (1, Ve) 
(&;— & 3) (€;—&5) a ® (V; 5 Ve) 
AS — 2%) (&—2,) Fig B(v,, v2) 
(& — &3) (& — &5) O15 ® (Uy, Vo) 
(12) /(&3—2,) (€;—%) __ Bog Fo g(r, Ve) 
“ } (&§— &) (&3— &) a B® (V4, Vo) 
/ (&4— 24) (&4 — Xp) _ De 4 B,(V,, Ve 
} (&s— &,) (& — &) Do 5 D(% , Ve) 
/ (€;—2) (#;—a%) __ P34 9s, 1 (M4 Pe) 
/ (e;—&)(#,—&)  @ (0, Ve) 


Liisst man in einer dieser Gleichungen, etwa in der ersten, x, — é,, 
XZ, = oo werden, so ergiebt sich durch Differentiation eine Gleichung, 
aus welcher der noch unbestimmte Factor 6 und mithin + bestimmt 
werden kann. 
Man findet zuniichst 
—4e°r=1, 
woraus mittelst (9) und (3) folgt: 


(13) wr? = HA, 91,591, 692,192, 5 F2, ¢Fs,193,5 93,6(K, L, — K, L,) 

und daraus nach (8) 

(14) 2°? = (K, L, — K, L,) V(& —&)(& —&) (&— &) (&§ — &)- 

In ihnlicher Weise lassen sich die iibrigen geraden Thetafunctionen 

fiir die Nullwerthe der Argumente durch die Moduln « ausdriicken, 
Um nun die Integrale zweiter Gattung, soweit es fiir unsere Auf- 


gabe nodthig ist, durch Thetafunctionen darzustellen, bestimmen wir 
in dem Integral 


dz 


a “a + ba+ ca? 
= R(x) 
die Constanten a, 6, ¢ so, dass die Periodicititsmoduln desselben an 
den Querschnitten (a,), (a,) verschwinden. Dadurch ergiebt sich 

dt — (EsFa— EL) + (Ey Ky— Ky Fy) + (Ki Ly — Ke Ly) 2* 
R(x) 


a 


dz. 


Die Periodicitiitsmoduln von € fiir die Querschnitte (b,), (b,) wer- 
den hiernach: 


2(L, E,—E, L,) K,+2(E, K,—E, E,) L,+2(K,L,—K,L,)E, 
2(L, E,— E, L,)K,+2(E,K,—K,E,) L,-+-2(K, L,—K,L,) E,. 


1 








Di 
dw 


iib 
se] 








>) 


it 
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Diese Periodicitiitsmoduln ergeben sich aber auch, wie man durch Bil- 
dung der Integrale 


[Edu,, [Edw 
iiber die ganze Begrenzung der einfach zuasammenhiingenden Rie mann’- 
schen Fliiche erkennt, gleich 
—4nxK,, —4akK,. 


Daraus schliesst man, dass die beiden Functionen 


& &, 
fag + fag und 22(K, D, lg @(v,,v,) + K, D,lgF(v, ,v,)) 
“2, “ 
sowohl in Bezug auf 2,, als in Bezug auf «x, dieselbe Periodicitiit 
haben, und dass sie sich mithin nur um eine rationale Function von 
a,, R(a,); x,, R(x.) von eimander unterscheiden kénnen. Da diese 
Function jedoch nur fiir 7, = 00 resp. #, = oo unendlich in der ersten 
Ordnung werden kann, so muss sie eine Constante sein, deren Werth 
sich aus (#,, 2) = (&, €,) als Null ergiebt. Wir haben demnach 

& &s ‘ 
fat +f dé = 22(K, D, lg #(v,, v,.) + K, Dlg F(v,, v,)), 

Xq 


x 


woraus man noch erhilt: 
ror eda edu 
(15) fi R(x) y+ Si (x) 
2 Hn ’ K, Dlg B (0, ,%)+ Ky Dy 1g 9 (0, , v2) 
— 4 — 4 v 9; ! 1*s J 2 2 i q 
1 (1,0, 1%) 2a K, L,—K,L, . 


Um nun diese Ergebnisse auf unser Problem anzuwenden, haben wir, 
0) 0 
( x 





wenn die Anfangswerthe von v,, v, mit v, bezeichnet werden, 


zu setzen: 


(0) akVi K,v— I, 
qe oS ee 
(16) : : iii 
. (0) ak 7 A Kav — Le 
Sy He Pe 


und es ergeben sich die Gréssen o, wie folgt: 


*) Vgl. Weierstrass ,,Ueber die geodiitisthen Linien auf dem dreiaxigen 
Ellipsoid “ (Monatsbericht der Berliner Akademie vom 31. Oct. 1861) sowie des 
Verfassers Abhandlung ,,Ueber die Transcendenten zweiter und dritter Gattung 
bei den hyperelliptischen Functionen erster Ordnung“ Borchardts Journal Bd. 82, 
Seite 131. 
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: 2kVa 
o, = — 3 - 6(E,— V) Po, 43,4915 1,6, 
a, = — Le 6 (é _ V) Be,5 F2,691,493,4, 
2kVi 
ere y 6 (&, —V) 91,199,493,59s,6, 
(17) 2kVi 
{a —S 6 (E,.— Vv) FH, 692, 693,6, 
2kVa 
enw r 6 (&,—) 991,592,59s,5, 
wn 
o, mkVi 


“Qon(K,L,—K,L,) 
Hiernach gehen wir zur Darstellung der gesuchten Functionen 
durch Thetafunctionen iiber, und beginnen damit, die Werthe der 


Constanten 4, m,m in den vier Fiillen aufzustellen. Fiir diese erhalten 
wir nach (12) und (8) 





I II lil IV 
FS g' 9 9! 
i ie 1,4 2,5 3,6 
Sn 4? 4? 4? 
v F5 6 92 5 Fi 
i 4 4 4 
Po Fis Bo4 P15 
(18) sasha 4? Se ee ook ee ae 
a Ds ¢ > 5 Fi4 
4 4 4 4 
aa 3 4 34 Pi Fie 
ek Ges 4 aa 
4 3,6 2,5 1,4 


Ferner erhalt man nach (4) § 4. und (12): 


I II Ill IV 
By 4B, 4 (1, %) Fo5F1 4 (01.2) O36 F14(%1, v2) O46, (1 ’ v2) 
PPI(v,,v.) ’ Fs ¢F (0, V2) ? Fe 5B (0%, U2) ? F, 4 F (1, .) ? 
(19) «, Be gFo (V1, V2) B15 Fe 4 (M1. 02) F 3,495 (11%) i 1,5 Fe (1,02) 
: : PI(%,V_) ” Dy gF(M%, V2) ’ By 5F (4, Ue) 4 F, 4 F(Y4, 02) ‘ 


Fs Fs 4 (Ue) ; Bs 435 (04, V2) F 6 Fs, 4 (015%) ; , 67; (0, Up) : 
FH(V,,%) 7% Fs gF(V;,%2) ’ By 9 (0, ,U) ’ D, 4F(0,, Up) 


Die Vorzeichen kénnen in diesen Ausdriicken beliebig angenom- 
men werden, weil dadurch nur iiber die positive Richtung der z, y, z 
Axen verfiigt wird. Hat man diese Gréssen, so ergeben sich die 
Componenten der Drehung p, q, 7 in eindeutiger Weise aus den 
lineiren Gleichungen 


Da, =«,q —ar, Da,=ar—a,p, Da,=—a,p — aq, 
Aap+ Ba,g+ Ca,r =0. 
Bildet man in derselben Weise wie in § 2. die Differentialquotienten 





der 


gel 


(2¢ )) gq 


H 


(21) p 


ul 


es 


me oo ao 


Qe. WS 












der @,, @, ts, so findet man, dass diesen Gleichungen durch die fol- 
genden Ausdriicke geniigt wird: 
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I II Ill IV 
__ By (% , Mp) @ » Fg (Ps » M2) ams ae 3, 5(O1»%2) m4 D4 (01, Vp) a 
fo DPF(vV,,V.) ’ . By gF(V4, Ve) ? FF (%, 02) ’ DF (01,09) ’ 
0) g= Bo (V1. Ve) We asl a, 6 (P14 U2) wy Pe (Vy ,Vq) @;, ea B16 (P1 502) Os 
(2 DI(v,,%) ’ as G2 (1,0) : By 5 F(04,%) ‘ ®, 47 (%, 02) ? 
ia, D3 (V;, Ve) Ws F5(01, V2) ul FB, 5 (01, 2) ws ° B15 (P11 Pe) @% 
“Sy DPI(Y,,) ” a g 2 (% V2) . a, 5 2 (%, V2) ’ B, 49 (04,09 ; 
Hieraus ergiebt sich zuniichst 
I II lit IV 
1 
‘ (21) p = Oy (e4, Ve) @, j Fs 5, (15%) a4 sail a D,(v) a, 
py ™-s0e,.0) Bs 69 (01,%) ” a 5900)’ 8, 43 (01,0) 
und ferner aus (22) § 4. und (12), (17): 
I II Il IV 
ae B,(V, , Ve) @, ail Ds, (01102) @, (0, ,V2)@, ; B34 (01 Ye) @2 
(22) to PPO ,%)? Fs GF (V1,%2) ’ Bo 59 (01, V2) ’ 43 (O4,%2) 7 
oT Be (Vj, Vg) W, Dy (V4, Ve) @, PF 4 4 (P12) @g ‘ Be 4(%1,%2) @; 
PHO, Q)? Fs ¢B(O4 , U2) : D> 5 9(%,%») ’ . F, gF(0,, V2) ” 
Die Vorzeichen einer der beiden Gréssen gq’, r’ kénnen beliebig an- 
genommen werden, die der andern sind durch die Gleichung (23) § 4. 
bestimmt. Statt aber diese Gleichung (23) anzuwenden, die fiir die 
Rechnung mit den Thetafunctionen weniger bequem ist, bestimmt man 
zunichst fiir B,, B,, Bs, 74, ¥2, v3; Ausdriicke durch Thetafunetionen, 
die den Gleichungen geniigen: 
a, B, + a8, + @,8,=90, B+ 6+ Be —1, 
OY, +57, + Oy, = 90, vy +7. + 7.’ = 1, 
? 4 
By, + Bo. + Bsv3 = 9, 
deren Charakteristiken sich aus den Gleichungen 
Bp + Bog+Br=—_q, 
: WPI + wr =r 
2 unmittelbar ergeben. Die Vorzeichen von B,, B,, B;, 7;,; Yo, 3 sind 
, , dann noch so zu wihlen, dass 2+a,B,y,=—1, d. h. «,—B,y,—B,y, 
wird. Um die Richtigkeit der so gefundenen Resultate darzuthun, hat 
man nur noch zu zeigen, dass durch dieselben den Gleichungen 
DB, = 6.4 — B;r, DB,=6,r—B;p, DB, = B.p — Big 
Geniige geschieht, was durch die Bildung der Differentialquotienten 
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D£é,, DB,, DB;, ganz wie in § 2. geleistet wird. Fiir B,, B,, Bs, 
V1» Ye> Ys erhiilt man so die Ausdriicke: 





I ll Ill IV 
By 5 Fy 5 12) Be 4B, 5 (U1 102) . Fy 53 (%, Ue) ; Be 4 Fs(U1, %) 
6, = PI(M,,V.) ” 3 gF(M%, U2) ” 9 By 5 (v4, 02) ” By 4B (Y, . v9) | 
Fe 5 Fo 5 (U1 U2) F,4Fo,5 (1%) FA, 5M M2) B56 Fo 5, (M1 5%) 
6. = FF(O,,0.) ? Hg 9 (01,0) ? Hy 5F (1,0)? Hg H(O1, 0) ! 


B Fs 5 Fs 5 (1 Pe) . Bs Fs (O U2) . By 5B 4(% 5%) Bs 5 Fe 6 (Ci. % 
>= 





- i — , —# 
PI(v,,%.) ? Bg F(%,,U2) ’ By , H(0;,V.) DB, 4B (Vy, %) 
Fg Bg (1, U2) . By ¢Fo(Y;,%) Fs 4 Fy 6g 1%) . By 4 Fo(O , 02) 
= —- —z - -4% — , v - 7 
1 oO(0,%)’ Bs P(.%%) ? 8, , (0;. 0) 3, 490, ,0) 
Bo 6 Fe 6 (1,%2) . Be gF1(O1, . Fy ¢ F4(%, Ue) Be Fs 5 (U1 1%) 
, - v ,— ; ; 
V2 PI(V,,V.)  ’ Fs gF(U,02) ? Dy 3 (04, Ve) DF, (0, %) 
5 gs, g(01.%») Hs g (1502) #1 4% 6 (015%) Hy 595 6 (01%) 
ine ? 


B® F(V, , Ve) 


und gq, r ergeben sich wie oben in (22) angegeben. 


Es bleibt nun noch iibrig, die Coordinaten des Anfangspunktes, 
«, B, y als Functionen der Zeit auszudriicken. Zuniichst erhiilt man aus 
den Gleichungen: 


ky = AB,p + BB,g + CByr, 
—kB = Ay,p+ By.g + Cysr 
die fiir alle vier Fille giiltigen Ausdriicke 


ug 


i eee 
hea ry, kp = ——— 


die sich, vom Vorzeichen abgesehen aus (25) § 4. ergeben. Wegen 
der Bestimmung der Vorzeichen muss man die Ausdriicke in den Theta- 
functionen behandeln, wodurch man zu den vorstehenden Gleichungen 
gelangt. 

Endlich erhilt man die Darstellung von « aus (28) § 4. in Ver- 
bindung mit (15) § 5. bei passender Bestimmung des Anfangswerthes 
in folgender Weise: 


h , ake,. tk pp Ak (K, Ey—K,E,)»— (1, Fy—1E,) 
= { 5 -_ og 24%) 1+“2 24% t 
? E +5 hte AAG Ki.—mL, | 


K, D, |g F(v,, ve) + Ky De lg (v,, ve) 
+V4s 1 _ EL 





Kénigsberg im Mai 1878. 


Fs gF(M%, Ve) ” Fo 57 (04,02)? By gF (04,02) 
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Zur allgemeinen Theorie der Curven und Flachen. 


Von A. Becx in Riga. 


Die allgemeine Theorie der ebenen Curven und der Flichen griindet 
sich wesentlich auf die Betrachtung der Polarcurven resp. Polarflichen. 
Ks lassen sich aber, wie im Folgenden gezeigt werden soll, einzelne 
Resultate auf einem Wege ableiten, welcher die Theorie der Polaren 
nicht voraussetzt, 

Das Verfahren ist demjenigen nachgebildet, nach welchem Steiner 
im 49. Bande des Crelle’schen Journals in der Abhandlung: ,,Ueber 
algebraische Curven und Flichen* die Anzahl der Normalen bestimmte, 
die von einem Punkt aus an eine ebene Curve gezogen werden kénnen. 
Liisst man die Curve sich um diesen Punkt herum um einen unendlich 
kleinen Winkel drehen, so geben die Schnittpunkte der beiden Curven 
die Fusspunkte jener Normalen, deren Anzahl also, wenn m die Ord- 
nungszahl der Curve hezeichnet, = n? ist, vorausgesetzt, dass die Curve 
keine Doppel- und Riickkehrpunkte besitze. 


I. Um fiir eine ebene Curve n'** Ordnung die Classenzahl zu er- 
halten, braucht man nur anstatt einer Drehung der Curve eine unend- 
lich kleine Verschiebung derselben in beliebiger Richtung in der Ebene 
auszufiihren, denn die Beriihrungspunkte der Tangenten, die man in 
jener Richtung an die Curve legen kann, stellen sich offenbar als 
Schnittpunkte der beiden Curven dar. — Von der Gesammtheit dieser 
Schnittpunkte sind aber abzurechnen: 

1) Die » Punkte, welche die beiden Curven auf der unendlich 
fernen Geraden gemein haben, da diese bei der Verschiebung 
ihre Lage nicht andern. 

2) Die Schnittpunkte, die durch das Vorhandensein von Doppel- 
und Riickkehrpunkten entstehen. Seien 2, 8 die beiden Curven- 
liste, die durch den Doppelpunkt gehen, %’, B’ ihre beiden 
Verschiebungen, so schneiden sich % und 3’ sowie 8 und A’ 
in zwei dem Doppelpunkt unendlich nahen Punkten, die der 
Aufgabe offenbar fremd sind. Denkt man sich einen Riick- 

kehrpunkt aus einem Doppelpunkt dadurch entstanden, dass 
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die Schleife sich immer mehr verkleinerte, so folgt, dass beim 
Verschwinden der Schleife nothwendig noch ein dritter Schnitt- 
punkt, welcher der Aufgabe ebenfalls fremd ist, dem Riickkehr- 
punkt unendlich benachbart wird. — 
So ergiebt sich die erste Pliicker’sche Gleichung: 
m= n(n—1) — 2d—3k, 
wenn d und k die Anzahl der Doppel- resp. Riickkehrpunkte be- 
zeichnen. 

So wie diese Gleichung fiir einen unendlich fernen Punkt abge- 
leitet wurde, liisst sich die zweite Pliicker’sche Gleichung mit Hiilfe 
derselben Verschiebung fiir eine specielle Gerade, die unendlich ferne, 
aufstellen. Doch wird man besser die Verschiebung durch die ent- 
sprechende allgemeinere Transformation, nimlich eine centrische Col- 
lineation ersetzen. — Um die Anzahl der Tangenten zu bestimmen, 
die von einem Punkt C aus an die Curve gezogen werden kénnen, 
nehme man diesen Punkt als Mittelpunkt einer centrischen Collineation 
und wihle die Collineationsaxe c ganz beliebig. Nimmt man dann 
noch zu einem Punkt P der Curve den entsprechenden P’ beliebig 
auf dem Strahl CP an, so ist die collineare Beziehung bestimmt und 
der gegebenen Curve entspricht eine andere, die nach Ordnung, 
Classe u. s. w. mit der erstern iibereinstimmt und durch dieselben n 
Punkte auf der Collineationsaxe hindurchgeht. Lisst man dann den 
Punkt P’ sich immer mehr dem Punkte P niihern, so gehen die 
Schnittpunkte beider Curven schliesslich in die Beriihrungspunkte der 
gesuchten Tangenten iiber, mit Ausnahme 1) der » Punkte, in welchen 
die Collineationsaxe von beiden Curven geschnitten wird, 2) der 2d 


und 3k Punkte, die von den Doppel- und Riickkehrpunkten her- 
riihren. 


Dasselbe geometrische Hiilfsmittel liefert die Ordnungszahl n einer 
Enveloppe von bestimmter Classe m. Man nimmt die gerade Linie ¢, 
deren Schnittpunkte mit der Enveloppe gefunden werden sollen, als 
Axe, einen beliebigen Punkt C als Mittelpunkt einer centrischen Col- 
lineation und ordnet einer beliebigen Tangente ¢ eine Gerade ¢’ . zu, 
die sich mit ¢ auf ¢ sehneidet und die man allmilig unendlich be- 
nachbart zu ¢ werden liisst. Auf diese Weise ergiebt sich durch 
dualistische Uebersetzung der vorigen Betrachtung, wenn ¢ und ¢ die 
Anzahl der Doppel- resp. Inflexionstangenten bezeichnen: 


n = m(m—1) — 2¢ — 3i. 


lI. Auf den Raum iibertragen, fiihrt das Verfahren zu einigen 
der bekannten Formeln in Bezug auf eine Fliiche n'* Ordnung. Soll 
die Ordnungszahl des Beriihrungskegels von einem Punkt C aus be- 
stimmt werden, so nimmt man diesen Punkt als Mittelpunkt einer 
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centrischen riumlichen Collineation, eine beliebige Ebene y als Col- 
lineationsebene derselben und ordnet einem Punkt P der Fliche einen 
unendlich benachbarten P’ auf dem Strahl CP als entsprechenden 
zu. Die Beriihrungscurve des Kegels ergiebt sich dann als Durch- 
dringungscurve der beiden Flichen. Letztere werden aber von der 
Collineationsebene in derselben Curve n' Ordnung € geschnitten, 
deren Punkte nicht die genannte Bedeutung haben, da sie bei der 
Transformation keine Verschiebung erleiden. Von der Gesammtdurch- 
dringungscurve bleibt also als eigentliche Beriihrungscurve noch eine 
Raumeurve © von der Ordnung »(m—1) iibrig und der Beriihrungs- 
kegel ist somit ebenfalls von der Ordnung n(n—1). 

Um die Classenzahl der Flaiche zu bestimmen, wiederhole man 
das Vorige fiir ein zweites Centrum C, und eine beliebige zweite Col- 
lineationsebene y,. Dadurch erhailt man auf der Fliche eine zweite 
Durchdringungscurve von der Ordnung n?, die wieder in eine ebene 
Curve n'* Ordnung ©, und eine Raumcurve n(n—1)'* Ordnung G, 
zerfallt. Die »® Schnittpunkte der 3 in Betracht kommenden Flaichen 
liefern offenbar die Beriihrungspunkte der Tangentialebenen, welche 
man durch die Gerade CC, an die Fliche legen kann. Als der Auf- 
gabe fremd sind von diesen Punkten abzurechnen die »(m—1) Punkte, 
in welchen die Curve © von der Curve ©,, die m(m—1) Punkte, in 
welchen die Curve ©, von der Curve © und endlich die » Punkte, in 
welchen die Fliche von der Schnittlinie beider Collineationsebenen 
oder die Curve © von der Curve ©, geschnitten wird. Die Classen- 
zahl der Flache wird hiernach: 

=n — 2n(n—1) — n, 
d. h. 
=n(n—1)?. 

Dieselbe Methode liisst uns auch die Anzahl der Haupitangenten 
der Fliche bestimmen, welche durch einen beliebigen Punkt C gehen. 
Zu diesem Zweck transformire man die Fliche F' durch zwei rium- 
liche Collineationen, welche beide den Punkt C zum Centrum, dagegen 
zwei beliebige Ebenen y, y, als Collineationsebenen haben. Man lasse 
ferner, um die beiden collinearen Beziehungen vollstiindig zu bestimmen, 
dem Punkt P zwei Punkte P’, P,’ entsprechen, die auf dem Strahl 
CP etwa zu beiden Seiten von P und unendlich benachbart zu dem- 
selben liegen, wodurch aus der gegebenen Fliche zwei neue Flichen 
ne Ordnung F”, F, abgeleitet werden. Die gesuchten Beriihrungs- 
punkte von Haupttangenten durch C miissen offenbar gemeinsame 
Punkte dieser drei Flichen sein. 

Die Frage, wie viele der * Punkte als der Aufgabe fremd abzu- 
rechnen sind, erfordert hier eine niihere Untersuchung. Soll ein sol- 
cher Schnittpunkt P zu einer der gesuchten Haupttangenten gehéren, 


Mathematische Annalen. XIV. i4 
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so muss er nothwendig mit seinen beiden entsprechenden Punkten 
P’, P, eine Gruppe von drei verschiedenen Punkten reprisentiren. 
Fallen dagegen zwei oder gar alle drei Punkte der Gruppe zusammen, 
so kann der Punkt keine Lésung der Aufgabe enthalten. Indem wir 
wieder die vorhin beniitzte Bezeichnung fiir die auf F’ liegenden Curven 
anwenden, ergeben sich folgende Punkte, die von der Gesammtheit 
der Schnittpunkte abzurechnen sind: 

1) P fallt mit P’ zusammen; dies sind die Punkte auf ©. © und 

, schneiden sich in n(n—1) Punkten. 
2) P fallt mit P,’ zusammen; dies sind die Punkte auf ©,. ©, und 
(© schneiden sich in nm(m—1) Punkten. 

3) P’ fallt mit P,’ zusammen. Die Systeme der P’ und P,’ sind 
zu einander ebenfalls collinear und zwar centrisch mit dem 
Centrum C. Die Collineationsebene y’ fiir diese neue col- 
lineare Beziehung geht durch die Schnittlinie der beiden an- 
dern Collineationsebenen y, y, hindurch und enthilt alle sich 
selbst entsprechenden Punkte P’ P,’. Die beiden Curven © 
und ©, liegen also auf. F' so, dass sie von der Ebene y’ in 
denselben »(m—1) Punkten geschnitten werden. Das Auf- 
treten dieser Punkte hiingt wesentlich damit zusammen, dass 
die beiden Collineationen dasselbe Centrum haben, wiihrend 
vorhin bei der Bestimmung der Classenzahl zwei verschiedene 
Centren angenommen werden mussten. Die drei Flichen haben 
einen gemeinschaftlichen Beriihrungskegel. Je zwei derselben 
schneiden sich in einer ebenen Curve n'* Ordnung, auf wel- 
cher »(m—1) Schnittpunkte von zweien der drei Raumcurven 
n(m—1)' Ordnung liegen. - 

4) P, P’ wd P,' fallen zusammen; dies sind die » Punkte, in 
welchen sich die drei ebenen Curven schneiden oder in wel- 
chen die Fliiche von der Schnittlinie der Collineationsebenen 
getroffen wird. 

Hiernach ist nun die Anzahl der Haupttangenten der Fliche, die 

durch einen beliebigen Punkt gehen: 

=n —3n(n—1) — n, 
d. h. 

= n(n —1) (n—2). 

Wir unterlassen die Durchfiihrung der dualistisch entsprechenden 
Aufgabe fiir die allgemeine Flaiche m'** Classe, wodurch wir auf die 
Anzahl der Inflexionstangenten des ebenen Schnittes gefiihrt wiirden. 
Dagegen mége noch darauf aufmerksam gemacht werden, dass die 
vorhin behandelte Frage nach den Haupttangenten, so sehr sie eine 
rein theoretische zu sein scheint, in der darstellenden Geometrie grosses 
praktisches Interesse gewinnt. 
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Wenn C als leuchtender Punkt gedacht wird und der Kigen- 
schatten und ebene Schlagschatten der Fliche construirt werden soll, 
so wird ersterer als Beriihrungscurve %, letzterer als ebene Spur © 
des Beritihrungskegels von C aus gefunden. Gleichzeitig tritt aber 
noch eine andere Curve D auf, niimlich die Grenzlinie des Schlag- 
schattens, welchen die Fliche auf sich selbst wirft und welche die 
Durchdringungscurve der Fliche mit ihrem Beriihrungskegel ist. Die 
Punkte, welche den beiden Curven 8 und D gemeinschaftlich sind, 
haben offenbar die Eigenschaft, dass die nach ihnen hingehenden 
Lichtstrahlen drei unendlich benachbarte Punkte mit der Fliche ge- 
mein haben, also Haupttangenten sind. Andererseits sieht man sofort 
ein, dass in jedem solchen Punkt die beiden Curven den Lichtstrahl 
zur gemeinschaftlichen Tangente haben miissen. Denn seien P, P, P, 
die drei unendhich benachbarten Punkte, so muss der Lichtstrahl eine Tan- 
gente von % sein, weil die Combination P, P, einen Punkt und die Com- 
bination P, P, einen zweiten auf dem Lichtstrahl unendlich benachbart 
liegenden Punkt von % repriisentirt; ebenso aber stellen die drei Punkte, 
je nachdem man P, P, als Beriihrungspunkt und P, als weitern Schnitt- 
punkt oder P, P,; als Beriihrungspunkt und P, als weitern Schnitt- 
punkt des Lichtstrahls mit der Fliche annimmt, zwei unendlich be- 
nachbarte Punkte von D dar, Die beiden Curven 8 und D haben 
also die EKigenschaft, dass man an sie von C aus Tangenten ziehen 
kann. Daraus folgt weiter, dass diese Tangenten stationiire Erzeu- 
gende des Beriihrungskegels sein miissen und endlich, dass der Schlag- 
schatten einer Fliiche im Allgemeinen Riickkehrpunkte besitze. 

Allerdings treten diese Riickkehrpunkte, auch wenn sie reell sind, 
nie sichtbar auf, da sie ihrer Entstehung nach immer in das Innere 
des Schlagschattens fallen miissen. Schon wesentlich deutlicher da- 
gegen kommen sie zum Vorschein bei der AufgalSe des Umrisses einer 
Flache; hier kann der Riickkehrpunkt und einer der in ihm zusammen- 
stossenden Curveniiste sichtbar werden, 

Wenn auch bei diesen praktischen Aufgaben der darstellenden 
Geometrie schon in den iltern franzésischen Werken (Leroy, de la 
Gournerie) und neuerdings in dem Fiedler’schen Werke auf die 
betreffende theoretische Frage hingewiesen worden ist, so méchte doch 
dieser Beitrag nicht ganz ohne Interesse sein. 


Riga, im Mai 1878. 






Ueber rationale Functionen von wElementen und die allge- 
meine Theorie der algebraischen Gleichungen. 


Von Junius Kénie in Budapest. 


Die Theorie der algebraischen Gleichungen, wie sie von Galois 


sowohl in ihren allgemeinsten Siatzen, wie in ihren wichtigsten An- . 


wendungen entwickelt wurde, ist ihrem Wesen nach eine Theorie der 
rationalen Functionen, die sich aus den » Wurzeln der Gleichung bilden 
lassen. Diese Functionen nehmen bekanntlich eine gewisse Zahl von 
verschiedenen Werthen an, wenn man in denselben die Wurzeln be- 
liebigen Permutationen unterwirft. Die hiebei auftretende Zahl von 
Werthen ist jedoch gewissen Bedingungen unterworfen, und schon die 
Abel’schen Untersuchungen zeigen, dass die hiebei auftretenden Ver- 
haltnisse im innigsten Zusammenhange stehen mit dem zweiten Pro- 
bleme, die gegebene Gleichung durch Adjunction einer oder mehrerer 
Hiilfsgleichungen aufzulésen. In der That finden beide Probleme ihre 
Erledigung aus einer gemeinschaftlichen Quelle, die zugleich — wie 
ich durch folgende Arbeit nachzuweisen hoffe — den natiirlichsten 
Ausgangspunkt fiir diese Reihe von Untersuchungen bildet. Bei der 
Wichtigkeit derselben glaube ich recht gethan zu haben, wenn ich 
statt fragmentarischer Noten eine zusammenhiingende Darstellung ge- 
geben habe, in der ich nur einige Siitze aus der Theorie der Sub- 
stitutionen voraussetze. Dass wenige Seiten trots dieser Ausfiihrlichkeit 
gentigen, um alle Fundamentalsiitze abzuleiten, darf wohl als weitere 
Rechtfertigung angefiihrt werden. 

Das zur Anwendung kommende Princip ist folgendes: Sei eine 


gewisse Gruppe von Substitutionen der Elemente z,, ...2, gegeben, 
V eine bestimmte Function dieser Elemente, die fiir die in der Gruppe 
enthaltenen Substituiionen die + Werthe V,, V,,... V, annimmt. 


Wendet man nun auf diese r Functionen irgend eine Substitution der 
Gruppe an, so erhilt man im Allgemeinen wieder irgend eine Permu- 
tation der V. D. h. der x Substitution entspricht eine bestimmte V- 
Substitution, und zwar so, dass dem Product zweier x-Substitutionen 
das Product der entsprechenden V-Substitutionen entspricht. Die beiden 
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Substitutionsgruppen sind isomorph, eine Bemerkung, die tibrigens auf 
Neuheit keinen Anspruch macht; sie findet sich auch in Jordan’s 
bekanntem Werke, ohne dass jedoch dort aus derselben wesentliche 
Folgerungen gezogen wiirden. 

Was jedoch diese der gegebenen Gruppe isomorphe, und daher in 
ihren wichtigsten EKigenschaften bestimmte Gruppe so wichtig macht, 
ist, dass sie zugleich die Gruppe jener Gleichung re Grades ist, als 
deren Wurzeln die Werthe der Function V angesehen werden kénnen. 
Da eine weitere einleitende Auseinandersetzung der Methode bei der 
eigenartigen Natur dieser Untersuchungen kaum ihren Zweck erfiillen 
kénnte, beschriinke ich mich auf eine einfache Inhaltsangabe. 

Nach einer kurzen Darstellung der auf isomorphe Substitutions- 
gruppen beziiglichen Fundamentalsiitze (1), ergiebt sich als unmittel- 
bare Folgerung der vielfach behandelte, von Bertrand allgemein 
bewiesene Satz, dass eine Function von » Elementen, die weniger als 
n Werthe besitzt, deren héchstens 2 haben kann (2). Ich gehe dann 
naher auf den Fall ein, wo die Anzahl der Werthe genau gleich 7 ist. 
Dies ist dann nichts anderes als die directe Untersuchung der Ver- 
hiltnisse, die zwischen den zwei allgemeinsten Substitutionsgruppen 
von je » Elementen auftreten, wenn die Gruppen isomorph sind. Und 
die hierhergebérigen Fragen werden dadurch vollstandig erledigt, dass 
man die irgend einer Substitution entsprechende in der isomorphen 
Fruppe wirklich bestimmt, wodurch wieder auch der hieher gehérige 
Bertrand’sche Satz bewiesen ist. 

Die niichsten 3 Abschnitte geben auf Grundlage des oben erwihn- 
ten Princips die Theorie der Auflésung einer algebraischen Gleichung 
durch Adjunction von Irrationalen, und damit — in ausserordentlich 
einfacher Weise — die ganze Reihe der Galois’schen Sitze. 

Mit dieser Darstellung der Fundamentaltheoreme schliesse ich diese 
Arbeit ab, hoffe jedoch, weitere Anwendungen, hier ankniipfend, spater 
behandeln zu diirfen. 


1. Isomorphe Substitutionen. 
Sei V eine rationale Function der n Elemente x,, x, %,,...,%,, und 
(1) | Pe ees 
die vollstindige Reihe der verschiedenen Werthe, welche diese Function 
fiir die simmtlichen Permutationen der # annimmt; die Anzahl dieser 


Werthe also gleich r. Wenden wir auf diese Reihe eine beliebige 
Substitution 


S = (La, Xp, _ (Xa', Hp" y ee eer 


an, und bezeichnen das Resultat mit 
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(2) OF 55 Oey sig BE, 

so muss diese Reihe, von der Anordnung abgesehen, mit (1) tiberein- 
stimmen. Da die Reihe der V-Werthe in (1) vollstiindig ist, so kann 
(2) keinen neuen Werth enthalten; es enthilt aber auch die simmt- 


lichen aus (1), denn es kénnen unter denselben keine gleichen vor- 
kommen; aus 


sV;=sV; 
wiirde namlich durch Anwendung der Substitution s—! im Widerspruch 
mit der Annahme 
V,= V; 
folgen. Der Substitution s, die aus den Elementen x gebildet ist, ent- 
spricht daher eine bestimmte Substitution ¢, als deren Elemente die 
V betrachtet werden kénnen, ausfiihrlicher geschrieben die folgende: 
( a? ee “g 
a a 

Sei nun s eine zweite Substitution der z, o die entsprechende 
der V; dann entspricht der Folge oder dem Product ss’ das ahnlich 
gebildete oo’; und der Substitutionsgruppe g, die aus den Substitutionen 
Ss, S, s’, ... zusammengesetzt ist, wieder eine Gruppe y, die sich 
ebenso aus 6, 6, 6”,... zusammensetzt; denn mit den s; und sg; ent- 
sprechenden 6; und 6; ist natiirlich die s;s; entsprechende Substitution 
6,6; gegeben. 

Die Substitutionsgruppen g und y werden wegen dieses Verhaltens 
als isomorph bezeichnet. (S. Camille Jordan, Traité des substi- 
tutions p. 56.) Nun kann umgekehrt jeder Substitution ¢ entweder 
nur die eine s, oder allgemeiner s,, s,,...S, entsprechen. Im ersteren 
Falle ist der Isomorphismus ein holoédrischer, im zweiten ein merié- 
drischer und es mége die Zahl m als Grad der Meriedrie bezeichnet 
werden. 

Die auf isomorphe Gruppen beziiglichen Siitze sind, soweit sie fiir 
das Folgende beniitzt werden sollen, so einfach und rasch ableitbar, 
dass ich ihre Begriindung des leichteren Zusammenhangs wegen hier 
einschiebe. 

Jeder Substitution 6 entspricht dieselbe Anzahl von Substitutionen 
s; d. h. die Zahl m ist constant. Denn seien h,, h,, .. . hm diejenigen 
Substitutionen, die der identischen Substitution 1 der Elemente V ent- 
sprechen, wo also auch ein h die identische Substitution 1 bedeutet, s 
irgend eine 6 entsprechende; dann entsprechen 


Sh,, Sha, ..-, Shu; 


unter denen sich auch s befindet, simmtlich der einen Substitution o. 
Sind umgekehrt s,, s,, ..., S» simmtliche Substitutionen, denen 6 ent- 
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spricht, so muss auch s~* der Substitution o7 
die Reihe von m Substitionen 


entsprechen; also auch 





—1 | —1 


* oe 


15 ie e+ way ee 


moi 


der Substitution ¢6o-! —1. Daraus schliesst man aber in der That, 
dass die Zahi der s immer gleich der Zahl h ist. 

Die Substitutionen h bilden weiter, wie man unmittelbar sieht, eine 
Gruppe, die in der allgemeineren g enthalten ist. 

Diese Gruppe besitzt besondere Eigenschaften. Bezeichnet man 
niimlich wieder mit s eine beliebige Substitution der Gruppe g, so ent- 
spricht der Substitution s~'h;s in der Gruppe y die Substitution 
6—-!'o = 1; es muss also s~'h,s, wie immer s gewahlt sei, der Gruppe 
der h angehéren. Es ist bekanntlich s—'h,;s eine h tihnliche Substi- 
tution, die erhalten wird, wenn man innerhalb der Cyklen von h die 
durch s~! gegebene Vertauschung der Elemente ausfiihrt. Wenn der 
Isomorphismus ein meriedrischer ist, also m > 1, kann die Gruppe h 
nicht aus der einen identischen Substitution bestehen ; es giebt dann also 
eine Gruppe h, die in g enthalten ist, und die als solche mit allen 
Substitutionen von g vertauschbar ist, d. h. man hat 


his see sh;, 
wie aus 
s—'hys = h; 


unmittelbar ersichtlich. Die Gruppe g wird, wenn sie diese Eigen- 
schaft besitzt, bekanntlich als zusammengesetete Gruppe bezeichnet. 


Ist g die allgemeinste Gruppe der »! Substitutionen fiir die x, so 
kann s~'hs, da s ganz beliebig gewihlt wird, jede Substitution er- 
geben, die h iihnlich. Die Gruppe h enthilt also simmtliche Substi- 
tutionen, die einer bestimmten ihnlich sind. Diese Gruppe ist aber 
entweder die allgemeinste, die fiir » Elemente moglich ist, oder die aus 
n! 
2 
Substitution aus einer ungeraden oder geraden Zahl von Transpo- 
sitionen besteht, ein Satz, der nur dann eine Ausnahme erleidet, wenn 
n= 4 ist. (Siehe z. B. Jordan, 1. c. art. 81.) 


Substitutionen bestehende alternirende Gruppe, je nachdem die 


2. Functionen von »Elementen mit weniger als ~ Werthen. 


Mit Hiilfe der vorausgeschickten Sitze aus der Theorie der Sub- 
stitutionen kénnen wir nun auf den eigentlichen Gegenstand dieser 
- Arbeit tibergehn. Sei wieder V eine Function der Elemente %,,%,.,...%n 
und 


ee 
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die vollstindige Reihe der Werthe, die sie fiir alle Substitutionen der 
2 annimmt. Sei ferner 
r<in, 

d. h. die Anzahl der verschiedenen Werthe der Function kleiner als 
die Anzahl der Elemente, welche in sie eingehn. Dann ist die Gruppe 
y der aus den V in der friiher erdrterten Weise gebildeten Substitutionen 
isomorph mit der aus den x gebildeten allgemeinsten Gruppe. Der Iso- 
morphismus muss aber ein meriedrischer sein, denn es ist der speciellen 
Annahme nach r! < n!; also die Zahl der simmtlichen V-Substitutio- 
nen kleiner als die der z-Substitutionen. Und hieraus folgt unmittel- 
bar, dass nicht allen Substitutionen s verschiedene 6 entsprechen kénnen. 

Da aber die Gruppe der z-Substitutionen die allgemeinste ist, so 
muss die Gruppe der der identischen V-Substitution entsprechenden h, 
nach dem Vorhergehenden, entweder wieder die allgemeinste oder die 


alternirende Gruppe sein. D. h. der Grad der Meriedrie ist entweder 


n! 
nm! oder — 


Im ersten Falle entsprechen n! d. h. alle «-Substitionen der iden- 
tischen V-Substitution, d. h. keine Substitution indert den Werth des 
V; V ist eine symmetrische Function und hat nur einen Werth. 

Im zweiten Falle andert die Hilfte der siimmtlichen Substitutionen 
den V-Werth, von dem wir ausgegangen, iiberhaupt nicht; die andere 
Hialfte der Substitutionen entspricht derselben V-Substitution, bei der 
aus V, V’ werden mag. Dies sind aber die simmtlichen Aenderungen 
die die allgemeinste Substitutionsgruppe an V hervorbringt. Es muss 
also, wenn r < m ist, r gleich 1 oder 2 werden. Oder wir haben 
den Satz: 

Eine Function von n Elementen, die bei beliebiger Vertauschung 
der Elemente weniger als n Werthe annimmt, kann nur 1 oder 2 Werthe 
besitzen. Auch hier bildet der Fall » = 4 natiirlich eine Ausnahme, 
fiir den 2,2, + 2,4”, eine dreiwerthige Function der vier Elemente ist. 


3. Funetionen von » Elementen mit » Werthen. 

Wir nebmen zweitens an, dass die Anzahl] der verschiedenen 
Werthe, welche V annimmt, ry, genau gleich » sei. Dann kénnen 
unter den simmtlichen z-Substitutionen entsprechenden V-Substitutionen 
gleiche oder auch nur verschiedene sein; die Ordnung der aus den V- 
Elementen gebildeten Gruppe ist gleich, oder kleiner als n!. Der Iso- 
morphismus der Gruppen g und y kénnte also jetzt ein holoédrischer 
oder meriedrischer sein. Das letztere ist aber unméglich; denn wir 
wiirden auf den friiheren Fall zuriickgefiihrt werden, und die Anzahl 
der V-Werthe kénnte nicht » sein. — 

Der Zusammenhang muss also ein holoédrischer sein. Nicht nur 
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jeder a-Substitution entspricht eine bestimmte V-Substitution, sondern 
auch umgekehrt; auch die Gruppe der V-Substitutionen ist die all- 
gemeinste. 

Aus dieser allgemeinsten Gruppe kénnen wir eine in ihr enthaltene 
speciellere absondern, die das Element V, nicht versetzt. Dieselbe ist 
die allgemeinste Gruppe der Substitutionen von » — 1 Elementen: 
V,, V3, ..+,; Va- Die entsprechenden z-Substitutionen bilden dann 
auch eine Gruppe, in welcher die Zahl der Substitutionen ebenfalls 
(mn —1)! ist. Wir werden nachweisen, dass, wenn nicht n = 6, diese 
die allgemeinste Gruppe zwischen n — 1 der Elemente z ist, d. i. die- 
jenige, welche alle Substitutionen enthialt, die ein bestimmtes x, nicht 
versetzen. Damit aber ist auch der Satz gewonnen: 

Eine Function von n Elementen, die genau n Werthe annimmt, ist 
symmetrisch in Bezug auf n — 1 Elemente. Nur der Fall n = 6 bildet 
eine Ausnahme. 

Um den oben angefiihrten Satz zu beweisen, wollen wir den Zu- 
sammenhang zwischen den zwei allgemeinsten Gruppen, die aus je 
n Elementen x,, x, ..., % und V,, V,,..., V, entstehen, naher 
untersuchen, unter der Voraussetzung, dass ihr Isomorphismus ein 
holoédrischer sei; dass also der identischen Substitution in der einen 
Gruppe nur wieder die identische der andern entspreche. Um die 
Darstellung iibersichtlicher zu gestalten, wollen wir fiir das Entsprechen 
zweier Substitutionen das Zeichen einfiihren; hienach sagt 

c=a@, 


dass der Substitution s der wz-Elemente die Substitution o der V ent- 
spricht. ‘ 


Daun miissen entsprechende Substitutionen von gleicher Ordnung 
sein. Denn aus 


st = | 
folgt wegen 

sk == o* 
auch 

o = 1 


? 

und umgekehrt. Ferner sieht man, dass dhnlichen Substitutionen auch 
tihnliche entsprechen miissen. Denn jede Substitution, die gleichviel 
Cyklen mit s, und in den Cyklen gleichviel Buchstaben hat, ist durch 
t-1s¢ darstellbar, und ihre entsprechende ist demnach ¢—'o6r, eine 
6 ihnliche Substitution. Sei nun 7’ eine beliebige Transposition (2,, 7), 
dann muss 


T =(VaVs) (Ve Va) (VeV;) «+ 


sein, denn es muss auch die entsprechende Substitution von der zweiten 
Ordnung sein, kann also in keinem Cyklus mehr als zwei Elemente 
enthalten. Dann ist aber auch in 
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T’ = (VaV-) (VeVa) (VeVs).--; 
wo die nicht angeschriebenen Transpositionen unverindert gedacht 
werden, 7” eine Transposition; denn da die V-Substitutionen ahnlich 
sind, ist auch: 
Tf’ = M—TM. 

Dann hat man aber 
(1) TT’ =(V_Vs) (VoVe)- 
Hieraus folgt, dass 7 und 7” kein gemeinschaftliches Element haben 
kénnen. Wiren beide Elemente gemeinschaftlich, so hitte man 7 7” =1, 
es miisste also in den V die identische Substitution entsprechen, was 
nicht der Fall ist; ware eines gemeinsam, z. B. 

T = (%,,%), T’ = (a, 25), 
so wiirde 
TT’ = (x,, %3, 2») 

eine Substitution 3’ Ordnung sein, was nicht méglich, weil die ent- 
sprechende V-Substitution von der zweiten Ordnung ist. Hieraus ersieht 
man aber, dass jedem Product zweier Transpositionen, die kein gemein- 
schaftliches Element besitzen, immer ein dhnlich gebildetes Product ent- 
spricht, da man wie friiher zu jeder ahnlichen Substitution iibergehen 
kann. 

Wir untersuchen nun die einer einzelnen Transposition entsprechende 
Substitution. Es ist jedenfalls, wie friiher, 


T= (Va Vo) (Ve Va) (Ve Vs) (Vo Vi) « 


und fiir eine gewisse zweite Transposition 7”, indem man wieder den 
Uebergang zu ahnlichen Substitutionen anwendet, 


T’ = (VaV.-) (Vo Va) (Ve Vy) (Vz Vi) « 


Hieraus folgt aber 
zr. = CF, Va) (Vi V.) (V. Vi) ( V; V3). 


Hier kann 7 und 7" kein gemeinschaftliches Element besitzen, sonst 
wire 7'7”" entweder 1 oder von der dritten Ordnung; die entsprechende 
Substitution zeigt, dass keiner dieser Fiille méglich ist. Nun ist aber 
TT’ ein Product, das dem vorher ausgesprochenen Satze geniigt, kann 
also nicht einem Product von 4 Transpositionen entsprechen. Diese 
Schlussfolgerung kénnen wir aber immer ziehen, wenn die 7’ ent- 
sprechende V-Substitution mehr als drei Transpositionen enthiilt. 
Demnach muss einer Transposition entweder wieder eine Transpo- 
sition oder ein Product von drei Transpositionen entsprechen; der Fall 
zweier Transpositionen ist schon nach dem Vorhergehenden ausge- 
schlossen, denn dann miisste auch jedem Producte zweier Transpositionen 
aus verschiedenen V-Elementen eine Transposition entsprechen, wihrend 
wir wissen, dass diese immer ein Product zweier Transpositionen ist. 
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Nehmen wir von den mdglichen Fallen zuerst den zweiten: 
7 = ['. V2) (V. Va) (Ve V;). 


Dann entspricht jeder Transposition ein soleches Product, und umge- 
kehrt jedem solchen Product eine Transposition. Die Anzahl aller 
Transpositionen muss der Anzahl aller solchen Producte gleich sein; 
d. h. es muss, da die Zahl der Elemente in beiden Fallen n ist, 


n(n—1) __ n(n—1) (n—2) (n—3) (n—4) (n—5) 


2 1-2-3-23 


sein, eine Gleichung, von der man, wenn sie auf die Form 


n(m—1) : (n—2) (n—3) (m—4) (n—5)—24 0 
2 a ' it 
gebracht wird, augenblicklich sieht, dass ihr nur eine positive ganze 
Zahl — mit Ausnahme der irrelevanten Lésungen 0 und 1 — 
n= 6 


geniigt. Wenn also nicht n = 6 ist, muss demnach immer 
(2) T= (Va, Vs) 
sein, d. h. einer Transposition der x entspricht eine Transposition der V. 
Wir wollen nun von einer bestimmten Transposition: 

(21, %) = (Va, Vo) 
ausgehn; sei ferner 

(,, 3) = (Vm, Ve), 
dann muss m oder ¢ mit einem der Indices a oder b iibereinstimmen. 
Sonst wiirde dem Product 

(Xp) (@,, Xs) = (1, Ly, Hp), 
das eine Substitution 3'** Ordnung darstellt, eine solche 2’ Ordnung 
oder die identische Substitution entsprechen, was nicht méglich. Sei 
das gemeinschaftliche Element, welches also dem gemeinschaftlichen 
x, entspricht, V,, dann ist 
(3) (2) =(VaVo), (& 22) = (Va Ve); 
hieraus folgt 
(x, ? Ly) (%, Zs) (a, ? Za) = (Va Vi) (Va V.) (Va Vs), 

also auch: ia 
(4) (%_, Xs) = (V% Ve) - 

Wir gehn nun dazu iiber, die (x,,%,) entsprechende Substitution zu 
bestimmen. Es muss dann, wenn man die vorigen Schliisse wiederholt, 
(x, , %) = (Va, Va) oder (x,, %,) = Vo, Va) 

sein. Wire das letztere richtig, so miisste auch 


(a, 2y) (ay X_) = (ay %_%4) = (Vo Va) (Va Ve) 
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sein, also einer Substitution dritter Ordnung eine solche zweiter Ord- 
nung entsprechen, was nicht mdglich ist. Man hat also: 


(5) (x, 2,) = (Va Va). 
Hieraus schliesst man aber, wie friiher, 
(6) (X_%4) = (VoVa), (#3%,) = (Ve Va). 


Ebenso kann man die ein fiinftes Element enthaltenden Transpositionen 
in die Untersuchung hineinziehen. Man schliesst also ganz allgemein, 
dass die einer beliebigen Transposition, also auch einer aus diesen zu- 
sammengesetzten beliebigen Substitution entsprechende Substitution 
erhalten wird, indem man die Elemente 

Retin ++ +5 % 
der Reihe nach mit 

Fae Pepe en Fe 
vertauscht, wo die V,, V,,..., von der Anordnung abgesehen, mit 
V,, V2,..., Va tibereinstimmen. 

Stehen also zwei allgemeinste Gruppen von n Elementen in der Be- 
ziehung des holoedrischen Isomorphismus zu einander, so erhilt man die 
entsprechenden Substitutionen dadurch, dass man die beiden Reihen der 
Elemente eindeutig auf einander bezieht, und die entsprechenden ver- 
tauscht. 

Daraus ersieht man aber, dass die Substitutionen, welche ein z- 
Element nicht vertauschen, jenen Substitutionen entsprechen, die ein 
bestimmtes V nicht verindern, was in der That den oben ausge- 
sprochenen Satz fiir eine n-werthige Function ergiebt. 

Der Ausnahmefall n = 6 zeigt, dass es eine aus 6 Elementen ge- 
bildete Gruppe von 120 Substitutionen giebt, die nicht aus allen Ver- 
tauschungen von 5 Elementen besteht. Die Substitutionen dieser Gruppe 
sind nach dem Vorstehenden bekannt. Sie besteht aus allen Substi- 
tutionen, die sich aus bestimmten Producten von je 3 Transpositionen 
zusammensetzen lassen. 


4. Allgemeine Sitze iiber algebraische Gleichungen. 

Sei /(#)=0 eine Gleichung n'" Grades, deren Wurzeln 2, ,%,,...,%» 
simmtlich als ungleich vorausgesetzt werden. Dann giebt es bekannt- 
lich eine Gruppe von Substitutionen der Elemente x, die so beschaffen 
ist, dass jede Function der Wurzeln, die rational durch die Coefficien- 
ten der Gleichung ausgedriickt werden kénnen, diese Substitutionen 
zulisst und umgekehrt. Diese der Gleichung zugehdrige Substitutions- 
gruppe ist die allgemeinste, wenn wir auch die Gleichung ganz allge- 
mein voraussetzen; es wird eine speciellere, wenn fiir die Gleichung 
gewisse einschriinkende Bestimmungen getroffen werden. Ich will 
zuerst den Zusammenhang zwischen Reductibilitit der Gleichung und 
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Transitivitait der Gruppe kurz resumiren. 
reductibel werden, d. h. soll 


(1) (%@— 2%) (tw—2).. .(@—2,) 
ein rationaler Divisor des Gleichungspolynoms sein, so darf die zuge- 
hérige Gruppe keine Substitution enthaiten, die z, mit 2,41 vertauscht. 
Wiire eine solche Substitution vorhanden, so erhielte man aus dem 
vorstehenden Ausdruck durch diese Substitution den folgenden: 

(% — Lp41) (w—%a)... (U@—4), 
der keinesfalls dem Vorhergehenden gleich sein kann, da er den neuen 
Factor (v—2,4+1) enthilt. Der Ausdruck (1) faindert seinen Werth, 
kann also nicht rational sein. Dieser Schluss lisst sich auch umkehren. 
Enthilt die Gruppe der Gleichung nur Substitutionen, die 2, mit 
%y,.+ +, £, vertauschen, so bleibt (1) unveriindert, ist also rational. 

Die Gruppe einer irreductibeln Gleichung gestattet ein beliebiges 
Element x2, mit jedem andern zu vertauschen, sie ist also nach dem 
fiir diese Eigenschaft gebriiuchlichen Ausdruck transitiv; dies ist nicht 
der Fall bei einer reductibeln Gleichung, ihre Gruppe ist intransitiv. 
Dieses Kriterium der Reductibilitit lisst sich noch in eine fiir den 
Gebrauch bequemere Form bringen, wenn der Grad der Gleichung p 
eine Primzahl ist. Es ist dies die folgende: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine 
Gleichung vom Primzahlgrade p irreductibel sei, ist, dass die Ordnungs- 
zahl ihrer Gruppe p als Theiler enthalte. 

Sei zuerst die Gruppe intransitiv; dann kann sie keine Substi- 
tution p'* Ordnung enthalten. Da p eine Primzahl, wire dies eine 
cyklische Substitution p'*' Ordnung, und ihre verschiedenen Potenzen 
wiirden es im Gegensatz zur Annahme gestatten, x, mit einem belie- 
bigen Elemente zu vertauschen. Eine Gruppe, deren Ordnungszahl 
durch p theilbar ist, muss aber eine Substitution p'" Ordnung ent- 
halten. Fiir den Fall einer reductibeln Gleichung, also intransitiven 
Gruppe, kann daher deren Ordnungszahl nicht durch p theilbar sein. 

Ist aber eine Gruppe von p Elementen einmal transitiv, so muss 
ihre Ordnungszahl ohne Riicksicht auf den Primzahlcharakter des p 
durch p theilbar sein (Jordan, 1. c. Art. 44. Cor. I.); womit der obige 
Satz vollstiindig bewiesen ist. 

Ist die Gruppe einer Gleichung bekannt, so kann nach dem Vor- 
hergehenden ein irreductibler Factor und die zugehérige Gruppe leicht 
ausgeschieden werden; wir setzen also im Kolgenden die zu behandelnde 
Gleichung als irreductibel voraus. 

Sei nun f(x) = 0 diese Gleichung, deren Gruppe G aus den Sub- 
stitutionen g,, 9, .--, g, besteht; dann kann man bekanntlich immer 
eine Function der Wurzeln: 


Soll die Gleichung f(x) = 0 
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Vi = 4,2, + a,2,+-+-+ ant, © 
bestimmen, die fiir jede dieser Substitutionen einen von den friiheren 
verschiedenen Werth annimmt. Sei die Reihe dieser Werthe: 
Fur Fagxssy Vo- 

Dann entspricht wieder jeder Substitution von G eine Substitution 
in den V-Elementen; und man erhilt wie friiher eine der Gruppe 
G isomorphe Gruppe [ aus den V, die, wie man sieht, die Eigenschaft 
besitzt, dass ihr Grad, die Zahl der Elemente, und ihre Ordnung, die 
Zahl ihrer Substitutionen, beide gleich r sind. 

Man kann nun weiter die Gleichung r'e® Grades 

F(V)=(V—V,) V—V,)...(V—V,) 
bilden, deren Coefficienten als symmetrische Functionen der V,,..., V, 
sich bei keiner Substitution g aindern kénnen, also rational sind. 

Die Gruppe dieser V-Gleichung ist [, die der urspriinglichen Glei- 
chungsgruppe G isomorphe Gruppe. Sei, um dies zu zeigen, R irgend 
eine Function der V, welche die Substitutionen [ zulisst. Denken wir 
uns statt der V ihren Werth als Functionen der z hingeschrieben, so 
ist irgend eine Substitution y gleichbedeutend mit der entsprechenden 
g; die Function ist rational ausdriickbar. Sei umgekehrt diese Kigen- 
schaft vorausgesetzt; dann iindert sie sich nicht — als Function der 
z angesehn — fiir irgend eine Substitution g; da aber die x nur in 
den V-Combinationen vorkommen, ist diese gleichbedeutend mit der 
entsprechenden y. Die Gruppe [ besitzt also in der That die ge- 
forderten Eigenschaften.*) 

Die Gleichung F(V) = 0 ist mit der Gleichung f(x) = 0 zugleich 
irreductibel. In der Gruppe [ giebt es nimlich eine Substitution, die 
V, in V; tiberfiihrt. Denn die Reihe der V Werthe enthilt alle V- 
Werthe, die durch die Anwendung irgend einer Substitution g auf V, 
entstehen und nur diese. 

Die Auflisung der Gleichungen f(x)=0 und F(V) =O sind 
villig dquivalente Probleme. Mit den x sind natiirlich die V bekannt, 
aber auch umgekehrt; denn die Anzahl der V muss wenigstens gleich 
nm sein; die Gruppe G, die aus » Elementen gebildet und transitiv ist, 
hat eine durch n theilbare Ordnungszahl, und diese Ordnungszahl giebt 
eben die Anzahl der V. Die Bestimmung der x kann demnach aus 
einem System linearer Gleichungen geschehen. 

Um die Gleichung F(V) = 0 aufzulésen, geniigt es eine Wurzel 
derselben, V,, zu bestimmen, denn jede andere kann bekanntlich als 


*) Enthialt V als Function der x irgend welche willkiirlich eingefiihrte Irrationa- 
litiiten, so ist natiirlich die Gruppe der V-Gleichung so zu verstehen, dass diese 
Gréssen schon adjungirt wurden. 
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geniigt die Bemerkung, dass V, und z. B. V, dieselben Substitutionen 
aus der Gruppe G zulassen. Jede Substitution faindert nimlich nach 
den gemachten Voraussetzungen sowohl V,, wie V,; die Gruppe von 
Substitutionen, die irgend eine derselben ungefndert lassen, zieht sich 
jedesmal auf die Kinheit oder identische Substitution zusammen. Sind 
aber V, und V, aihnliche Functionen, so lisst sich nach dem verallge- 
meiverten Lagrange’schen Satze (Jordan 1. c. Art. 61) die eine als 
rationale Function der andern darstellen, und die Coefficienten dieser 
Darstellung sind unveriinderlich fiir die Substitutionen von G, also auch 
rationale Functionen der Coefficienten der urspriinglichen Gleichung. 

Da nun jede Wurzel der urspriinglichen Gleichung f(z) = U eine 
lineare Function der V ist, jede dieser Gréssen aber eine rationale 
Function von V, ist, so ist mit dem Vorigen auch der Galois’sche 
Satz bewiesen, dass jede der Wurzeln x eine rationale Function von 
V, sein muss. 

Das Resultat der bisherigen Untersuchung mag noch in folgender 
Form ausgedriickt werden: Die Gleichung f(x) = ist vollstindig auf- 
gelist, wenn man eine Wurzel der Gleichung F'(V) = 0 kennt. 

Hieraus folgt, dass die Auflésung der Gleichung f(z) =O nur 
durch Adjunction solcher Gréssen erfolgen kann, die das Polynom der 
friiher irreductiblen Gleichung F'(V) = 0 in Factoren zu zerlegen ge- 
stattet. Ist dies nach Adjunction jener Gréssen nicht der Fall, so 
ist das fiquivalente Problem, eine Wurzel der irreductiblen Gleichung 
F(V) =U au bestimmen, dasselbe geblieben. Gestattet hingegen die 
adjungirte Grésse einen Divisor von F(V) so darzustellen, dass die 
Coefficienten rationale Functionen der urspriinglichen Coefficienten und 
der adjungirten Grosse sind, so brauchen wir uns nicht mehr mit F(V), 
sondern nur mit diesem Divisor zu beschiftigen. 

Daraus schliessen wir aber, dass jede Grdsse, deren Adjunction zur 
Lisung der Gleichung f(x) =0 beitrdgt, eine rationale Function der 
Wurzeln x,, ..+, Ln Sein muss. 

Dem durch die Adjunction rational gewordenen Divisor entspreche 
die Gleichung 








































(V—V,) ....(V—Ve) =9; 
dann kann als adjungirte Grosse irgend eine der symmetrischen. Func- 
tionen von V,... Vo, also eine rationale Function der x betrachtet 
werden. Denn jede dieser Functionen lisst nur jene Substitutionen 
der [- oder G-Gruppe zu, welche die Gréssen V,,..., Vg nur unter 
sich vertauschen. Jede andere Gleichheit von Werthen setzt, da die 
x gegebene Werthe sind, eine Relation unter den Coefficienten von 
V, = a,%,-+----+ 4,2, voraus, die bei der Bildung dieser Function 
vermieden werden konnte. Nach dem schon friiher gebrauchten La- 
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grange’schen Satze sind die Coefficienten der neuen Gleichung ratio- 
nale Functionen eines einzigen, und es muss also nur der Werth eines 
solchen adjungirt werden. Dieser ist aber eine rationale Function 
der x. — Durch diese Adjunction reducirt sich aber auch die Gruppe 
der Gleichung f(x) = 0 auf eine kleinere in thr enthaltene. Diese Gruppe 
besteht aus denjenigen Substitutionen von G, die den Werth der adjun- 
girten rationalen Function nicht dndern. Da diese Function der x zu- 
gleich eine symmetrische Function von V,,..., Vg ist, so wird jede 
Function, welche diese Substitutionen zulisst, durch die V ausgedriickt, 
sich bei keiner Versetzung der Elemente V,,..., Vo iindern, also 
rational sein; wihrend auch umgekehrt jede nach geschehener Ad- 
junction: rationale Function auch rational durch eine symmetrische 
Function von V,,..., V, ausgedriickt werden kann, also auch eine 
rationale Function der adjungirten Grésse ist und demnach sich fir 
keine der betrachteten Substitutionen indern kann. Das Problem der 
Auflisung einer Gleichung ist demnach auch dquivalent der successiven 
Reduction ihrer Gruppe auf die eine identische Substitution. 


5. Adjunction der Wurzeln einer Hiilfsgleichung. 


Sei nun U, die rationale Function der Wurzeln, die wir der Glei- 
chung f(#) = 0 adjungiren, und U,, U,, ..., U, die Werthe, die sie 
fiir die Substitutionen der der Gleichung.zugehérigen Gruppe G an- 
nimmt. Dann geniigt U einer Gleichung s'" Grades mit rationalen 
Coefficienten : 

(U—U,) (U—U,) .... (U—U,) =0, 
denn die symmetrischen Functionen der U sind unverinderlich fiir die 
Substitutionen von G. Wir wollen nun nicht nur U,, sondern alle 
Wurzeln der Hiilfsgleichung in U der gegebenen Gleichung adjungiren. 
Dann reducirt sich die Gruppe der Gleichung auf jene Substitutionen, 
die keine der Gréssen U,, U,, ..., Us andern. 

Sei nun @ die der G-Gruppe entsprechende isomorphe Gruppe, 
die — genau wie friiher — die Gruppe der U-Gleichung sein muss 
und in welcher wieder der Substitution g die Substitution 


a eee 


entspricht. Dann verbleiben nur jene Substitutionen von G, die der 
identischen Substitution in  entsprechen. Sind nun G und & holo- 
edrisch isomorph, so bleibt demnach auch von G nur die identische 
Substitution; alle Functionen der Wurzeln sind rational ausgedriickt, 


die Gleichung demnach in lineare Factoren zerfallt, also vollstdndig 
aufgelist. 
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Im entgegengesetzten Falle muss G eine zusammengesetzte Gruppe 
sein. Bezeichne H(h,,h,.,...,h») die Gruppe der der Kinheit ent- 
o 


sprechenden Substitutionen, und g,, g,, ..., go die Substitutionen, 
die, mit den H multiplicirt, alle Substitutionen von G geben, deren 
Zahl (die Ordnung von G) gleich v sei. Dann ist die Ordnung von 
(§ gleich 6, und die Adjunction der U-Gleichung reducirt die Gruppe G 
von v auf - Substitutionen. 


Wenn V nun wieder eine Function ist, die fiir jede der Substi- 
tutionen G einen neuen Werth annimmt, so kénnen wir fiir U eine 
symmetrische Function von 

ao. Mahe ts eee 

a 

wihlen. Dieselbe iindert ihren Werth fiir keine der Substitutionen H, 
erhilt aber einen neuen Werth fiir jede der Substitutionsreihen g, H, 
g,H, ..., gsH, nimmt also im Ganzen o Werthe an und geniigt 
demnach einer Gleichung o'** Grades. Irgend eine ihrer Werthereihen 
ist durch 

IU, 9,U,~+-4 GU 


gegeben, und iindert sich in der That nicht fiir irgend eine Substi- 
tution h,. Denn da die Gruppe h als solche mit allen Substitutionen 
von (% vertauschbar ist, hat man: 


high U= eh; U = Ik U. 


Hingegen iindert sich U fiir jede der Substitutionen g; denn dass 


sei, ist nach den fiir diese function gemachten Annahmen unméglich. 
Die Ordnungszahl der Gruppe, — v —, wird also in diesem Falle 


durch die Auflisung einer Gleichung 6" Grades auf - reducirt, und 
zwar hat die Gruppe der Hiilfsgleichung eine Ordnungszahl, die ihrem 
Grade 6 gleich ist. 

Dies ist der Fall, wenn die Gruppe der Gleichung zusammenge- 
setzt ist. Ist die Gruppe einfach, so schmilzt die Zahl der Substitu- 
tionen H auf eine, die Einheit zusammen, es wird 6 =v, und man 
sieht, dass die U-Gleichung mit der friiher behandelten V-Gleichung 
zusammenfallt. 

Man sieht auch, was fiir den Fall einer zusammengesetzten Gruppe 
aus dieser Gleichung wird. Dieselbe, urspriinglich vom v'" Grade, 
zerfallt durch die Adjunction einer Gleichung o'" Grades in Factoren 
vom Grade <. Es muss aber 6 ein ,,Compositionsfactor“ der Gruppe 
G sein. 


Mathematische Annalen, XIV. 15 
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Ist die Gruppe der Gleichung einfach, so lést die U-Gleichung 
auch f(x) = 0 vollstiindig auf. Da aber auch die Gruppe dieser Glei- 
chung von der Ordnung v ist, und das Problem der Auflésung einer 
Gleichung gleichbedeutend mit der Reduction der Ordnungszahl, so ist 
die Aufgabe eigentlich nur durch eine fiquivalente ersetzt. Da auch 
die Gruppe der U-Gleichung, wie aus der Definition des holoedrischen 
Isomorphismus hervorgeht, mit der urspriinglichen G zugleich einfach 
ist, ist auch an dieser eine Reduction des Problems in einzelne von 
niedrigerem Range unmdglich. Ist iibrigens in diesem Falle der Grad 
der Gleichung f(x) = 0 eine Primzahl p, so muss auch die U-Gleichung 
mindestens vom Grade p sein, denn dann ist nach dem Friiheren die 
Ordnungszahl der Gruppe G durch p theilbar, G enthilt eine Substi- 
tution p'** Ordnung. Die entsprechende Substitution muss in der holo- 
edrisch-isomorphen Gruppe von der Einheit verschieden, und ahnlich, 
also auch von der p'** Ordnung sein, demnach p Elemente versetzen. 
Das Hauptresultat dieser Untersuchung kann nun im folgenden Satze 
ausgesprochen werden: 

Nur Gleichungen mit zusammengesetzter Gruppe gestatten eine Auf- 
lésung durch intermediire Hiilfsgleichungen. 

Wenn nach Adjunction der Wurzelu der Hiilfsgleichung die /(”)=0 
irreductibel geblieben ist, dann kann diese Adjunction nur als Vorbe- 
reitung zur Lésung gelten, es ist statt der urspriinglichen Gleichung 
eine solche von gleichem Grade, deren Gruppe aber von niedriger 
Ordnung ist, zu untersuchen. Ist diese Gruppe nicht mehr zusammen- 
gesetzt, so ist eine weitere Vereinfachung in der gesuchten Richtung 
nicht mehr méglich; die Gleichung ist nicht mehr auf andere zuriick- 
fiihrbar. Im entgegengesetzten Falle wird die Gleichung f(7#) = 0 
schliesslich reductibel. Unter dieser Voraussetzung wollen wir die Ver- 
hiltnisse niher untersuchen. 

Im Allgemeinen ist man dann in der Gleichung f(#) = 0 von der 
Gruppe G@ zu einer kleineren Gruppe H gelangt, deren Substitutionen, 
mit 9,, J2, +++, Jo multiplicirt, alle Substitutionen von G geben. Ist 
der Grad der Gleichung eine Primzahl p, so findet sich unter den 
Substitutionen der Gruppe G eine cyklische Substitution p'*™ Ordnung, 
und diese kann nicht in H enthalten sein, sonst wire H transitiv und 
also auch die neue Gleichung irreductibel. Dann muss aber die Zahl 
der g (die 1 mitgerechnet), d. i. 6 wenigstens p sein; denn die Ord- 
nungszahl von H, die nicht durch p theilbar ist, multiplicirt mit der 
Anzahl der g, muss die durch p theilbare Ordnung der Gruppe G 
geben. Zugleich ist aber o der Grad der Hiilfsgleichung. Man erhiilt 
also folgenden Satz: 

Eine irreductible Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist, kann 
durch keine Hiilfsgleichung niedrigeren Grades reductibel werden. 
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Wir untersuchen nun die Factorenzerlegung, die in f(x) nach Ad- 
junction der entsprechenden Hiilfsgleichung stattfindet. Sei k der Grad 
irgend eines Factors von f(x), also 


Ly Ly, Ly, ++ oy Ue 


die Wurzeln, welche durch die Substitutionen von H mit einander 
vertauscht werden. Da g;h; alle Substitutionen von G darstellt und h; 
die obigen Elemente mit einander vertauscht, muss ein g; das x, mit 
einem bestimmten, nicht in jener Reihe enthaltenen x,’ vertauschen. 
Dann ist die Substitution g,hg>' wieder in der Gruppe H enthalten, 
und giebt eine Permutation der Elemente 
Wy’, Ly’ Ly, -- +) Uk; 

von denen keines in der friiheren Reihe enthalten sein darf. Wire 
z. B. a= 2%, so konnte man 2, mit x, dieses mit 2,’ vertauschen, 
also auch x, mit wz,’ vertauschen, was nicht der Fall sein kann, da die 
Gruppe H nur eine gewisse Reihe von Elementen, die oben hingeschrie- 
benen, vertauscht. Die aus den a gebildeten, den friiheren aihnlichen 
Vertauschungen sind aber auch in H enthalten. H ist also auch tran- 
sitiv in Bezug auf die Elementenreihe x’, deren Zahl wieder k. Wenn 
die Reihe der Elemente noch nicht erschépft ist, kann man eine 3', 
4 u. s. f. bilden, die aber immer k neue Glieder enthilt. Dann sind 
aber die folgenden Factoren von f(x): 


(a — 2) (%— 2) Sy ae (x—2x) , 
(%— x1) (w@—ay) +++ (w—a%), 


irreductibel, und die Gleichung f(x) = 0 muss demnach in eine Reithe 
von irreductibeln Factoren gleichen Grades zerfillt sein. 

Wird demnach eine irreductible Gleichung durch Anwendung einer 
Hiilfsgleichung reductibel, so sind die neuen, irreductibeln Factoren von 
gleichem Grade, und dieser ist demnach ein Divisor von n. Eine Glei- 
chung, deren Grad eine Primzahl ist, wird daher entweder nicht ver- 
dindert oder in lineare Factoren zerfallt. 


6. Ueber die algebraische Auflisung der Gleichungen. 


Die einfachste algebraische Gleichung vom Grade n ist diejenige, 
fiir welche auch die Ordnungszahl ihrer Gruppe gleich n ist. Soll die 
Gleichung irreductibel sein, so muss, wenn » eine Primzahl ist, die 
Gruppe aus den Potenzen einer cyklischen Substitution nm‘ Ordnung 
bestehen. - 

Ist die Ordnung der Gruppe einer irreductibeln Gleichung gleich 
ihrem Grade, so muss jede Wurzel rationale Function einer einzigen 
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sein. Adjungiren wir eine Wurzel der’Gleichung, so bleiben nur jene 
Substitutionen, die diese Wurzel nicht versetzen; eine solche ist aber 
in unserem Falle die identische Substitution, und nur diese; nach dieser 
Adjunction muss die Gleichung in lineare Factoren zerfallen, die ratio- 
nale Functionen von 2, sind; also wird 


t= r(x), 


wie dies fiir den speciellen Fall der Lagrange’schen Resolvente schon 
nachgewiesen wurde. 


Die Umkehrung des Satzes ist bekannt. Ist eine Primzahl, so 
erhalt man die Abel’sche Gleichung fiir Primzahlgerade, die durch 
Adjunction einer binomischen Gleichung 2" = A (d. i. der Adjunction 
eines Werthes von j/A und der n' Einheitswurzeln) gelést wird. 
Hier schiebt sich dann die bekannte Theorie der Abel’schen, der bi- 
nomischen und Kreistheilungsgleichungen ein, deren ein Resultat darin 
besteht, dass die binomischen Gleichungen durch A bel’sche Gleichungen, 
deren Grad eine Primzahl, sowie umgekehrt diese durch jene gelést 
werden kénnen. 


Die Wurzeln einer Gleichung sind daher durch Wurzelgréssen 
darstellbar, wenn die Gruppe der Gleichung durch Adjunction einer 
Reihe von primzahlgradigen Abel’schen Gleichungen auf die Einheit 
reducirt werden kann. 

Die Adjunction einer solchen Gleichung ist aber nur médglich, 
wenn ihre Gruppe eine zusammengesetzte und der Compositionsfactor 
eine Primzahl ist. Wir sind demnach auf diesem einfachen Wege zu 
dem Galois’schen allgemeinen Kriterium fiir die algebraische Auf lés- 
barkeit einer Gleichung gelangt. Die Gruppe der Gleichung muss nach 
der Reihe von G auf H, J, ... bis 1 reducirt werden kénnepv, und 
zwar miissen zwei aufeinanderfolgende Gruppen in folgendem Zusam- 
menhang stehen. J ist in H enthalten und ist als Gruppe mit allen 
Substitutionen von H vertauschbar; der Compositionsfactor (der anzeigt, 
den wievielten Theil der Substitutionen von H J enthilt) muss endlich 
eine Primzahl sein. 

Dass die allgemeine Gleichung n'*" Grades diese Bedingung nicht 
erfiillt, wenn » > 4, ist bekannt (Jordan 1. c. p. 388). 

Sehliesslich will ich noch die Umformung dieses Kriteriums fiir 
den Fall geben, dass der Grad der Gleichung eine Primzahl ist, die 
mit Hiilfe unserer allgemeinen Siatze in der kiirzesten Weise erfolgen 
kann. 

Soll die Gleichung p'" Grades aufgelést werden, so kann dies nur 
durch eine zweite Gleichung p'" Grades geschehen, dann muss sie aber 
auch durch Adjunction derselben in lineare Factoren zerfallen. Soll 
die Auflésung eine algebraische sein, so miissen alle adjungirten Glei- 
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chungen primzahlgradige Abel’sche Gleichungen sein. Wir beginnen 
mit der Adjunction einer solchen vom Grade p; war die Ordnung der 


Gleichungsgruppe v, so wird sie jetzt ~ und kann schon gleich eins 
sein. Dann war die Gleichung selbst eine Abel’sche. 


Es scheint beinahe, dass dieses immer der Fall sein muss, denn, 
wenn die Gleichung durch eine solche Adjunction lésbar ist, muss sie 
nach derselben in lineare Factoren zerfallen. Bei der Auflésung der 
Abel’schen Gleichung sind aber auch die p'* Einheitswurzeln adjun- 
girt worden, und diese treten demnach im Allgemeinen in die linearen 
Factoren der Gleichung. Dies entspricht aber der Adjunction der Glei- 


a? —1 
ebung ——; 
stitution py — 1" Ordnung sein muss. Diese muss auch noch der ur- 
spriinglichen Gleichung adjungirt werden, und dadurch wird die Ord- 


-==(Q, deren Gruppe die Potenzen einer cykliscben Sub- 


nung ihrer Gruppe von : auf cae reducirt. Nun aber ist die 
Zerfaillung eine vollstindige; es muss also sein: 
vy=p(p—l). 


Eine algebraisch lWsbare Gleichung, deren Grad eine Primzahl p 
ist, hat daher entweder die Ordnung p (Abel’sche Gleichung) oder 
p(p—1) (Galois’sche Gleichung), und damit sind die méglichen Fiille 
erschopft. 

Dass umgekehrt, wenn die Ordnung der Gruppe p(p—1) ist, 
diese auch algebraisch lésbar sein muss, ist daraus ersichtlich, dass 
die Substitutionen p'* Ordnung gegen die iibrigen vertauschbar sein 
miissen, wenn die Ordnung der Gruppe p(p—1) sein soll. Man hat 
also eine Gleichung p'" Grades und eine p—1'" Grades aufzulésen. 
Die erste ist aber, da ihre Substitutionen Potenzen einer cyklischen 
Substitution p'** Ordnung sind, eine Abel’sche Gleichung, und nach 
ihrer Auflésung zerfillt die Gleichung in lineare Factoren, die héch- 
stens noch die p'*" Einheitswurzeln enthalten. Die Gleichung p— 1'™ 
Grades muss also diese liefern, 

Danach muss sich die Gruppe der Galois’schen Gleichung durch 
Substitutionen von der Form 

Ai Bi Gi =0,1,...,p—1; 7 =0,1,2,..., p—2) 
darstellen lassen, wo die Substitution A von der p' Ordnung, B von 
der p—1' Ordnung, und die A und B in der That gegeneinander 
vertauschbar sind. 

Eine Substitution A‘ versetzt daher alle Wurzeln; eine Substitution 
B alle, mit Ausnahme einer einzigen. Es giebt aber auch Substitutio- 
nen in der Gruppe, die eine beliebig bestimmte nicht versetzen. Sei 
x, diejenige Wurzel, die B nicht versetzt, A” jene Substitution, die 
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2 mit x, vertauscht, so wird die in der Gruppe enthaltene Substitution 
C = A’ BA-" gerade x, unverindert lassen, und man kann nun alle 
Substitutionen in der Form A‘C/ darstellen. 

Adjungiren wir nun 2,, so fallen alle Substitutionen aus der Gruppe 
fort, die x, versetzen, es bleiben nur die Substitutionen C, adjungiren 
wir noch 2, so fallen auch diese fort; die Gruppe reducirt sich auf 
die identische Substitution, die Gleichung zerfallt in lineare Factoren 
und wir erhalten den Galois’schen Satz: 

Ist eine Gleichung, deren Grad eine Primzahl, algebraisch auf lis- 
bar, so ist eine jede Wurzel derselben eine rationale Function von zwei 
beliebigen Wurzeln. 


Budapest, April 1878. 

















Ueber die Grenzwerthe der Quotienten. 


Von O. Sronz in Innsbruck. 


Die Regel der Differentialrechnung iiber die Ermittelung des Grenz- 
werthes eines Quotienten, dessen Zihler und Nenner sich zugleich ent- 
weder dem Grenzwerthe Null oder dem Grenzwerthe Unendlich nihern, 
hat bisher keinen vollig befriedigenden Ausdruck gefunden. 

Fiir den ersteren Fall, wo die beiden Grenzwerthe Null sind, lisst 
sich durch nahere Untersuchung des von Cauchy gegebenen Beweises 
leicht die fiir einen so wichtigen Lehrsatz wiinschenswerthe Genauig- 
keit herstellen. 


Weniger befriedigend ist das bisherige Ergebniss im Falle unend- 
licher Grenzwerthe. Cauchy’s Beweis macht nicht allein die selbst- 
verstiindliche Vuraussetzung, dass fiir den Quotienten der Ableitungen 
ein Grenzwerth existire, sondern auch die, dass dasselbe auch gelte fiir 
den vorgelegten Quotienten selbst. Die letztere Annahme macht aber 
die Regel eigentlich unbrauchbar, indem die Schwierigkeit gerade darin 
besteht, sich vom Vorhandensein dieses Grenzwerthes zu iiberzeugen. 

Hr. P. du Bois-Reymond (Borchardt’s Journal Bd. 74, p. 297) 
hat die Richtigkeit des Satzes 
lim f(a) = lim F (ax) 
axe 9 a= ® (*) 
an die Bedingung gekniipft, dass die Functionen f(x), (x) stetig 
seien und weder sie, noch ihre Ableitungen eine unendliche Anzahl 
von Maxima und Minima besitzen. Wenn (im Falle lim f= lim » =oo) 
damit gemeint ist, dass von einem bestimmten, endlichen Werthe x =a, 
an f(x), p(x), sowie jede noch so hohe Ableitung derselben sich be- 
stindig in demselben Sinne aindern; so kann der Satz vielleicht richtig 
sein. Wenigstens ist mir gegenwiirtig kein Beispiel eines Functionen- 
paares von der genannten Kigenschaft bekannt, dessen Quotient gleich- 
wohl keinen Grenzwerth besiisse. Ebensowenig ist es mir aber bisher 
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gelungen, bei der eben erwahnten Beschriinkung der Functionen f/f, p 
die Existenz eines Grenzwerthes fiir den Quotienten f: m nachzuweisen. 


Es lassen sich leicht stetige, bestiindig wachsende Functionen f, p 
aufstellen, deren Quotient dennoch fiir lim = -+ oo unbestimmt wird. 


Z. B. 
f(z) =e (¢c+snz), g(z)—e, 


{(z) = ef (e+ sing), g(x) = J, 


wenn man sich nur ¢c>/)Y2 denkt. Das letztere Beispiel bietet noch 
die Eigenthiimlichkeit dar, dass auch jede Ableitung f*(x), "(x) 
schliesslich bestaindig wichst, Allerdings gilt dies fiir f*(x) anschei- 
nend nur fiir alle x >G,, wobei limG, fir lim» =—-+ o selbst 
+ oo ist. . 

Durch Veraligemeinerung eines Satzes, den Cauchy im Cours 
d’Analyse (1821) p. 48 gegeben hat, lassen sich Bedingungen her- 
stellen, unter welchen auf die Existenz eines Grenzwerthes fiir den 
Quotienten f: m geschlossen werden kann. Dieselben fiihren auf eine 
Fassung der in Rede stehenden Regel, welche nicht allein einer 
strengen Begriindung fahig, sondern auch fiir die Anwendung hin- 
linglich bequem zu sein scheint. 


Die im Folgenden vorkommenden Grenziibergiinge der unabhingigen 
Veriinderlichen x: lim «=a sind immer als stetig, aber als einseitig 
zu denken. Da der Quotient f: gm in einem Intervalle z, < 


> 


stetig vorausgesetzt wird, so ist ein unendlicher Grenzwerth desselben 
immer bestimmt unendlich. 


xa als 
a y c 


§ 1. 


Zwei Satze iiber die Existenz eines Grenzwerthes fiir den Quotienten 
f(x) = p(@). 
1. 1. Satz. Wenn die stetigen Functionen {(x) und (ax) fiir 
lim « = + co dem Grenzwerthe Null sich niihern und (x) von einem 
bestimmten Werthe x =x, an sich stets in demselben Sinne dndert, 
wenn ferner fiir den Bruch 
f(a+h) — f(x) 
p (xh) — p(x)’ 


wo h eine beliebige Constante bezeichnet, fiir lim x = + oo ein Grenz- 
werth K existirt, so existirt bei demselben Grenziibergange auch em 
Grenzwerth fiir den Bruch f(a): p(a) und er ist = K. 

Bei dem Beweise geniigt es anzunehmen, dass g(x) bestiindig ab- 
nehme, also positiv sei und die Constante h einen positiven Werth habe. 
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a) K sei endlich. Weil 


 S@—fets _. 
(1) im e@—oe+rh ~~ 


existirt eine endliche Zahl G, so dass bei vorgegebenem « fiir alle z > G 


- f(x) — f(e@-+h) 
K é< p (&) — p(a-+h) <K-+e, 


woraus sich wegen p(x) > o(x+h) ergiebt: 
(K—«) (p(x) —p(@+h)] < f(e) —f@+h) < (K+8) [p(%)— 9(e+h)}. 


Bezeichnet x’ irgend eine Zahl > G, so findet man hieraus, nach- 
dem man 


ax’, a +h, vw +2h--+- v2’ + (n—1)jh 
gesetzt hat: 
(K—e) { p(x’)—o(x'+ mh)} <f (a')—f (a+ nh) < (K+) { pla’) — (a+ mh) j 
oder 
— {gp (x) — 9 (a'+ nh) b< f(x’) —fla’+nh) — Kf’) — p (a’+mnh)} 
<+ e{y(2’) — (a’+nh)} 

und um so mehr: 
— ep(x’) < f(x) — Ky(w’) — [f(@’+nh) — Kg(z’+nh)] < + eg(z), 
dg. i. 

f(z’) . f (a’+nh) — Ky (a’+nh) 

— 9 (x) a 





Wie gross nun auch 2’ sein mag, so kann ich doch m so gross neh- 
men, dass 


| f(a +nh) — Kp (a’+mnh) | < eg(zx). 
Somit ist fiir alle z > G 


f(x’) —K| <2, 


bs p(x’) 
a. 1. 
. f(*%) pp 
, aa 
q. e. d. 


b) K sei bestimmt unendlich, z. B. +00. Nach (1) folgt, dass 
bei vorgegebenem H 
f(x) — f@+h) 
p(x) —9(@h) > 


. os J . 
sein miisse fiir alle « > G. Und daraus wie oben 


f(a) f(a'+nh) — Ho(e+mnh) | 
g(x’) >H+ 


p(x) 
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Wie gross nun auch 2’ sein mége, so kann man doch m so gross 
nehmen, dass 





























f(a’ +nh) — Ho{a'+nh) | < eqi(z). se 
Also ist fiir alle z > G wah si 
a as Ma @ re 
d. i. ne " 
_ oS i ie : 

q. e. d. 


2. 2. Satz. Haben die stetigen Functionen f(x) und (x) die 


Eigenschaft, von einem bestimmten Werthe x = x, an sich stets in dem- is 
selben Sinne, wie gross auch x genommen werden mag, so existiren f' 


Grenzwerthe lim f(x) und lim p(x) fiir x = + oo, von denen der letz- 





tere sicher unendlich sein soll. Wenn ferner fiir den Bruch B 
re 
f(a+h) — f(x) S 
pemmemer | A 
g‘a+h) — p(x)’ 
wortn h eine beliebige, von 0 verschiedene Constante bezeichnet, beim ( 
” . ie cee ina st 
Grenziibergange lim x = + co ein Grenzwerth K existirt, so existirt 
auch fiir lim x = + oo ein Grenzwerth fiir den Quotienten f(x) : p(x) 
und er ist = K. " 
Beim Beweise dieses Satzes geniigt es anzunelhmen, dass die Func- 
tionen f(x) und (x) von «= 2, an bestiindig zunehmen, so dass K >0 [ 
sein muss; und dass die Constante h > 0 sei. 
a) K sei endlich. Aus der Formel (1) folgt jetzt, dass fiir jeden 
Werth x >G f 
48 ae 0 , ’ f 
x h , x Kg(« f 
(2) eee og . L2i— Fels <é,. 
; g(x-+nh) g(«a-+nh) 
Nun sei 2, eine beliebige nicht negative Zahl <h und p eine 
ganze positive Zahl, so dass ph > G. Dann kann man in (2) setzen: 
a=2%+ph, n=r—p, 
wodurch man erhiilt: R 
(3) | f (to-+rh) ae ae sem f (a+ ph) = Kg Xy-+ ph) <¢€ 
| p(ty-+rh) (a+r h) main 
, : f 
wenn nur r > p ist. Hieraus folgt sofort: 
. "(Xo+rh) . 
(4) lim -[@o-trh = K, 
sxe @(Xo+rh) 
wie auch «, gemiss der obigen Bedingung gewahlt werden mag. 
Allein daraus wiirde noch nicht mit Sicherheit folgen, dass auch 
. ‘ 
r- . x , 
(5) lim -“) — x. 
2=+a P \x) 
Aus (4) schliesst man zwar, dass 
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‘(ay +rh) > | 
| ate —K ventas 

sein miisse fiir alle y > S. Aber S hingt von x ab, so dass man 
sich erst davon tiberzeugen muss, ob die untere Grenze von S, wih- 
rend 2, das Intervall 0 < 2, < h durchliuft, nicht Null sei. Diese 
Schwierigkeit wird dadurch beseitigt, dass man fiir S einen von x, 
unabhidngigen Werth abzuleiten im Stande ist. Da gemiiss den Voraus- 
setzungen 

p(ph) < 9(%+ph) < p(h+ph), 

f(ph) < f(%+ph) < f(h+ph) 
ist, so ergiebt sich: 
f(ph)—Ko(h+ph) < f(a+ph)\—KQ (a+ ph) <f(h+ph)— Kg(ph). 
Bezeichnet man mit P den grésseren der absoluten Betriige der diusse- 
ren, von %, unabhiingigen Glieder dieser Ungleichung und bestimmt 
S so, dass fiir r > 8 
(6) 


so ist auch 


P 


gp (rh) <4, 


f(%o+ph) — Kp(ao+ph) | <6, 
p(%y-+rh) 
und nach (3) 
| _fmotrh) Kile: 
. | p(%y-+rh) K) <2. 
Demnach ist sicher 
fo) _ gle ts 
gy (x) | 
fiir alle « > h-+ Sh, wobei S aus der Ungleichung (6) sich ergiebt. 
Also hat man in der That die Gleichung (5). 
b) Ist K = + o, so folgt aihnlich wie in Nr. 1. b) und in a): 
f(xp+rh) f (to+ph) — Hoy (a)+ph) 
p (ty+rh) a p(x%)+ph) 
Bestimmt man S durch die Ungleichung (6), nachdem K durch H 
ersetzt ist, so kann man schliessen: 
f (a) ~~ ne 
@ (x) 
fiir alle x >h-+ Sh, d. i.: 


. f(@) __ 
ope ag 


§ 2. 
Der Satz lim Sais lim £5. 
9 9 


3. Die vorstehenden Siitze, welche sich auch sonst z. B. in der 
yneuen Theorie der Convergenz und Divergenz von Reihen mit posi- 
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tiven Gliedern“ des Hrn. P. du Bois-Reymond (Borchardt’s Journal 
Bd. 76) als niitzlich erweisen, fiihren vermittelst der Formel 
a2+h) — f(x) (X 
@) sete) ea)? 7<X<eth 
(hk > 0) zu der verlangten Regel. 

Betrachtet man den in Serret’s C. de Calcul différentiel p. 23 
vorkommenden Beweis der Formel (a), den bereits Hr. G. Cantor 
(Borchardt’s Journal Bd. 74, p. 141) als stichhaltig erkannt hat, ge- 
nauer, so findet man, dass ausreichende Bedingungen fiir die Functionen 
f(x), (x) folgende sind: 

1) die Functionen f, » miissen fiir alle Werthe des Argumentes 
innerhalb und an den Grenzen des Intervalles x ---x2+h 
eindeutig, endlich und stetig sein; 

2) dieselben besitzen wenigstens fiir alle Werthe innerhalb des 
genannten Intervalles Differentialquotienten*), die nicht zu- 
gleich unendlich sein diirfen; 

3) p(x) darf fiir keinen der in 2) bezeichneten Werthe ver- 
schwinden. 

Leitet man die Formel (a) aus dem gewohnlichen Mittelwerthsatze 

F(t+r) — F() =tF'(T) 
durch die Substitution ¢ = g(x) ab, so tritt an Stelle der Bedingung 3) 
die folgende: ; 

3*) Innerhalb des Intervalles x ---2-+h diirfen f’(x) und g’(z) 
nicht zugleich verschwinden und ’(x) darf nicht entgegengesetzt be- 
zeichnete Werthe annehmen, so dass also (x) in dem Intervalle 
“z--+-2£-+h sich bestindig in demselben Sinne dndert. 


4. Unter Voraussetzeung der Existenz eines Grenzwerthes des Quo- 
tienten f’ (x): p(x) fir lim = + of folgt aus (a): 
, f(a+h) — f(x) . f (x) 
b os Spee « 
(>) = gp (x+h) — (x) BS y (#) 
X kann als eindeutige Function von x angesehen werden: XO (z), 
welche der Bedingung geniigt: 


lim O(2) = + o. 
z—=-+o@ 


Hat man aber iiberhaupt lim F’(¢)—A und lim O(z) =¢,, so 
t= z=a 
ergiebt sich zwverlidssig: 


(ec) lim F[(O(x)| =A. 


*) Damit ist gemeint, dass die Grenzwerthe des Differenzquotienten A/f(x): Ax 
bei Anniiherung von beiden Seiten iibereinstimmen. Unendlich ist der Differential- 
quotient, wenn diese beiden Grenzwerthe entweder + ©, oder —o sind, 
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Denn man hat, wenn man sich a, A etwa als endliche Zahlen 
denkt, fiir alle 
|\t—&|<t, | Fi) —Al\ <e, 
wo é eine beliebige, vorgegebene Zahl bedeutet. Da ferner fiir alle 
|e—a|<90, _ |O(@)—4|<r, 
und da die hier vorkommenden Werthe von Q(z) im stetigen Inter- 
valle 4, —t --+ t+ ¢ enthalten sein miissen, so ist auch fiir alle 
(d) |z—a|<d, | F[O(@)] —A|<e, 
d. i. es besteht die Formel (c). 


5. So bekannt der eben benutzte Satz iiber die Transformation 
der Grenzwerthe auch sein mag, so habe ich es doch fiir nothwendig 
gehalten, an denselben ausdriicklich zu erinnern. Man koénnte nicht 
ohne Weiteres wmgekehrt aus (c) schliessen, dass auch lim F(é) fir 
lim t= ¢, existire. Aus (c) folgt zwar (d). Aber nur wenn | O(x) —4#, | 
alle Werthe von 0 bis zu einer bestimmten Grenze t (diese ausge- 
schlossen) durchliuft, wihrend x von a bis a+-0 geht, findet man 

| F(t)—A\|<e 
fiir alle |t—t,|<t,d i. lim F(®) =A. 
t= 


Dieser Schluss ist also mit Sicherheit nur méglich, wenn die 
Function O(#) nicht blos eindeutig definirt, sondern auch stetig ist. 
Nimmt man auf diese Bedingung keine Riicksicht, so ist man vor 
Fehlschliissen nicht mehr sicher. Z. B. Es sei F(x) im Intervalle 
0<a< 4, endlich und stetig und habe fiir alle Werthe 0< 2< az, 
_ einen Differentialquotienten. Dann hat man 

F(xz)— FO)=a2F'(X), 0< X <a, 
oder 


, xX ’ 7 
XF(X)== { F(x) — F(0)}. 

Daraus kann man zwar schliessen 

lim X F’(X) =0, 

2=0 
aber nicht mit Schlémilch (Comp. d. h. Analysis II, p. 185): 
(e) lim 2 FF’ (%) = 0; 

x=0 
obwohl lim X =O fir lim x=0O ist. In der That, setzt man fiir 
F(x) die stetige Function 

F(0) =0 


a Mf =—- . 1 
(720) F(a) =a sin—}’ 


so findet man 


, we 1 
xF’ (x) = x sin = SOR ag 
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welcher Ausdruck beim Grenziibergange lim « = 0 unbestimmt wird. 
— Die Formel (e) ist richtig, wenn die Existenz des Grenzwerthes 
lim z F(x) vorausgesetet wird, vgl. Nr. 8. 


6. Durch Zusammenfassung des 1. Satzes (§ 1.) und der Glei- 
chung (b) ergiebt sich unmittelbar der folgende: 

3. Satz. ,,Wenn die eindeutigen Functionen f(x), p(x), welche 
sich fiir lim « = + oo beide dem Grenzwerthe Null nihern, die Kigen- 
schaft haben, dass sie fiir alle endlichen Werthe von einem bestimmten 
Werthe z=, an endlich und stetig sind und Differentialquotienten 
f (x) und g’(x) besitzen, die weder zugleich (bestimmt) unendlich sind, 
noch zugleich verschwinden, und von denen der letztere g’(x) nicht 
entgegengesetzt bezeichnete Werthe annimmt*); so folgt aus der Existenz 
des Grenzwerthes lim {f'(x) : p'(x)} (lim « = + 00) die Existenz eines 
Grenzwerthes fiir den Quotienten f(x): p(x) bei demselben Grenziiber- 
gange, und es ist BS , 

(f) lim Shim £@ « 
z=+n P x) r=+oa P (x) 

Wichtiger ist der folgende, hisher nur unvollstindig bekannte Satz, 
den man aus dem 2. Satze (§ 1.) in Verbindung mit der Formel (b) 
erschliesst. 

4. Satz. ,,Wenn die eindeutigen Functionen f(x), m(x) fir alle 
endlichen Werthe von x von einem bestimmten Werthe «=, an 
endlich und stetig sind und sich bestindig in demselben Sinne dndern, 
so dass fiir lim 7 = + co Grenzwerthe lim f(x), lim p(x) vorhanden 
sind, von welchen wenigstens der letztere wnendlich ist; wenn f(x), p(x) 
ferner fiir die genannten Werthe von x Differentialquotienten besitzen, 
die weder zugleich Null, noch zugleich unendlich sind: so folgt aus der 
Existenz des Grenzwerthes lim {f" (x) : g’ (x)} (lim 2 = + 00) die Existenz 
eines Grenzwerthes lim {f(x) : p(a)} (lim 2 = ++ co) und es besteht eben- 
falls die Gleichung (f).“ 

Sollte lim f(x) unendlich, lim (x) endlich sein, wihrend die iibri- 
gen den Functionen /(z), p(x) auferlegten Bedingungen erfiillt bleiben 
— so folgt zwar sofort 


lim 2 — lim (a) == (). 
2=-+n f (x) 2=+a f (x) 


*) Ersetzt man die hier aufgenommene Bedingung 3*) durch die Be- 
dingung 3) in Nr. 3., so erhalt man einen Satz, der sich auch unmittelbar ver- 
mige des Schlusses in Nr. 4. aus der Formel 


f(a) _ f'(X) , 
la) ~ ex)? *<* 


ergiebt. (Dies ist der Eingangs erwiihnte Beweis von Cauchy.) 








We 


we 
(g) 
In 























Ueber die Grenzwerthe der Quotienten. 


239 








Welches Zeichen aber die unendlichen Grenzwerthe der reciproken 
Briiche erhalten, muss besonders untersucht werden. Man findet z. B. 
wenn lim o(xz) = 0 ist: : ' 
x : x 

r=+o va) Pe aa SS 

In der That, wenn (x) abnehmend dem Grenzwerthe Null sich nihert, 
so werden die Werthe von f(x): g(a) schliesslich gleich bezeichnet 
mit f(x), die Werthe von f’(x): g’(x) erhalten aber nach Formel (a) 
entgegengesetztes Zeichen als /(2). 


(g) lim 


Dass die Gleichung (f) auch auf den Fall, dass nur einer der 
beiden Grenzwerthe lim f(x), lim m(#) unendlich sei, ausgedehnt wer- 
den kénne, hat schon Hr. P. du Bois-Reymond bemerkt. (Clebsch, 
Math. Annalen Bd. VIII, p. 373.) 

7. Durch die vorstehenden zwei Siitze ist das vorgesetzte Ziel 
erreicht: es ist die Untersuchung des Quotienten f(x) : p(«) véllig auf 
die des Quotienten f’ (x): m‘(x) zuriickgefiihrt. 

Vermittelst der Transformationen 


, 1 
E=—L;> “L£=at-, 


dehnt man die genannten Siitze auf jeden beliebigen Grenziibergang 
des Argumentes «: lim z=—a-+0O aus. Das Intervall z,’--- + 00 


geht dabei in ein Intervall x, --- a tiber, wo 2, Za. 
§ 3. 
Folgesitze. 


8. 5. Satz. ,,Es sei a eine endliche Zahl. Aendert sich die 
stetige Function f(x) in dem Intervalle z = a--0 bis 7 =a (0 >0) 
bestiindig in demselben Sinne und ist lim f(z) = 6 eo ~6 = +1 — 
fiir den Grenziibergang lim « =a-t-0; hat ferner f(z) fiir alle Werthe 
dieses Intervalles ausser x = a einen Differentialquotienten /’ (x), fiir 
welchen bei dem genannten Grenziibergange ein Grenzwerth existiren 
soll; so hat man 


lim f’ (7) = -+ 6-00. 
a=at0 
Zufolge der Formel (g) ist niimlich 
lim f’ (#7) = — lim Lis} , 


worin der letztere Grenzwerth = + lim f(z). 
6. Satz. ,,Hat f(v) tihnliche Higenschaften wie oben, ist aber 
lim f(x) endlich fiir lim « =O oder lim x=-+ oo, so hat man fiir den 
nimlichen Grenziibergang 
lim x f’ (x) = 0, 
die Existenz dieses Grenzwerthes vorausgesetat.“ 
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Denn nach dem 4. Satze ist jetzt 
lim 4 — lim «f (2). 
Nach diesem Beweise ist der Satz jedoch nicht so allgemein, als nach 
dem in Nr. 5. mitgetheilten. 
Andere Corollare findet man bei Moigno, C. différentiel p. 49, 


und in einer Abhandlung von P. du Bois-Reymond (Annali, 2. 


serie IV, p. 353). 


Innsbruck, im Mai 1878. 








d 














Sur la partition des nombres. 


Note de M. M. Fad pe Bruno. 


Depuis les travaux d’Euler et de Paoli*) on savait que le nombre 
des maniéres de former le nombre p méme avec répétition en prenant 
y élements parmi les nombres 1, 2, 3... est égal au coefficient de 
a?y” dans le developpement de la fonction: 

, 1 
(1 LS 
4) (1—r) (1—ar)---(1—2"r) . 
et que le nombre des solutions en nombres entiers de |’équation: 


(2) A,X, + g%y + +++ + An%e =p 
ol @,, @...a, sont des nombres donnés, est égal au coefficient de 
x? dans le developpement de la fonction 
, 1 
8) aoa ae 
(L—a™) (1L—a®) --- (1— a2) 

La premiére question revient 4 la seconde en imposant aux nombres 
%,, %y,~.. la condition de satisfaire & l’équation 
(4) Ly ttf e + +e —7; 
et en supposant 

a,=1, a =2,...@=N, 

on demontre facilement**) que le coefficient cherché dans Z est égal a: 


4 , is (1— oF) (1 — +2)... (1 — a" +7) 
f uP 7 (r\ = ~ ; Ne 
(5) ((#)) ¥(@), ¥(@) oEeP ae a 
Quant 4 la seconde question Mr. Sylvester a trouvé (Annales de 
Tortolini T’. 8, 1856) qu’en appelant @ une racine primitive de y1— 1=0 
et par W, le coefficient de dans le développement de: 
‘ s” en! 
( b) b Bias este at) (1—p%e— 4)... (1— rer’) 


*) Voir des Notes de Brioschi dans les Annales de Tortolini tome 7 page 303, 
tome 8 page 5. 
**) Voir notre ouvrage ,,heorie des formes binaires‘ Paris, chez Gauthiers Villars. 
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le nombre des solutions sera égal 4 la somme 
(1) Wi + Wit Wy +> 
reglée d’aprés certaines conditions qu’on peut voir dans la note citée. 


M. Brioschi en reprenant la premiére question a trouvé que si 
Yon pose 


——. 
(8) (x) _ @ (x) ? 

wd PP ee i a 
(9) Sm Pa eB” oe” 


en appelant a, B les racines de f(x) —0, p(x) =90, le nombre C, 
de maniéres de former le nombre p avec les nombres 0, 1, 2, 3... 
pris r 4 r, est fourni par la formule: 


— 0 him: we 

| So s, —2 O0.-- O 

(10) 1.2.3... p.0, =| 83 Sy & —B+--@ 
|Sp-1 = Sp—-2 Sp * * ais 
| Sp Sp—1  Sp—2 5; 


La valeur de s, dailleurs est fournie par l’équation: 
m1 +8 (F)+E(F)+--+6(F)— © GF) 


” E(<43)- vom ET) 


. m 
ou par (+) on entend un nombre =/, = 0 selon que m est ou non 
multiple de 1. 

Mais les longs calculs qu’exigent ces formules rendent presque 
inutiles ces efforts néanmoins si admirables des Géométres qui les ont 
données. C’est pourquoi je me suis proposé de simplifier la solution 
de ces questions, et je crois y avoir réussi par les nouvelles formules 
qui suivent, et qui d’ailleurs auront l’avantage d’étre utiles dans d’autres 
recherches. Je reprendrais d’abord les équations qui servent 4 trouver 
le determinant (10), a savoir, 

C; = Ss; ? 
c Y 
20, = Cs, + 8, 
€ . Oe Ye 2 
(ll) 30, = C,s, ++ C,s, + 8,, 


Y 2 ’ Y . Yo > 
pCy = Cy—18, + Cp—28, + Cp-s8y + +++ + Cy8p—i + Sp. 
En les comparant avec les équations connues qui relient ensemble 
les coefficients avec les sommes s des puissances semblables des racines: 















a. | 


n 


le 


ge 
2S: 
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§; -{- a, aus 0, 
e S. + a,8, + 2a, =0, 
(12) 8, + 4,8, + a8, + 3a, =0, 


Sp + %Sp-1+-+++ pa, =0, 
on voit que le systéme (11) d’ot lon deduit la valeur de C, se reduit 
au systéme (12), en supposant que a; = C; et que les nombres + 1 se 
changent en —/. Or si l'on exprimait le coefficient a, en fonction 
des s & l’aide de la formule connue (1) 


a tee (* " fey"... (~ *p 
(13) Op = a) NO (3 z) 
sous la condition: 

(14) ay + 2dg t+ + phy =p; 


il n’y aurait qu’ & y changer + 7 en — 1, ce qui fournirait: 


‘TE _— an dle 5 geoy (**)* 
om C= D>) tia) ( ) (+ aS 


comme nous avons déja annoncé dans notre Théorie des formes binaires 
page 157. La formule (15) est déji un pas important de fait dans 
la question. Mais on peut pousser bien plus loin la simplification. 

A cet effet observons que toute expression de la forme: 


1 
(16) ‘= 2am 


sous la condition (14) peut se transformer ainsi: 


(17) P= =) ((2?)) [3 + a2 + a2? + --- + a, 2", 


en supposant que z(p) désigne la factorielle 1.2.3...p, que ((x?)) 
désigne le coefficient de z? dans ce qui suit, et qu’ aprés le develop- 
pement de la puissance p on change 0 en 1.2.3...7. Si en effet on 
cherchait ce coefficient selon les voies ordinaires et en se rappelant 
la régle du developpement des puissances polynomiales, on trouverait 
pour ce coefficient l’expression suivante: 


: ™ (Pp) Ao Ay ae a 
” a (Ap) (44) (4) «= + (4,) ) a ates a 


sous la condition (14). Si done on adopte de changer 0% en 1.2.3...4,, 
on verra qu’en divisant par TT(p) cette expression on retombe sur la 
valeur énoncée de P. 

En appliquant ce procédé 4 la formule C, (15) on trouvera: 


((a2)) [04 Sap at p SB adp. 4 2 aol!’ 


16* 


Po 
= (p) 


(19) O,= 
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Mais il y a plus. On sait qu’en appelant 6,,6,...6, les sommes 


des puissances semblables des racines de |’équation: ° 
(20) a* + a,2°- + a,a%-2?4+---+4,=0, 


ns 1 
on a généralement en posant y = —*) 


P 6 9 
(21) 6,y+ sy yet... p = — log (I+ a,y+a,y+ ++). 


Si lon observe done qu’en vertu de la relation (9) la somme indiquée 
dans le second membre (19): 


De De = — 8 oe) + bog fea), 
en remarquant que dans notre cas les 6 appartiendraient aux fonctions 


f (=), (-), on aura: 


¢ % G2 .. > f(x) 
(22) Sot St4..4 % pm bog LO, 


ce qui d’ailleurs se voit directement, car puisque: 
x 
fie) _ Wee _ a,1(1— 7) 
ve) —~ Tee) — ~e@y’ 
aT ( 1 B ) 
en désignant par », n’ les degrés de f et de w, on aura: 
f(a) a, 7 x x 
log ein = log “ie +> log (1 — =) — >’ log (1 — 2 


m 


a s, (B) a” v 8, (a)x 
ton lo yr n m\* F 4 m 
8 a," + m ? 


_— m 
ou 
. a Ss 
23 log £@) — log “ “am 
( ) 5 w(x) 5 «a, + m ”s 
Ainsi si l’on suppose que les derniers termes soient —1, comme ce- 


la a lieu dans notre cas, il viendra: 
f(x) Saat 8m am 
log w(x) =>2 tie 
Mais la formule (19) deviendra: 
6 Y i ae \’ ‘(x P ‘ 
(24) G= sa ((2*))| 8-log Lo | , OU encore 
t—a*F4) (1— a" F4)...(1—2" +") i 
(L— a) (1 - a*)---(1—a7) 


(25) C,= = ((2*))| 8-+log ( 








*) Il est sousentendu que l’on arrétera le developpement du second membre a y”. 
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S’il s’agissait de trouver le nombre des invariants indépendants de degré 
r appartenants 4 une méme forme de degré n, en posant V,—=C,—C,_1 
ce nombre serait: 








n-+-1 — pt +2)... (4 — a ® +7) 1P 
(26) VW=z en Or) a — rf. 


+ ((2r))| 8+ log (1—a?) (1—a)--- (1—2”) 

En procédant de la méme facon on trouverait que le nombre W, des 
solutions entiéres et positives de )’équation: 

A,X, + Ag%, +++ ++ AnLn = p 


est fourni par la formule trés-simple: 


97° a D ) oP a a ; q 
(2¢) W, a ( p) [((@)) ) [8 -+log mp a) (1— a) -. ace 


ser 


qi 
resultat extremement plus simple que celui (6) du 4 Sylvester, quoique 
extremement remarquable par la profondeur des vues qu'il revéle. 


1° Exemple, Formule (25). — Soit n = 3, r= 3, p = 6, on aura: 
_ 6 a (1 —av)® (1 — a7) (1 — ws) 76 
C, = “ol )) [3-tlog 1 #) Ga) (iat) | , 
C= 6 (@ ) [3+ etiepioy ogy al 
2 a, 9 : — 
aki ree +F}+ 20.6/F+ 5412] 415.2/5+39] 
+6. aa 1] =. C.Q. F. T. 
2° Exemple, Formule (26). 1°; Soitn = 4, r= 2, p=" = 4 


A 
“ 


P 4 
‘j= <6 ((x*)) [8+ log ne oe 34 ((@ *)[O+2* + =] 
=x [12 + 12] =10.Q0.F.T. 


; Soitn = 4, r=3, p= = 6; 
, 1 (1— a>) (1 — a) ]p 
Ve = xo (8+ oe Gente | 
2 , - 7 = at 6 
— = ((x*)) [etettatts = as— 2i— % | 
Fe eas 120 + 720+ 120 —s C. Q. F. T. 


720 
Nous savons en effet que les quartiques n’ont qu'un invariant de 
second degré, et un seul invariant de 3° degré. 
4° Exemple. Soit )’équation: 
22, + 3x, + 52, = 8 
traitée déja par Brioschi d’aprés Sylvester aprés de longs calculs; 
on aura: 
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W279 [8+ oe Gana | 


a) (1— 28) (I— a) 
1 6 : 5 a® ss 
=q@[Ptorte+s +e4+ P47] 
1 os ae = ee a ee a ; 
=m [8% (Dg +2846)(F +5 + 2)+-562(5)(3+3)+ 102 (4)|—3. 
En général si l’on avait: 


k 22, + 3a, + 52, = p 
on aurait: 


1 , 1 P 

W,= a(p) ((2*)) fa + log - (1 — a2) (1— 24) ane | ‘ 
Et pour calculer d’aprés la methode de Sylvester 1, W, on aurait a 
sommer les valeurs que voici: 


( 5 19 1 (—1)* 
W, tai xl (n-+5)® | W, = ; ) 


oa ’ 


w= —s[reC$)—e CH) +e3], 


—— 1 [4e (Ct) —10€(*)+5 eS )+e(CZ)], 
valeurs qui a dite seules exigeraient déji beaucoup de calculs pour y 
arriver. Les formules (19) & (23) permettent de developper n’im- 


. ° : @ (x) ° ae 
porte quelle fonction rationelle aia » car on peut toujours faire en 





a 
sorte que le terme log — de la formule (23) soit = 0, en préparant 


convenablement les fonctions. Ainsi on aura ce theoreme général. — 
Le coefficient de x” dans le developpement de la fonction: 
B(x) —s- By, (w) (x) - -- 
@ (x) @;(X) @g() --- 
est exprimé par anges 
((a?)) [a af log B(x) Fy (x) --- le 


( Z)s+- 
@ (2) g(x) -- 








=P 


Prenons l’exemple le plus simple #(z) = 1, (x) = a — x, et cherchons 
1 


le coefficient de 2‘, que nous savons = —- 


5 


1 1 : 1 
Ona —_ == wi il suffira de developper =” et l’on 
a a 
_ trouvera: 
1 1 hed 
=a) Obes | = x ((e')) [e+e +5 2a a+< aa ae of ia} 
a - 


mF r+ Deco + i], —eeetett ss, 


a’ at? 


3 4 1 
donc le coefficient sera a oh 


a‘ a° 








co 


de 


or 











Partition des nombres. 247 


Comme on peut toujours supposer les fonctions irrationelles dé- 
composées en un nombre infini de facteurs, il s’ensuit qu’on aura 
généralement pour n’importe quelle fonction (en supposant les facteurs 
de la forme (1—a@z), ce qui est toujours possible), 


. ((@)) 9 (2) = py (@) [8 + log 9) |’. 
Soit comme exemple 


He) 2 TT 0-8) 


m1 





on aura 


" \\ Sing st ; 7 
() say [9-4 


Pour p = 4, il viendra 


(eo) = ae CD [P—-G et we 


comme cela doit étre. 


. ll , A - yt aso etc 
) On se rappellera que ie at jap? o 


Turin, 11. Mai 








Zur Theorie der Thetafunctionen von vier Argumenten. 


Von M. Néruer in Erlangen. 


Die Aufgabe, deren Lésung die vorliegende Abhandlung*) bietet, 
ist die, fiir die allgemeinen Thetafunctionen von vier Argumenten die 
Ausdriicke fiir das Additionstheorem in ausgefiihrter Form aufzustellen. 
Solche Ausdriicke sind bisher nur fiir die hyperelliptischen Thetafunc- 
tionen (W eierstrass; vgl. Kénigsberger, Ueber die Transformation 
der Abel’schen Functionen, Borch. J. 64, p. 17) und fiir die allge- 
meinen Thetafunctionen von drei Argumenten (Weber, Theorie der 
Abel’schen Functionen vom Geschlecht 3, Berlin, Reimer 1876) ge- 
geben worden. Beidemale war die Gruppirung der Charakteristiken 
der #-Functionen (nach dem von Riemann eingefiihrten Ausdrucke; 
s. dessen Werke, p. 457) der Weg, auf welchem die Constantenbe- 
stimmung in den @-Formeln erreicht worden ist; im ersten Falle im 
speciellen Anschluss an die algebraische Normirung des hyperelliptischen 
Umkehrproblems, im zweiten Falle durch eine directe Untersuchung 
der combinatorischen Kigenschaften der dreireihigen Charakteristiken. 

Indem ich nun als die wesentliche Eigenschaft von Systemen von 
Charakteristiken den Charakter des Geraden oder Ungeraden der Summe 
einer ungeraden Anzahl von Charakteristiken betrachte, kann ich die- 


sen letzteren Gedankengang auf die vierreihigen Charakteristiken er-° 


weitern. Dabei ergeben sich, den von Hrn. Weber untersuchten ,,voll- 
stindigen“ 7-Systemen analog, hier Systeme von 8 ungeraden Charak- 
teristiken, fiir welche ebenfalls die Summe von je 5 derselben ungerade, 
die von je 3 oder 7 gerade ist. Unter Zugrundelegung von #-Func- 
tionen, deren Charakteristiken mit einem solchen 8-System (oder auch 
zwei 7-Systemen) einfach zusammenhingen, ergeben sich dann die 
Ausdriicke fiir das allgemeine Additionstheorem, die noch das Kigen- 
thiimliche haben, dass die Coefficienten aller Glieder selbst zweigliedrige 


*) Ein Theil der Resultate dieses Aufsatzes ist in den Sitzungsber. der Erl. 
Soc. vom 11, Febr. d. J. mitgetheilt. 
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Producte sind. Nur durch speciellere Annahmen erhilt man Formeln 
mit eingliedrigen Coefficienten. Fiir die daraus abgeleiteten achtfach- 
periodischen KF unctionen: 

d,(u+ v) 

o(u+ v) 
existiren dagegen keine solche Darstellungen, bei welchen fiir alle 256 
Functionen, die durch die 256 verschiedenen Werthe von «¢ entstehen, 
derselbe Nenner auftritt und in denen zugleich sowohl Ziahler als 
Nenner nur eingliedrige Coefficienten besitzen; vielmehr ist dies nur 
bei 255 derselben méglich. In diesem Verhalten liegt also eine Ab- 
weichung von der Gestalt des Theorems bei den hyperelliptischen und 
den Functionen von 3 Argumenten*). 

Als eine Anwendung der zwischen den #-Functionen mit Null- 
argumenten erhaltenen Relationen (zwischen je 4 Producten) gebe ich 
im letzten Paragraphen die Reduction der hinreichenden Bedingungen, 
unter welchen die #-Functionen zu hyperelliptischen werden, auf ihre 
kleinste Anzahl, das Verschwinden von drei geraden #-Functionen. 

Ich will nicht unterlassen, darauf hinzuweisen, wie die Erkennt- 
niss dieser Gruppirungen iiberall ihren Ausgangspunkt in den Curven- 
Theorieen genommen hat. Was oben als wesentliche Eigenschaft von 
Systemen von Charakteristiken bezeichnet wurde, ist bei den von 
Clebsch behandelten Beriihrungsproblemen (Borch. J. 63) hervorge- 
treten und, nach diesen Problemen, von Hrn. C. Jordan in seinem 
, Traité des substitutions“, p. 229, als jene Kigenschaft entwickelt 
worden. Die besondern 7-Systeme fiir p —3 sind ferner von Aron- 
hold bei den Doppeltangenten der Curven 4'* Ordnung angegeben; 
und deren Auzahl 8. 36 und Anordnung findet sich bei Clebsch, d. 
Ann. III, p. 59 wieder. Ebenso bin ich .auf die Gruppirung der 
8-Systeme fiir p—4 zuerst durch algebraische Betrachtungen an 
speciellen Curven mit p= 4 hingewiesen worden, wobei sich freilich 
zuniichst nur ein Theil der wirklich existirenden 8-Systeme ergab. 








*) H. Weber bemerkt, 1. c. p. 39. Anm., dass bei den Functionen mit mehr 
als drei Variabeln Systeme von Charakteristiken, wie die dort vollstiindig genann- 
ten, nicht mehr existiren, Unsere Systeme von 8 bei 4 Variabeln sind nun durch 
die oben als wesentlich bezeichneten Eigenschaften der dreireihigen 7-Systeme 
ebenfalls definirt; sie sind es auch durch die Bedingung, cass (p) + (B;) + (B,) 
ungerade sein soll, also durch alle die Eigenschaften, welche, nach pag. 27 jener 
Schrift, den Namen der ,, vollstindigen“‘ Systeme rechtfertigen. Aus diesem Grunde 
nenne ich, der obigen Bemerkung entgegen, in der o. c. Note und im vorliegen- 
den Aufsatze die 8-Systeme ebenfalls vollstindige. Wenn jene Bemerkung aber 
unter vollstiindigen Systemen vierreihiger Charakteristiken gerade solche von 
2?__ 1 = 15 verstanden wissen will, welche fiir die 256 achtfach periodischen 
Functionen eingliedrige Ausdriicke mit demselben Nenner liefern, so ist sie freilich 
zutreffend. 
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M. Noruer. 


Diese algebraischen Betrachtungen, mit den algebraischen Anwendungen 
der hier vorgetragenen Charakteristikentheorie, behalte ich einer spii- 
teren Mittheilung vor. 

Noch bemerke ich, dass der in §§ 3.—6. eingeschlagene Weg sich 
durchaus nicht auf die vierreihigen Charakteristiken beschriinkt; dass 
vielmehr ein den §§ 3., 5. véllig analoger Uebergang von diesen zu den 
Systemen fiinfreihiger Charakteristiken fiihrt, von denen dann solche 
von 9 ungeraden Charakteristiken mit ungerader Summe hervortreten, 
welche sich auch als Systeme von 10 mit Summe (0) auffassen lassen. 
Auch auf diese Erweiterungen der Theorie gedenke ich bei einer spi- 
teren Gelegenheit einzugehen. 


$ 1. 
Definition der Charakteristiken und Gruppen. 


Unter Charakteristik (a) verstehe ich hier einen vierreihigen 


Zahlencomplex 
@ys 
nn nm 
2 3 4 
(a) ret}; ) 


a a a 
m, ms m., m 


in welchem jede Zahl m* oder n* beliebig einen der Werthe 0 oder 1 
annehmen kann. Insbesondere sei 


(0) sete 
7 0000 


Als Summe zweier Charakteristiken 


a a " 2 y 3 
: nm, M MM nm Nn, Ne 
(a) = » (p= 
m m m* m* m? m? mm? m? 
oe ey mm, ™ Ms; M™, 
sei der Ausdruck bezeichnet: 

ri r 8 

a a Se 
(a) + (6) = (af) = . 


f ap ap . ap 
m' m" m" m, 
wo 
8 8 
ne n+ nf | 
, " (mod. 2). 
Qa — a { 
m,* =m, +m, 


Ferner sei (a) gerade oder wngerade genannt, je nachdem 


° ews 
> m= 9, oder ==1, (mod. 2). 
a=1 
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Zur Abkiirzung schreibe ich im Folgenden in der Regel > nome fiir 


a=4 

SS nt mi’. 

aa 8 

a=1 
Es giebt im Ganzen hier 256 Charakteristiken, von denen 136 gerade, 
120 ungerade sind. 

Ueber die Zerlegungen der Charakteristiken in Summen von je 
zweien, insbesondere von je zwei ungeraden, existirt eine Reihe von 
Siitzen, welche in allgemeiner Form fiir »-reihige Charakteristiken von 
C. Jordan, ,,Traité des substitutions ete.“, pag. 229—23€, ausge- 
sprochen worden sind. Fiir 3-reihige Charakteristiken sind diese Siitze 
auch in Weber's ,, Theorie der A bel’schen Functionen vom Geschlecht 
3“, pag. 19—24, enthalten. Ich werde fiir die 4-reihigen Charakte- 
ristiken diese Sitze hier unter Anschluss an die Terminologie und den 
Beweisgang der letzteren Arbeit geben. 

1. Jede Charakteristik, (0) ausgenommen, liisst sich auf 128 Arten 
in die Summe zweier zerlegen; auf 64 Arten in die Summe einer gera- 
den und einer ungeraden Charakteristik; auf 36 Arten in die Summe 
zweier geraden, auf 28 Arten in die Summe zweier ungeraden Cha- 
rakteristiken. 

Das System von 28 Paaren ungerader Charakteristiken, in welche 
jede Charakteristik (@), (0) ausgenommen, zerlegt werden kann, sei 
als Gruppe bezeichnet und dieser Gruppe ebenfalls eine Gruppen-Cha- 
rakteristik, [a], beigelegt. Sei 

(a) = (a) + (a2) = (a) + (2) =---, 
WO (@,), (a), (@,)... ungerade sind, so sagen wir, dass (a,), (a,), (a,’)... 
in der Gruppe [@] enthalten sind, und zwar (@,) und (a,) gepaart. 
giebt 255 Gruppen. 


& 
77) 


§ 2. 
Beziehungen zwischen mehreren Gruppen. 


In dem gegenseitigen Verhalten zweier Gruppen [g] und [h] sind 
zwei Fille zu unterscheiden: 


A) K=K,,= > (x? m. + ni’ m’) =1, (mod. 2) 
a 
B) K=K,,=0, (mod. 2): 
II. Zwei Gruppen, welche in der Beziehung K = 1 stehen, ent- 
halten 28 beiden gemeinsame Charakteristiken, die in keiner der beiden 
Gruppen gepaart sind. Jedes Paar einer Gruppe enthdlt also eine 


Charakteristik, welche zugleich in der zweiten Gruppe vorkommt. 
Zwei Gruppen, welche in der Beziehung K = 0 stehen, haben 24 
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Charakteristiken gemein, die in jeder der beiden Gruppen gepaart sind, 
so dass von einem Paar einer Gruppe entweder beide oder keine Cha- 
rakteristiken in der zweiten Gruppe vorkommen. Die 24 Charakteristiken 
zerfallen in 6 Systeme von je 4. 

Sei [Kk] eine dritte Gruppe, fiir welche (k) = (g) + (h), d. h. 


(9) + (h) + (4) = (0). 


Man findet dann auch: 


Ko. = > w m? + n'm* + ném*), 
so dass auch [g] und [kK], ferner [h] und [k] dieselbe Beziehung A), 
bez. B) haben, wie [g] und [h]. Die Beziehung A) findet also statt, 
wenn von den drei Charakteristiken (g), (h), (k) keine oder zwei ge- 
rade sind, die B), wenn eine oder drei derselben gerade sind. Sei nun 
(a,), (b,) ein Paar der Gruppe [g], so wird 


P a ’ 
nia ma a ni bh mo 


im Falle A) = 1, im Falle B) = 0, was, mit Hiilfe einer einfachen 
Abzihlung der iiberhaupt in [g], [hk], [k] vorkommenden Charakte- 
ristiken, den Satz II. ergiebt. 


Man hat so fir K =1: 


(9) = (4,6,) = (@_b.) = - - + = (Gy), 
(h) = (4, C,) = (yy) = + - + = (Gage), 
(k) = (b,¢,) = (by¢,) = + - - = (bag C95); 
fiir K = 0 aber: 
(g) = (a, b,) = (ayb,) = + - - = (43043) = + + +, 
(h) = (a, dy) = (b, b,) = - » - = (ais bis) = - - -, 
(k) == (b, a.) = (a, b,) = - - - = (ais Dis) = - - -, 


wo die 3 Gruppen des ersten 7’ripels keine Charakteristik gemein haben 
und zusammen nur 84 der Charakteristiken iiberbaupt enthalten; die 
3 Gruppen des zweiten Tripels aber alle ungeraden Charakteristiken 
enthalten und zwar 24 unter ihnen gemeinsam. 

Durch die Lésungen der Congruenzen K,,=1 und K,,=0 
oder direct aus Satz I. ziehen wir noch die Schliisse: dass zu jeder 
Gruppe [g] noch 128 Gruppen [h] gefunden werden kénnen, welche 
zu [g] in der Beziehung K,, = 1 stehen; und dass 126 Gruppen [h] 
existiren, welche die Beziehung K,,, == 0 zu [g] haben (indem hierbei 
die Lésungen (g) und (0) auszuschliessen sind). Je zwei der so ge- 
fundenen [h], [h| und [k], bilden aber mit [g] eines der vorhin be- 
trachteten Tripel, und von diesen Tripeln der Art A) existiren 4- 128-255, 
von den Tripeln der Art B) }-126-255. 
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Wir beweisen weiter den Satz: 

III. Drei Gruppen [9], [9'], [g"], von denen je zwei die Beziehung 
K=1 «eu einander haben, sind entweder drei Gruppen eines Tripels 
der Art A) und haben dann keine allen dreien gemeinsame Charakte- 
ristik; oder aber, die drei Gruppen haben 16 Charakteristiken gemein- 
sam und die entsprechenden Zerlegungen sind von der Art: 


(9) = (a, By ) ++ = (G2 by) = (G43 B13) + - > = (yy bo9); 
(9) = (Gy by) + + = (G42 biz) = (Gy bis) = -- = (Gag ba8) , 
(9") = (byby') = (baby') => + - = (, ybiz) = (Oy2 bir) = (a3 bis) = + - = (agg bys). 
Denn aus den Zerlegungen von (g) und (g’) folgt: 
(99') = (b, by’) = (b,b,") = + + - = (bag das). 


Aber die Gruppen [g”] und [gg’] stehen, wenn sie nicht identisch sind, 
zu einander in der Beziehung K = 0, da 


> (no may +- 099 mo") = D2 (n?" m? +- n? me” ) 


ae > (n" m7 +n mo") = 0; 


daher muss dann die Gruppe [g”] nach Satz II. 12 der in [gg’] enthaltenen 
b, und die entsprechenden 12 der bg gepaart enthalten, und keine 
weiteren, wobei nicht zwei der b, unter sich in [g”] gepaart sein 
kénnen, wegen der Beziehung K =1 von [g”] zu [g]. Dies ergiebt 
direct die ersten 12 oben angegebenen Paare von [g”]; und die letzten 
16 Paare folgen aus der angenommenen Beziehung von [g”] zu [g] 
und [g'} wach Satz Il. 


§ 3. 
Uebergang von 3-reihigen zu 4-reihigen Charakteristiken. 


Es ist zur Verification der folgenden Schlussreihen bequem, ein 
iibersichtliches Bildungsgesetz fiir alle Charakteristiken zu haben. Eine 
solche einfache Darstellung ergiebt sich, wenn man die fiir 3-reihige 
Charakteristiken existirenden Beziehungen (s. Weber’s Schrift) zu 
Grunde legt. Ich fasse diese Beziehungen hier zusammen: 

Seien hier unter (x), (a) dreireihige Charakteristiken verstanden. 
Ein 7-System 

(2) = (a) + (a) +--+ + (@;) 
wird dann als ein vollstindiges System bezeichnet, wenn: 
a) jedes der (a) ungerade, 
b) die Summe irgend 3 der (a@,), d. h. (a@gagaz), gerade, 
c) die Summe irgend 5 der (a), d. h. (wagag), ungerade, 
d) die Summe (x) der 7 (a) gerade ist, 


wobei @, 6, tT, immer von einander verschieden anzunehmen sind. 
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Die Eigenschaften a) und b) oder a) und c) geniigen iibrigens 
schon zur Definition. Dabei werden die (a9), (wage) alle von einan- 
der verschieden, ebenso die (x), (a@,a,a,). Im Ganzen giebt es 8.36 
solcher Systeme, welche in 36 Klassen zu je 8 zerfallen, indem je 8 
zur selben geraden Summe fiihren. Aus dem obigen Systeme ergeben 
sich die zugehérigen 7 weiteren Systeme durch Bildung von 

(x) = (a) + (wa, @) +--+ + (wa, a@,)' 
und durch Vertauschung der «,; ein System einer zweiten Klasse durch 
Bildung von: 


(G¢ Oy 3 )—=(0t,) + (@_) + (ee, @) + (we, @,)+-(m Oey oe, )-+-(H Hyg) (HO, ey). 
Daher ist es leicht, aus irgénd einem System, fiir das man etwa 

ee 001 O11 bh ety det peed 
) = (111) + Corr) + (01) + Goo) + (ron) + O10) +410 
wiihlen mag, alle anderen abzuleiten. 


Um nun den Uebergang auf unsere 4-reihigen Charakteristiken 
zu machen, sei vor jede 3-reihige Charakteristik (@) noch eine Reihe 


gesetzt, wo 4 und uw die Werthe 0 oder 1 annehmen kénnen, und 


w(t) 


Wir bilden dann aus einem beliebigen vollstiindigen System drei- 
reihiger Charakteristiken 


(1) (x) = (@) +--+ + (@) 


das 7-System 4-reihiger Charakteristiken: 


(2) (J=)=(9%) +--+ (9%): 


das bezeichnet sei mit: 


(2’) (p) = (B,) +--+ + (6). 


Sei ferner: 
0 000 (* 000 : 
(; ane mo), o00) ~~ 7 
Die oben angegebenen Eigenschaften a) bis d) liefern dann fiir unser 
7-System (2’) sogleich folgende Eigenschaften: 
ungerade sind die Charakteristiken: 


(4) (Be), (7 Be), (sBo), (pBeBa), (pr BeBz), (psBo Ba); (r SB oBofr), (prs); 


gerade sind: 


dies mit 


bezeichnet. 


(4) (p), (pr), (ps); (75Be), (PTSBeBs), (BeBa Bx), (*BeBoBr), (5 Be Bs Be). 








oo Dp —™ DP-saA® = 


~~ er ise SS FF 
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Diese Ausdriicke sind auch alle von einander verschieden, was wir an 
einer allgemeineren Darstellung in § 5. noch zu zeigen Gelegenheit haben 
werden; und sie liefern alle unsere Charakteristiken. Man kann die- 
selben, indem man 


(5) (prs) = (Bs) 
setzt und von dem 8-System 
(6) (rs) = (B,) + (B,) + -- - + (Bs) 
ausgeht, auch so darstellen: 
ungerade : 
(7) (Be), (rsBoBo Be), (pr BeBs), (ps BeBa); 
gerade: 


(7) (pr), (ps), (78By), (BeBoBe), (pr Bebo beB:) = (ps By Ba Br Br), 
wo die Indices 96... die Werthe 1,...8 anzunehmen haben. 

Das 8-System (6) hat also, wie das 7-System (2’) die Eigenschaft, 
dass irgend eine oder die Summe von fiinf Charakteristiken des Systems 
ungerade wird; die Summe von drei oder sieben derselben aber gerade 
ist, wihrend der Charakter einer Summe einer geraden Zahl von 
Charakteristiken des Systems unwesentlich und unbestimmt ist; was genau 
die Eigenschaften a)..d) des Systems (1) waren. 

Man hiitte auch aus dem 7-System (1) ein 7-System 4-reihiger 
Charakteristiken durch die Operation ableiten kénnen: 


(02) =(9%) +--+. 4): 


Sei dieses wieder bezeichnet mit: 


(p) = (B,) +--+ +), 


_ (100 *, bee ( 0 + 
da (o000, = (1000): 
so wiirde auch dieses 7-System noch die Eigenschaften (4) und (4’) 


haben, und hierdurch, oder durch Bildung des entsprechenden 8-Systems 
(6), vermége (7) oder (7’) eine Darstellung aller Charakteristiken liefern. 


und sei hier 


Als solches 8-System mag man z. B. nehmen: 

0000 1001 1100 1010 1 et 

(000) (oor +0 100) +0 11000 a3 
ee 1101 1110 1 000 
+ (ooo + too)+ (5 ot 000) 


: 0000 
(pr) =, (99)=( 59) = 09 =@: 


fiir welches: 
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so dass in diesem speciellen 8-Systeme sich alle ungeraden Charakte- 
ristiken durch 


(Be), (BeBs), (GBeBz), (¢BeBo Bx) ; 


die geraden Charakteristiken durch 


(0), (q), (qBe), (Bo Bs Bz), (BpBo Bz Be), (9 Be Bo Bz Be) 


ausdriicken. Dieses specielle System hat also die Higenschaft, dass 
sich auch der Charakter der Summe einer geraden Zahl seiner Cha- 
rakteristiken bestimmen lisst; und es kann desshalb ohne Weiteres 
durchaus an Stelle von TZafeln fiir die Charakteristiken und ihre 
Gruppirungen angewandt werden. So ist z. B. die Gruppe [A,] ge- 
geben durch die Zerlegungen: 


(8,) = (Be) + (B, By) = (qB, BeBa) + (GBeBo), 
wo @, 6 die Werthe 2, 3,..., 8 anzunehmen haben. 

Ausser diesem Vortheil kénnen wir aus diesen specielleren Systemen 
auch noch die wesentlichen Eigenschaften erschliessen, welche wir von 
den allgemeineren Systemen vierreihiger ungerader Charakteristiken 
zu fordern haben. Wir verallgemeinern insbesondere die in (4) ange- 
gebene Eigenschaft, dass zwei Gruppen [7] und [s] existiren, welche 
die 7 Charakteristiken des 7-Systems gemeinsam enthalten, indem wir 
zunichst iiber die Gruppirung der 28 Charakteristiken, welche zwei 
Gruppen, die in Beziehung K = 1 stehen, gemein haben, einige Siitze 
aufstellen. Es wird daraus hervorgehen, dass fiir solehe 28 Charakte- 

_ristiken dieselben Gesetze gelten, wie fiir die 28 dreireihigen unge- 
raden Charakteristiken. 


§ 4. 
Gruppirung der zwei Gruppen von der Beziehung K = 
gemeinsamen Charakteristiken. 

IV. Drei Gruppen [r], [s], [4], von denen [r] und [s] die Be- 
ziehung K =1, [r] und [#], sowie [s] und [t] aber die Beziehung 
K=0O zu einander haben, enthalten 12 Charakteristiken gemeinsam, 
die in [t) in 6 Paare vertheilt sind. Zu gegebenen {r|, |s| giebt es 
63 solcher Gruppen [t]; und die entsprechenden Zerlegungen sind von 
der Art: 


(r) — (B, 71) os cacti id tale leat eagles -_ (By 7s) ? 

(s)= (B, 9) saat Belt tk lis = (By 9s), 

(¢) = (8B, B;) = +--+ = (Be Bio) = (M177) = + + = (Yo 12) 
= (0,8;) = - - - = (85949) = (& &y) = + +» = (249 &10)- 


Denn [¢] muss, nach JI., 12 der Gréssen (f,) enthalten. Keines 
der (8,) kann dabei mit einem der (0,) gepaart sein, weil sonst auch: 
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(t) = (Bevo) = (Bez); 
also (yo) = (0) wire, was nicht der Fall ist. Dies giebt die Zer- 
legangen von (¢). Alle Gruppen [¢] erhilt man also, indem man alle 
Combinationen (6,8) bildet, von denen je 6 dasselbe [¢] liefern, im 
Ganzen also ; et = 63 Gruppen [#]. 

Untersucht man nun das gegenseitige Verhalten dieser 63 Gruppen 
[¢], [¢'],..., die zu [7] und [s] die Bezichung K = 0 haben, indem 
man immer nur auf diejenigen 6 Paare jeder Gruppe achtet, deren 
Charakteristiken in [7] und [s] enthalten sind, so gelten die Be- 
trachtungen, welche das Verhalten der 63 Gruppen 3-reihiger Cha- 
rakteristiken liefern (vgl. W eber’s Schrift), auch vollig fiir die obigen 
Gruppen [¢], [¢’],.... Man hat daher fiir diese eine Reihe von Sitzen, 
die ich hier entwickle, indem ich dabei immer unter [7], [s] zwei 
Gruppen von der Beziehung K = 1, unter (64) die [r] und [s] ge- 
meinsamen Charakteristiken, unter [¢], [¢’]... Gruppen verstehe, die 
zu [r] und [s] die Beziehung K = 0 haben: 

V. Zwei der 63 Gruppen [t), [t'], die untereinander in der Be- 
ziehung K =1 stehen, enthalten 6 gemeinsame Charakteristiken (Be), 
die in keiner der beidien Gruppen gepaart sind. 

Zwei solche Gruppen [t), [t’], die in der Bezichung K = 0 stehen, 
enthalten 4 gemeinsame Charakteristiken (By), die zu jeder der beiden 
Gruppen gepaart sind. 

Kin Tripel [¢], [¢’], [¢’], fiir welches 


+) + ¢’)=(©), 

enthalt 18 der (8,) und zwar keine den 3 Gruppen gemeinsame Cha- 
rakteristik, wenn dieselben zu einander die Beziehung K = 1 haben; 
enthalt aber alle Charakteristiken (6,) und zwar 4 von ihnen, die allen 
3 Gruppen gemeinsam sind, wenn diese die Beziehung K = 0 haben. 

Drei Gruppen [¢], [¢’], [¢’], die in der Beziehung K=1 zu 
einander stehen und nicht einem Tripel angehéren, haben 4 der Cha- 
rakteristiken (B)) gemein. 

Die Beweise sind genau, wie bei Satz II. und III. 

VI. Die Summe dreier Charakteristiken (Bo) einer Gruppe [t], von 
denen keine zwei in [t) gepaart sind, ist immer eine gerade Charakteristik. 

Denn sei 
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(t) = (a,5,) = (a,b,) = (ab) =- 

(f°) = (a, a2) = (6,b,) =-- 
wo die Gy, A, b,,... aus den (f,) genommen sind. Hier stehen 
[¢], [¢] in der Beziehung K=O zu einander. Wire nun etwa 
(a,a,a,) ungerade, so wiirde (a,) ausser [¢] auch [¢’] angehéren, und 
[4] und [¢’] hatten 5 der (8,) gemein, was nach V. nicht der Fall ist. 


Mathematische Annalen. XIV. 17 
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VII. Die Summe der 28 Charakteristiken (B.), welche [r] und [s] 
gemein sind, ist gleich (0). 
Denn sei [¢], [¢’], [¢”] ein Tripel von der Beziehung K = 0, fiir 


welches also 
@) + @) + @") = ©). 
Addirt man die 6 Paare von (f), welche die (8,) enthalten, zu den 
analogen von (¢’) und von (¢”), so giebt die linke Seite (0), die rechte 
Seite aber eine Summe, in welcher jede der 28 Gréssen (f,) einmal 
oder dreimal vorkommt; was den Satz giebt. 
Ich schliesse hier noch eine Bemerkung an, die ebenso fiir die 

28 3-reihigen ungeraden Charakteristiken gilt, und die sich auf Systeme 
bezieht, welche bisher auch in dieser Theorie noch nicht beachtet 
worden sind. Aus dem aus den (f,) gebildeten Tripel von Gruppen: 

(t) = (a,b,) = (@,b,) = (a36;) = (a,b,) = (4;b;) = (a6b¢), 

(t’) = (a, 42) = (0,0) = (a;'b;’) = (a,'b,') = (@,'b,) = (ag bg), 

(t") = (a, by) = (@,b,) = (a3"b3") = (a4"b,") = (a, b,") = (ag bg”) 
kann man nimlich zunichst Ausdriicke von je 4 Charakteristiken bilden, 
deren Summe (0) ist, und aus diesen Ausdriicken weiter ein System 
von 7 derselben, welches alle Charakteristiken (8,) enthalt und jede 
nur einmal, z. B. 


(a,b, a,b,), (4;b;4,6,), (4,b,4564), (a3 b; ay by), (a5 b; ag 0’), 
(as" bs” a,” b,”) ? (a,” b,” a b’) ‘ 
Solcher 7-Systeme findet man 27 bei gegebenem Tripel [¢], [¢’], [¢”], 


za jedem System aber 7 Tripel, von denen iiberhaupt } - 30 - 63 
existiren, also im Ganzen aus den (fp) 


4-30-63 -27-4— 1215 
Systeme. Analoge Systeme von 30 Ausdriicken folgen auch fiir alle 
120 ungeraden Charakteristiken aus den Tripeln mit K=0 des Satzes II. 


§ 5. 
Die volistandigen 7-Systeme ungerader Charakteristiken. 

VIII. Seien [r] und [s] zwei Gruppen, welche in der Beziehung 
K, , = 1 stehen, so giebt es 36 gerade Charakteristiken (p), fiir welche 
(pr) und (ps) gerade sind. 

Denn sei (7) =(p)-+(g) irgend eine der 36 Zerlegungen von (r) in 
die Summe zweier geraden Charakteristiken, so folgt aus den Congruenzen 


nm nim’) = 1 nPm? = nimi = 0 
> 
> nsPmsP -+- > nim? = 1, 


so dass entweder (sp) oder (sq) gerade sein muss. 


auch 
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IX. Sei (p) eine der in VIII. angegebenen geraden Charakteristiken, 
(B;), (Be), +++» (Bos) die [r] und [s] gemeinsamen Charakteristiken, so 
steht jede Gruppe [pBg| zu [r] und zu [s] in der Beziehung K =0, so 
dass die Darstellung des Satzes IV. gilt. 

Denn ist (r) = (Beye), so kann [pf,] weder (By) noch (yp) ent- 
halten, da sonst (pfhgBy) =p, oder (pBeye) = (pr) ungerade sein 
miisste; und ebenso in Bezug auf [s]. 

Aus dieser Darstellung der (pfg) folgen nun direct, wie bei den 
3-reihigen Charakteristiken, die 7-Systeme: 

X. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1X. lassen sich auf acht 
verschiedene Weisen sieben der (Bo): 

(B;), (B2), “are (B;), 
finden, welche die Eigenschaft haben, dass alle (pBoBa) wngerade sind. 
Sei niimlich (8,) eine beliebige der 28 (,). Die Gruppe [p6,] 
sei, indem wir immer nur die die (8) enthaltenden Paare beachten: 
(Pp By) = (B.B.') = (B3B;) = - - - = (8,8,), 
wo auch die (Bg), (Bg) aus den (Bg) genommen sind. Sei weiter (6,) 
eine beliebige der zur Rechten stehenden 12 Charakteristiken, so ent- 
hilt die Gruppe [p8,| die Charakteristik (6,'), nicht aber (6,), hat also 
zu [pB,| die Beziehung K = 0, und man hat, nach V., eine Darstel- 
lung der Art: 
(p B.) = (B; By’) = (Bs Bs”) = - - - = (8, B,"). 

Hiermit sind zu (f,), (6,) 5 weitere Charakteristiken (8), ---, (B;) 
eindeutig bestimmt, wobei schon (f,), ---, (6,) der Gruppe [p§,], 
(B,), (Bs), «++, (B;) der Gruppe [p8,) angehéren. Ferner stehen die 
3 Gruppen [p8,|, [p6.], [p68] je im der Beziehung K=1, ohne 
dass die Summe der entsprechenden Charakteristiken, wie die obige 
Zerlegung von (pf,) zeigt, — (0) sein kann; daher haben diese 3 
Gruppen nach Satz V. vier der (8) gemein, unter denen aber weder 
(B3), noch (8,’) (wegen (p6;) = (B,B,”)) enthalten sein kann, Hieraus 
folgt, dass die Charakteristiken (6,), ---, (6;) in der Gruppe [p£,] 
enthalten sein miissen, und ebenso weiter, dass (8;), (6,), (B;) auch 
in [p8,| enthalten sind, ete. 

Von derselben Charakteristik (p) ausgehend, gelangt man, indem 
man (f,) fest liisst, dagegen statt (6,) die Charakteristik (B,’)—= (p86, B,) 


als zweite wihlt, zu einem zweiten 7-System, und ijndem man auch 
-2 


statt (6,) irgend ein anderes der (6,) nimmt, im Ganzen zu oS a 8 





7 
Systemen, welche demselben (p) zugeordnet sind, und die sich so 
schreiben: 


(B;), (B,) ’ = itis (B;), 
(B;), (pB,B.),---, (pB,B;), 
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und 5 weitere, indem man in dem letzten System den Index 1 mit 
den Indices 2, ---, 7 vertauscht. Diese 8 Systeme sind in der That 
alle von einander verschieden, wie der nichstfolgende Satz zeigt. 

Fiir ein solches 7-System (8,), (6,), ---, (B;) gelten genau die 
in § 2. unter a), b), c), d) angegebenen Gesetze, die in dem folgendem 
Satze zusammengestellt sind, indem unter 9, 6, tT, --- von einander 
verschiedene Indices verstanden sind, welche die Werthe 1, 2,---,7 
annehmen sollen: 


XI. Die 35 Charakteristiken (BpBsB:), die aus einem 7-System 
gebildet sind, sind alle gerade, und von einander und von (p) ver- 
schieden. Die Summe der 7 Charakteristiken des (p) zugeordneten 
Systems ist gerade und gleich (p). Die Charakteristiken (B*) und die 
Summen von je 5 derselben, oder die (pBoBs), sind alle ungerade und 
von einander verschieden, und sie stellen alle 28 den beiden Gruppen 
[r] und [s| gemeinsamen Charakteristiken vor. 

Denn es kénnen z. B. die beiden ungeraden Charakteristiken (pB.Bq), 
(pB-Be) nicht einander gleich sein, da nach Satz VI. (B)8c8,), dessen 
Elemente ungepaart in [pr] vorkommen, gerade ist und nicht = (8) 
sein kann. Ebensowenig (p,Bs)—=(6r), da (py) nicht = (6. B,). Dass 
(pBeBa) wieder zu den (f) gehért, giebt der Satz IX. Aus VIII. folgt dann: 


> (Pbebe) + >'(Be) =O),  (# F= 1 V), 
0,6 @ 


o> 0 
oder 


(p) + > (Be) = (0). 
; 


Hieraus folgt weiter, dass auch keine zwei der geraden Charakteristiken 
(Bo 8c Be) einander gleich sein kénnen, da z. B, fir 


(B; B. Bs) _ (8B, B; Bs) 
(6, B,B; B,B; B,) = (pB;) = 9 


sein miisste, etc. Ebensowenig kann (698, 8,) = (p) sein. 


auch 


Zu diesen Beziehungen, welche die Charakteristiken eines 7-Systems 
gegen einander haben, kommen nun noch solche zu den beiden Cha- 
rakteristiken (r) und (s), aus deren Gruppe sie erhalten sind. Von 
den dariiber geltenden Siitzen erstreckt sich der erste der hier folgenden 
Siitze nicht nur auf die 7 Charakteristiken des 7-Systems, sondern auf 
alle in [7] und [s] enthaltenen (,): 


XII. Die Charakteristiken (prs), (r Bg), (Bg) sind wngerade, (rsB) 
gerade. 


Denn (rg) und (sg) sind ungerade nach der Definition aller (fg). 
Sei (s) = (Bpgdg), so ist (rdg) gerade, da [r} und [s] die Beziehung 
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K =1 haben sollen; aber es ist (rd.) -= (7s Bg). 
ungerade, weil 


PP MPTSmPrs = >) nermer a m (n™m* +- n* m”) 
+ >) ne ome + >) ne me =1. 


XIII. Die Charakteristiken (prBoBs), (psByBs) sind ungerade, 
(prsBoBs) gerade. 

Denn da die Gruppe [pf] nach der Definition des 7-Systems (8,) 
enthialt, und da sie zur Gruppe [r] in der Beziehung K = 0 steht, so 
enthilt sie auch (yo) = (rf), so dass (pBoys) = (prBeBa) ungerade 
wird. Aehnlich fiir (psBoBz). 

Sei weiter (7) = (Bg7e), (Ss) = (Bods). Die Gruppen [s] und [py] 
stehen in der Beziehung K = 1, da 


> (n*m?%e + n?"e m*) = > (n*m” +- n”m’) 


% - pis 
+ Zz (n'm? e+ n?'@ m*) = 1, 


nach Satz IX. Aber die Gruppe [pyg] enthialt (6,), da (prBpB.) un- 
gerade ist, sie kann daher das in [s] damit gepaarte (0,) nicht ent- 
halten, und es muss 


Ferner ist (prs) 


(P7e9e) = (prs BoBa) 
gerade sein. 

XIV. Die Charakteristiken (rBoBsBz), (SBeBoBr) sind gerade, 
(7 SBeBoB-) ungerade. 

Denn da (6,8cB2) gerade ist, so enthilt die Gruppe [6 8,], die 
zu [r] und [s] die Beziehung K = 0 hat, auch nicht (yz) = (rB,) und 
nicht (07) = (sBz), so dass (BpBayz) = (TBoBc Br) und (sBehofr) gerade 
werden. 

Ferner enthialt die Gruppe [Bgyo] wohl (8,), nicht aber (dg)—(sBg), da 

(Bo7¥a%9) = (rss); 
also gerade ist; steht daher zu [s] in der Beziehung K=1. Da die 
Gruppe [Bpyo] nun auch (8;) nicht enthilt, indem (8.8,y5)=(r BoBo Be) 
gerade ist, so muss sie (0,) = (sB,) enthalten, d. h. 
- (Bo709r) = (7 SBeBo Bx) 
wird gerade. 

XV. Die ungeraden Charakteristiken 
(prs), (Be), (7 Be), (sBe), (Pp BeBo), (pr BeBs), (psBoBz), (7s BoBa Be) 
und die geraden Charakteristiken 
(p), (pr), (ps), (78Be), (prsBeBs), (BeBaBe), (rBeBoBr), (SBeBaBe) 
sind alle von einander verschieden und stellen daher alle 120 ungeraden 
und 136 geraden Charakteristiken vor, wenn man die (6) aus irgend 
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einem 7-System nimmt und @, 6, t von einander verschiedene Werthe 
von 1,---,7 beilegt. 

Dass die angegebenen Charakteristiken alle von einander ver- 
schieden sind, folgt leicht aus den vorhergehenden Sitzen. So muss 
(BeBe Be) von allen (r8,8,8,) verschieden sein, da (s) + (BgB.Br) ge- 
rade, (s) + (rB.8of8,) aber ungerade wird, etc. 

XVI. Die 36 geraden Charakteristiken (q) des Satzes VIII., fiir 
welche (qr) und (qs) gerade sind, sind (p) und die (BpBa Br). Zu einem 
T-System (B,), ---, (B;), das zu [r], [s] gehirt, existirt keine dritte 
Gruppe, welcher alle 7 Charakteristiken angehiren. 

Das Erstere wird durch die Darstellung XV. sogleich gezeigt. 
Sei ferner [r’] eine dritte Gruppe, welche die 7 (Bg) enthalte. Ent- 
weder miisste nun [r’] zu [7] und [s] die Beziehung K=O haben. 
Dann enthielte [7’] nach IV. die (8) in 6 Paaren, also von den 7 (Ag) 
wenigstens zwei gepaart, z. B. (8, 8,); aber die Gruppe [f, 8,] enthilt 
(Bs), +--, (B;) nicht. Oder [r’} hiitte die Beziehung K=1 zu [r] 
und [s]; aber dann hitte [7] nach V. nur 4 Charakteristiken (6,) mit 
[vr] und [s] gemein, oder gar keine, wenn (7) = (rs). Oder es mag 
endlich [r’] zu [r] die Beziehung K = 1, zu [s] die Beziehung K=0 
haben. Dann hat man, nach IV., fiir (r’) eine Darstellung der Art: 

(r°) = (Bp9a) = (Bo de), 
und 5 aihnliche Doppelpaare, so dass wenigstens eines dieser Doppel- 
paare zwei der (B,), ---, (8;) enthalten miisste, z. B. 
(r’) = (B,9,) = (B,9,) = (8B, B,). 
Aber auch diese Gruppe [sf,8,] enthilt nicht (A,),---,(8,). Damit 
ist der Satz bewiesen. 

Hiernach kénnen wir jetzt alle aus den [7] und [s} gemeinsamen 

Charakteristiken gebildeten 7-Systeme darstellen. Ein 


(a) = (8; BB) 
zugeordnetes System erhilt man, indem man die Zerlegungen von 
(q¢B,) und (q,) betrachtet, wie folgt: 
(B; B. Bs) =(B,) + (B,) + (PB, B.) + (p83 By) + (PBs B;) + (PBB) + (vB; B;). 
und die 7 iibrigen (q) zugeordneten Systeme aus diesem nach demselben 


Gesetze, nach dem oben bei X. die 7 weiteren (p) zugeordneten Systeme 
aus dem ersten 


(p) = (B,) + (B.) +--+ + (8) 
abgeleitet waren. Im Ganzen ergeben sich so, den 36 geraden Cha- 
rakteristiken (p) und (6 .858,) zugeordnet, 8-36 von einander ver- 
schiedene 7-Systeme aus den 28 Grdéssen (£,). 
Da ferner nach dem letzten Satze zu einem 7-Systeme auch nur 
ein Paar [r], [s] gehdrt, so findet man alle existirenden 7-Systeme, 
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und jedes nur einmal, wenn man alle Paare von Gruppen [7], [s] auf- 
stellt, die in der Beziehung K == 1 stehen und zu jedem Paar die ihm 
angehérigen 288 Systeme bildet. Nach dem zu Satz II]. Bemerkten 
giebt es 255-64 solcher Paare von Gruppen [r], [s]; also giebt es 
tiberhaupt 
255 - 64 - 36-8 = 136 - 120 - 36. 8 

von eimnander verschiedene 7-Systeme. Zu jedem (p) existiren nimlich 
noch 120 Paare [r], [s]. 

Um alle diese Systeme ohne Weiteres hinzuschreiben, wire es 
nithig, fiir die Bezeichnung aller Gruppen vorher noch eine andere 
Darstellung zu geben, als die durch XV. angezeigte, wie [1], [prs] ete. 
Da indessen diese 7-Systeme hier nur als Durchgangspunkt zu den 
wichtigeren vollstiindigen 8-Systemen gebraucht werden, die im nich- 
sten Paragraphen behandelt sind, so kann ich zuniachst iiber diese 
vollstiindige Darstellung hinweggehen, indem ich bemerke, dass sie in 
der spiiteren Darstellung der 8-Systeme inbegriffen ist. Nur einen 
Theil der 7-Systeme habe ich auch explicite bei dem nun vorzuneh- 
menden Uebergange sogleich anzugeben. Auch andere noch mdgliche 
Definitionen der 7-Systeme, als die durch VIII, und X. gegebenen, 
werden weiterhin hervorgehen. 


§ 6. 
Die vollstandigen 8-Systeme ungerader Charakteristiken. 


Aus einem zu [r], [s] und (p) gehérigen 7-Systeme 


(p) = (B,) + (B.) +--+ + (B;) 
kann man 7 andere 7-Systeme ableiten, welche mit dem ersteren in 
enger Verbindung stehen. 
Wir betrachten an Stelle von [7] und [s] die beiden Gruppen: 


[r’]} =[psB,], [Ss] =[prA,), 
die in der Beziehung K,, ,= 1 zu einander stehen, da z, B. von dem 
Paar 
(prB,) = (B.) + (prB,B,) 
die Charakteristik (6,), nicht aber (prfB,B,) in [psB,] enthalten ist. 
Eine gerade Charakteristik (p’), fiir welche (p’r’) und (p’s’) gerade 
sind, ist 
(yp) = (rsB,), 
und ein zugehériges 7-System wird 
(p’) = (rsB,) = (prs) + (B,) + (Bs) + +--+ (B:)- 
Denn dieses System, fiir [7’], [s'], (p’), erfiillt alle Bedingungen von 
VIII. und X., da (p'prsB.) und (p Bf,) (6 und t von 2,---, 7) 
nach XV. ungerade sind. 
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Man erhilt auf diese Weise aus dem ersteren 7-Systeme fiir [r], 
[s], () sieben solcher Systeme, die aus jenem dadurch entstehen, dass 
man je eine seiner Charakteristiken, (B,), ersetzt durch (prs), was 
ein bez. 

[psBe], [prBel, (rsBe) 
zugeordnetes 7-System giebt. 

Macht man aber nun dieselbe Operation auf irgend eines dieser 
letzteren 7-Systeme, so erhilt man immer nur wieder eines der schon 
vorher erhaltenen 8 Systeme, und die 7-Systeme gruppiren sich also 
zu je 8, die zusammen nur 8 Charakteristiken enthalten. Denn die 
in dem neuen Systeme der (prs) entsprechende Charakteristik, welche 
an Stelle einer friiheren tritt, wird 

(psBe) + (prBe) + (rsBo) = (Be)- 
Mit anderen Worten: Die 8 ungeraden Charakteristiken 
(prs), (B;), (B.), “pe (B;) 
verhalten sich villig gleichmissig gegen einander. Wir sind daher darauf 
gefiihrt, die Eigenschaften eines solchen 8-Systems zu untersuchen. 

Von den dem ersten 7-System zugeordneten Zeichen [r], [s], (p) 
bleiben fiir das daraus abgeleitete 8-System nur die Summen je zweier, 
diesen Zeichen entsprechender Charakteristiken erhalten, indem fiir 


[r’] — [ps Bel, [s'] — [pr Bel, (y’) — (rs Be) 


[r’s]}=[rs], (p'r')=(pr), (p's) = (ps). 
Wir setzen daher im Folgenden: 

(pr) =(@), (ps)=(@), [rs] = [aa] =[9], 
wo nun (g) und (q’) irgend welche zwei von einander verschiedene gerade 
Charakteristiken vorstellen, (g) jede von (0) verschiedene Charakteristik 
sein kann. Das obige 8-System 

(prs) + (B,) + (B,) + +++ + (87) = (rs) = (a9) = @) 
schreiben wir dann, indem wir die 8 Charakteristiken in irgend einer 
Reihenfolge mit («,), (@,), ---+, (@,) bezeichnen, so: 
Soq = (9) = (@) + (@) +--+ + (@%). 

Wir nennen dasselbe ein vollstindiges 8 - System und sprechen seine 
wesentlichste Eigenschaft im folgenden Satze aus: 

XVII. in vollstindiges 8-System hat die Eigenschaft, dass jede 
seiner Charakteristiken oder die Summe von irgend 5 derselben ungerade, 
die Summe von irgend 3 oder von irgend 7 seiner Charakteristiken aber 
gerade ist. Es giebt 255 - 36 - 64 solcher Systeme, welche in 255 Classen 
zerfallen, von denen jede wieder in 36 Classen von je 64 Systemen zer- 
fallt, den 255 - 36 Paaren gerader Charakteristiken entsprechend. 


folgt: 
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Denn fiir das 8-System 
Sag = (9) = (@) + (@) +--+ + (Gs) 


sind, nach dem Zusammenhange mit den 8 7-Systemen, also nach XV., 
die Charakteristiken 


(Gg), (9@e%g%e) (9, 6, t von einander verschieden) 
ungerade, die Charakteristiken 


(g&), (Gy Oo Gr) 

aber gerade. Ferner fiihren je acht, durch irgend eines derselben ein- 
deutig gegebene, der 255 - 64 - 36 - 8 7-Systeme auf ein 8-System, so 
dass man im Ganzen 255 - 64-36 solcher hat. Man kann dann zu- 
nachst diejenigen S, zusammennehmen, welche auf dieselbe Summe (9) 
fiihren, so dass man 255 Classen erhilt. Jede der 36 Zerlegungen 
von (g) in die Summe zweier geraden Charakteristiken (q) und (q’) 
giebt dann eine Unterclasse von S,, indem diese beiden Charakteristiken 
die in dem folgenden Satze angegebene sie auszeichnende Higenschaft 
besitzen, dass fiir alle Charakteristiken des 8-Systems sowohl (qagaq), 
als (q'Gg%q) ungerade ist. Fiir jede Unterclasse S,, (q), (q’) bleiben 
dann noch 64 Systeme. 

Fiir das vollstindige 8-System S,,, gelten noch die weiteren Eigen- 
schaften: 


XVIII. Ungerade sind die Charakteristiken: 
(G&gt%q), (q' Gotta) 5 

gerade die Charakteristiken: 

(Q), (G')> (Geeta Mee) = (Gf Agr tig ty a). 
Die ungeraden Charakteristiken 

(Ge), (Gq GetaGe), (GUgtq), (q' Go) 

und die geraden 

(49%), (Geto), (D), (1), (Ge —%o Meee) 
sind alle von einander verschieden und stellen alle 120 wngeraden und 
alle 136 geraden Charakteristiken vor. 

Dieser Satz ist nur eine Umschreibung von XV. und folgt un- 
mittelbar aus dem Zusammenhange der (a) mit den (8) jenes Satzes. 
Es folgt aus demselben, dass ausser (q) und (q’) keine andere Charak- 
teristik (r) die Eigenschaft hat, alle (ra@,a,) ungerade zu machen. 

Um nun mit Hiilfe dieser Darstellungsweise der Charakteristiken, 
die aus irgend einem vollstiindigen ‘Systeme abgeleitet ist, alle existi- 
renden 8-Systeme, sowie alle Gruppen etc. zu bilden, leiten wir zu- 
nichst fiir die Gruppencharakteristiken [a], fiir die Systemscharakte- 
ristiken S,, sowie fiir die Summen irgend einer geraden Zahl von 
Charakteristiken eines vollstindigen Systems iiberhaupt, fiir die alle 
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der Charakter des Geraden oder Ungeraden unwesentlich ist, noch eine 
zweite Darstellung ab: 


XIX. Wenn die (a,) ein volistiindiges 8-System von (q), (q') bilden, 
so sind die Charakteristiken 


(qq); (q&e@), (qa), (pte), (44 %g%q), (G&g%atz), (q Mpls Ge), CALA AT 7) 
alle von einander verschieden und stellen die den 255 Gruppen entspre- 
chenden Charakteristiken vor*). 

Es ist nur zu zeigen, dass diese 255 Charakteristiken alle unter 
sich und von (0) verschieden sind; aber dies folgt sogleich aus XVIII. 
So kann (qa@eaoa,) nicht —(0) seim, weil sonst (q¢) = (aaa) 
wiirde, ete. 

Die Darstellung XVIII. der Charakteristiken und die Darstellung 
XIX. der Gruppen erlaubt uns nun, sobald irgend ein 8-System be- 
kannt ist (z. B. das auf p. 255, fiir das (q’) = (0) ist), simmtliche 
Zerlegungen und simmtliche 7- und 8-Systeme etc. anzuschreiben; 
was die Aufstellung von besondern Tafeln fiir diese Zerlegungen durch- 
aus ersetzen kann. So sind die Zerlegungen etwa der Gruppen [q«, | 
und [q' a, }: 

(4%) = (Ga) + (G%%) = (Y Go Ge) + (9g %, Maer), 

(q %) = (Go) + (Y @ a) = (Ga Me) + (99% Maer), (6, t von 2,---, 7) 
so dass beide Gruppen in der Beziehung K = 1 zu einander stehen, etc. 
Durch diese Verbindung von XVIII. mit XIX. wird also in dieser prak- 
tischen Hinsicht ganz dasselbe erreicht, als was das specielle System 
auf p. 255, in welchem (q’) = 0 ist, also XIX. mit XVIII. identisch wird, 
leistet **). 

Um alle vollstindigen 8-Systeme zu erhalten, deren Summe 


(9) = (qq) ist, mégen wir auf die 7-Systeme zuriickgehen, also zu- 
nachst alle 64 Paare von Gruppen 


[r], [sl 
(9) = (rs) 


und die zugleich in Beziehung K = 1 zu einander stehen. Nach XIX. 
sind es die folgenden Paare: 


(g)= (q &@) + (qe) = (Uggz) + (q'Gg hohe), (9, 6, t von 1,---, 8). 


Man hat alsdann, nach dem vorigen Paragraphen, fiir irgend eines 
dieser Paare, z. B. 


[r] = (qa, a,a5], ° [s] = [q' a, a, a5], 





aufsuchen, fiir die 


*) Ein analoger Satz ist auch bei den 3-reihigen Charakteristiken zur Bildung 
der Gruppen etc. auszusprechen, 

**) In der in der Einleitung citirten Note aus den Erl. Ber. waren uur alle 
diejenigen 8-Systeme mitgetheilt, fiir welche (q’) = (0) ist. 
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die 28 gemeinsamen ungeraden Charakteristiken (8) zu bilden, die hier 

(1), (2), (es), (FG Hy Go), (Gq Oy Oy %), (Gq eoM3%o), (Gq %o%eM), 
(6, t, § von 3,---, 8), 

werden; und mag nun fiir das gerade (p), das auch (pr) und (ps) 


gerade macht, etwa 
(p) = (qq a) 
nehmen, wobei 
(pr) = (Ca, a,a30,) (ps) = (qaya,a,0,), (prs) = (a) 
werden. Ein durch Betrachtung der Gruppen [pe,| und [pe,] nach 
dem vorigen Paragraphen gebildetes 7- System wird dann 


(P) = (@) + (2) + (5) + (Gq ez) + (Gq @, 0, 0g) + (Gq oe, eer) 
+ (4 %a%50;), 
aus dem endlich durch Zufiigung von (prs) = (a,) das vollstaindige 
8-System folgt: 
(90°) = (4) + (@) + (%3) + (04) + (Ga eet; es) + (9g, y) 
+ (1g 0 O16 03) + (GY 5 507), 
zugeordnet den beiden geraden Charakteristiken 


(pr) = (qa,,0,0,), (ps) = (Ga, a,c). 

Die 36 - 64 vollstiindigen 8-Systeme, fiir die die Summe der Cha- 
rakteristiken (qq’) ist, enthalten, wie diese Entwickelung oder die Be- 
dingung des Satzes XVIII., dass (qq’a,) gerade ist, zeigt, nur 64 der 
120 ungeraden Charakteristiken, die 

(a) und (qq Gp tgtz). 


Indem man nun dieses Verfahren auf alle Gruppen [g] anwendet, 
gelangt man, von irgend einem bestimmten derselben 


So, = (GY) = (1) + (@) +--+ + (4) 
ausgehend, zu allen vollstindigen 8-Systemen, welche im folgenden 


Satze zusammengestellt werden. Dieselben sind je 2 geraden Charak- 
teristiken (x), (z’) zugeordnet, derart, dass, wenn das System mit 


Sx, = (am) = (71) + (2) +--+ + (¥s) 
bezeichnet wird, die Charakteristiken 
(°° 6 von l,---, 5s) 
e<6 
alle ungerade sind, (xz’) aber die Summe der 8 Charakteristiken vor- 
stellt. Diese Zeichen (x), (x’) werden bei jedem Systeme durch Sz, 7 
angegeben. . 


(Tea), (% Vers), 


XX. Die 36 - 64 vollstdndigen 8- Systeme, welche (qq) zur Summe 
threr Charakteristiken haben, sind: 
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(99) = Sq, ¢ =(@) + (%) +--+ + (@s) 
= (04) + (@) + (Gq'er, yy) + (Gq'e, @, 4) + + +--+ (9 qa, a,05) 
= (FY Hy Oy Oy) + (Gq! Oy Oy Oy) + (Gq Oy yy) + (Gq Hy ey) 
+ (Gq Oy 6) + (Gq He, es) (Gq OH, Hy &y) + (Gq Hee, Hg) 


(9.9) = Soc, a0 4, qx5 00404, 04 = (0) + (Hg) + (@3) + (4) 

+ (Gq &, 0,07) + (qq oe, @g 0g) + (qq a, a, 5) 
+ (Gq Hg 7 Hg) 

= (@,) + (@) + (qq a, @y a5) + (Gq m, m, @,) 

+ (qq 30,05) + (qq' a, 0,05) + (Gq a, ;) 
+ (Gq %30, &,) 

= (@))+ (G qe 0,05) + (Gq 4.0, &;)+ (Gq a,040;) 

+ (qq & &, &) + (Gq ae, 07) + (Gq a, a, wy) 
+ (qq % 50; @) 

= (Gq @, O05) + (Gq & &y Hy) + (Gq Hye, a7) 

+ (GG Hy Hy) + (Gq Hey ee, Oe) + (Gq Oy, oy) 
+ (Gq &, 0g) + (Fg Oy Oe, Hy) 


wenn man hier noch alle Vertauschungen der 8 Indices 1, 2, ---, 8 
vornimmt. 

Bei diesen Vertauschungen liefert das zweite der angegebenen 
Systeme von S, ,° 28 analoge, das dritte 35 solcher; ferner das erste 
fiir Sye,e,0,a,,¢0,0,0,e, angegebene, indem man nur die Indices 1, 2, 3, 4 
unter sich vertauscht, und ebenso 5, 6, 7, 8, sodann auch zu gleicher 
Zeit 1, 2, 3, 4 mit 5, 6, 7, 8, im Ganzen 2 analoge Systeme, das 
zweite der angegebenen Systeme 12 analoge, das dritte 32, das vierte 
18, zusammen 64. 

Da man hiernach aus irgend einem 8-Systeme das Gesetz der Ab- 
leitung aller andern 36-64— 1 Systeme kennt, welche dieselbe Summe 
haben wie das erste System, so geniigt es, fiir diese weiteren 254 
Summen nur noch je ein System mitzutheilen: 


XXI. (qa) = Sy, aga, = (a) + (qa, a) + (gq a,a3)+--- 
+++ (qa, a5), 
(qa) = Sq, eae, = (a) + (qa,a,) + (qa,a3) +--- 


bets 3 (qa, @,), 
(05 @) = Syqey, gq'ay = (Jey Hy) + (G' @y &y) + (3) + (a) + °°: 
++ +f (@,), 
(9. Y 1g) = So, asa, 99’, = (%) + (Gg) + (Ga, Oy) + (Gory 044) 
+ (q@,a;) + --+-+ (Gaya), 








fiil 
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= (qa, My) + (G @ 03) + (q' @ 4g) + (ar) 
+ (a5) + shai + (as), 
(Q @, G03) = Sy, aa, = (G@,&) + (Gaya) + (Gaya) + (4) 
+ (a) + +--+ (a), 
(0 Oy Oy 04) = Sq, ga, c,uya,= (Hy) + (@) + (eg) + (Gq @, @, as) 
+ (G @ 405) + (GH) + (Gaya) 
+ (q&a), 
wo denn wieder alle Vertauschungen der Indices 1, -- -, 8 auszu- 
fiihren sind. 


(qa, @, 03) = So, aac 





§ 7. 
) Weitere Eigenschaften der vollstindigen 8-Systeme. 


Wir haben im Vorigen die vollstiindigen 8-Systeme durch ihre 
Ableitung aus den 7-Systemen definirt und hierdurch die Eigenschaften 
jener Systeme erhalten. Man kann nun weiter fragen, welche dieser 
Kigenschaften zur Definition der 8-Systeme schon hinreichend sind. 
Die im Vorigen vollstiindig angegebenen Bildungsgesetze der Systeme 
bieten ein bequemes Mittel, alle solche Fragen zu beantworten, wie 
jetzt wenigstens fiir einen Theil derselben gezeigt werden soll. 

Seien (@,) irgend eine ungerade Charakteristik, (q), (q’) irgend 
zwei gerade Charakteristiken, fiir welche (qq'a,) gerade ist. Dann 
. zeigt XX., dass (a,) in 8 der 64 (q) und (q’) zugeordneten 8-Systeme 
vorkommt, und in 8 - 36 solchen Systemen, welche (qq’) zur Summe 
haben. Es giebt ferner 2 - 36+ 64— 136 Werthe von (qq), fiir 
welche (qqa,) gerade wird, also giebt es 8-36- 136 vollstdndige 
, 8-Systeme, welche eine beliebige ungerade Charakteristik (a,) enthalten. 
: Sei (a) eine zweite beliebige, nur von (@,) verschiedene unge- 
rade Charakteristik. Man findet 72 Werthe (qq), fiir welche (qq'«,) 
und (qq‘a,) gerade sind, sodann 16 Werthepaare (q), (q), fiir welche 
| (qa,a,) und (g’a@,a,) ungerade sind, und endlich unter den 64 Syste- 
men, welche einem solchen Paar (q), (g’) zugeordnet sind, zwei, welche 
(a,) und (@,) enthalten, wie immer die Formeln XX. zeigen. Also giebt 
es 2-16-72 vollstiindige 8-Systeme, welche zwei beliebige ungerade 
Charakteristiken (a,), (@,) enthalten. 

Zu drei beliebigen («,), (a), (@,), fiir welche nur (a,@, a5) gerade 
ist, finden sich 36 Werthe (qq’), zu jedem Werthe (qq) noch 6 Paare 
(q), (q’) derart, dass unter den zu (q), (q’) gehérigen Systemen noch 
eines (a,), (a@) und (a) enthiilt: es giebt 6-36 Systeme, welche drei 
beliebige ungerade Charakteristiken (a), (0), (a), deren Swmme gerade 
ist , enthalten. 

Sei (a,) eine beliebige 4'° ungerade Charakteristik, nur derart, dass 
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die Summe je dreier der (a,), (@), (a3), (@,) gerade ist. Dann giebt 
es 2-16 Systeme, welche solche 4 Charakteristiken enthalten. 

Sei (@;) eine beliebige 5'° ungerade Charakteristik, nur derart, dass 

(Gptg&e) gerade, (9,6,tvon1,---,5), 
es giebt 6 volistiindige 8-Systeme, welche solche 5 Charakteristiken ent- 
halten. 

Wir mégen, da unter den (a,), (a), --+, (@,) des vorigen’ Para- 
graphen irgend ein vollstiindiges 8-System verstanden war, die 5 Cha- 
rakteristiken (a,), ---, (@,) des letzten Satzes identificiren mit den 
(@,), +++, (a) der ersten Formel XX. des vorigen Paragraphen. Die 


6 Systeme, welche diese (a@,), ---, (@,) enthalten, gehéren dann zu 
den 6 Summen: 


(4q)» (eget, %s), (Gaga as), (agm,), (gms), (a,a,), 
nach der Bezeichnung von XX. und XXI. 
Irgend eine 6'* ungerade Charakteristik, welche, zu zweien der 


(@,), «++, (@,) addirt, etwas Gerades liefern soll, muss sodann eine 
der folgenden sein: 


(@), (Gee), (Qaa,), (qq aa, a), 
wenn man noch die Vertauschungen der Indices 6, 7, 8 hinzunimmt. 
Aber die letzte, mit (a,), - ++, (a) verbunden, gehdrt keinem voll- 
stindigen System mehr an; in der That kann auch zu 

(01), (&2)y (5), (4) (5), (Gq" &gezeg) 
keine 7'° ungerade Charakteristik hinzugefunden werden, derart, dass 
die Summe irgend drei der 7 gerade ist. Die iibrigen, (a,), (qa,«,) etc., 
dagegen kommen alle in irgend welchen unserer 8-Systeme vor, und 
wir mégen die 6'* Charakteristik daher mit (a,) bezeichnen, wenn wir 
die Forderung stellen, dass mehr als 6 solcher gefunden werden sollen, 
fiir die die Summe je dreier gerade ist: 

Von sieben und mehr ungeraden Charakteristiken, fiir welche die 
Summe je dreier gerade sein soll, sind nur 5 willkiirlich dieser Bedingung 
gemdss zu nehmen. Irgend 6 solcher 7 (oder mehr) Charakteristiken 
kommen in je zwei vollstiindigen 8-Systemen vor. 

Die 6 Charakteristiken (a,), (@,), ---, (a) kommen nimlich in 
den beiden Systemen vor: 


So, of = (1) + (@) + ++ + (@%) + (a7) + (5), 
Saq’a,, 99° a = (&) + (a) + +++ + (a) + (qa, a5) + (qe, a). 
Die Charakteristiken, welche, zu zweien der (a@,), ---, (a) addirt, 
etwas Gerades liefern, sind nur 
(a), (a), (qa, @y), (q'@, ats) 5 
daher zeigen die beiden eben hingeschriebenen Systeme: 
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Irgend 7 Charakteristiken, fiir welche die Summe je dreier gerade 
ist, kommen in einem 7-System und in einem 8-System vor; irgend 
8 solcher in einem 8-System; mehr als 8.solcher existiren nicht; d. h. 
die Bedingung, dass (t%ga-) gerade sei, ist hinreichend zur Definition 
der 7- und vollstindigen 8 - Systeme. 

Kin analoger Satz existirt fir die Bedingung, dass (qa a5) unge- 
rade sei. Wir sprechen denselben auch fiir die 7-Systeme aus: 

Sei (q) eine beliebige gerade Charakteristik, (0) eingeschlossen. Irgend 
7 ungerade Charakteristiken (a,), +--+, (@;), welche nur den Bedingungen 
unterliegen, dass tq &o%q) ungerade sei, bilden eines der 7-Systeme des § 5. 
Irgend 8 ungerade Charakteristiken (a,), +++, (a), welche denselben 
Bedingungen geniigen, bilden ein vollstiindiges 8-System, dem (q) zuge- 
ordnet ist. Mehr als 8 den Bedingungen geniigende Charakteristiken 
existiren nicht. 

Unter allen (q) zugeordneten 8-Systemen des vorigen Paragraphen 
giebt es niimlich immer solche, welche eine beliebig vorgegebene un- 
gerade Charakteristik enthalten, die wir daher mit (@,) bezeichnen 
kénnen. Jede der in der Gruppe [qa,| enthaltenen Charakteristiken 
kommt nach XX., XXI. mit (a@,) ebenfalls in (q) zugeordneten 8-Syste- 
men vor; irgend eine solche mag daher mit (a) bezeichnet sein. 
Ferner kommt jede der in den Gruppen [qa,] und [qa,] zugleich ent- 
haltenen Charakteristiken, nimlich 


(a), (Gq @, 0,03), (gq a,a,) (mit Vertauschungen von 3, -- -, 8), 


mit (@,), (@) in mehreren (gy) zugeordneten Systemen vor, und irgend 
eine derselben kann daher mit (@,) bezeichnet werden. Ebenso kann 
man irgend eine der in den Gruppen [qe,], [qa.], [qa,] zugleich 
enthaltenen Charakteristiken als (a,) nehmen, irgend eine den Gruppen 
[qge,], [geo], [@e,], [ge,] gemeinsame als (@,). Irgend eine den 
Gruppen [qa,],---, [qga,] gemeinsame ist dann eine der Charakte- 
ristiken 
(og), (@7), (Hs), (QM ez), (G'@g%s), (Ge, es), 

und man hat noch 9 verschiedene 7-Systeme, in welchen (a), ---, (@;) 
mit zweien dieser auftreten, nimlich mit 


(a) + (a), oder mit (a) + (q’a,a,), oder (q’aga,) + (q ages), 
oder mit den durch Vertauschung von 6, 7, 8 hieraus hervorgehenden; 
dagegen nur 2 der 8-Systeme, in denen drei jener 6 Charakteristiken 
auftreten, niamlich: ; 

(@) + - +++ (@%) + (@) + (7) + (4%), 
(0%) +--+ + (G5) + (Wee) + (G7 Mgetg) + (G0). 


Man kann daher («,) fiir die 6, der Bedingung des Satzes gentigende, 
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Charakteristik nehmen, und hat dann noch als die den Gruppen [q«, |, 
- +, [qa] gemeinsamen Charakteristiken : 
(@), (@), (qa). 
Dies liefert nun wohl, indem man irgend eine derselben zu («,), - 
(a,) nimmt, 3 der 7-Systeme, dagegen fiihrt das 7-System 
(@,) + +++ + (G4) + (Ga 4%) 

auf kein 8-System, das die Bedingung des Satzes erfiillte. Um zu 
einem 7-System zu gelangen, darf man also die Bedingung, dass 
(q@p%) ungerade sei, successive durch irgend welche («) erfiillen, die 
je mit den vorher angenommenen der Bedingung geniigen; sollen aber 
8 solcher (@) gefunden werden, so sind nur 6 so zu bestimmen; und 
das 8-System ist dann eindeutig gegeben. 

Man hat noch einen analogen Satz: 

Sei (g) irgend eine Charakteristik, (0) ausgenommen. Irgend 8 
ungerade Charakteristiken , (B,), ---, (Bs), welche die Bedingungen, dass 


die (9 BpBa Be) ungerade seien, erfiillen, bilden ein vollstindiges System, 
dessen Summe (g) ist. 


ee, 


Zum Beweise sei zuerst angenommen, dass wenigstens fiir eines 
der (8,) die Charakteristik (g8,)=(p) gerade sei. Fiir die sieben 
iibrigen (8) soll dann (pf,f,) ungerade sein, diese bilden also nach 
dem vorhergehenden Satze eines der 7-Systeme; wir mégen also unter 
diesen 7 irgend 7 Charakteristiken eines vollstindigen 8-Systems ver- 
stehen. 

Wenn nun [7] und [s] die beiden Gruppen sind, welchen diese 
(B,),-- +, (B;) angehéren, so ist nach XV. die Charakteristik (g)—=(rs) 
die einzige, fiir welche alle (8,8,8¢) ungerade sind (6, -- von 1, - -, 7). 
Sei (8) die 8'* ungerade Charakteristik, fiir welche die (rs 8, B.B,) un- 
gerade werden sollen; so ist, wieder nach XV., (8) = (prs) die ein- 
zige solche, wenn unter (p) verstanden wird: 


Man gelangt also zu dem System 


(prs), (B;), 7 (B;), 


was ein vollstiindiges 8-System mit der Summe (rs) = (g) ist. 


Wenn zweitens keines der (gf,) gerade ist, so sei (gy) = (qq), 
nach der Bezeichnung von XX. Die (f,) sind dann nur unter der 
(Q&g%q) und (qa a5) enthalten, und es geniigt, sich auf die (q aa) 
zu beschrinken, da 8 solehe Charakteristiken (gaa), welche die 
Kigenschaft, dass (qq'B,Bo8,) ungerade sei, erfiillen, diese Eigenschaft 
behalten, wenn man einige (q¢a@ og) durch die entsprechenden (q/ apa) 
ersetzt. Aber aus den 28 Charakteristiken (qa a,) kann auf keine 
Weise ein solches System von 8 gebildet werden, da je drei solcher 
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8 Charakteristiken enfweder keines oder zweimal ein (#) gemein haben 
miissten, was nicht ausfiihrbar ist. — Damit ist der Satz bewiesen. 
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§ 8. 
Zweitheilungsgleichungen. 


1. Wenn man den 120 ungeraden Charakteristiken (a), (b), - - - 
die Wurzeln einer Gleichung 120*e* Grades eindeutig zuordnet, welche 
Wurzeln wir ebenfalls mit den Zeichen (a), (b), - -- der Charakteri- 
stiken belegen wollen, so muss nach den bisherigen Betrachtungen 
die Gruppe dieser Gleichung aus denjenigen Substitutionen unter den 
Charakteristiken (a), (b), --- bestehen, durch welche der Charakter 
des Geraden oder Ungeraden von einer, der Summe von drei, von fiinf 
oder von irgend einer ungeraden Anzahl der 120 Charakteristiken nicht 
verindert wird; durch welche ferner die Beziehung K = 0 oder = 1 
zwischen irgend zwei der Gruppencharakteristiken [g]|, [h], --- unver- 
iindert bleibt, ete., also auch die vollstindigen 8-Systeme wieder in 
solche tibergehen. Indem wir diese Substitutionen erst weiterhin an- 
geben, wollen wir zuniichst die Frage beantworten: wie man aus der 
Kenntniss von 8 solchen Wurzeln der Gleichung, welche einem volistin- 
digen 8-System der Charakteristiken entsprechen, die iibrigen 112 Wur- 
zeln ableiten kann. Es wird sich zeigen, dass man 56 weitere Wurzeln 
eindeutig durch solche zu Grunde gelegten 8 Wurzeln ausdriicken kann, 
die iibrigen 56 aber alsdann in zwei Systeme von je 28 Wurzeln zer- 
fallen, deren Berechnung noch die Auflisung einer quadratischen Glei- 
chung verlangt. 

Man kann sich, um dies zu zeigen, darauf beschriinken, aus den 
8 gegebenen Charakteristiken des vollstindigen Systems 


So, = (90) = (@%) + (@) +++ + + (4) 
alle Gruppen [op%| zu bilden und diese mit einander zu vergleichen. 
Eine Gruppe [a,@,| besteht aus den 28 Zerlegungen: 


(a, cy) = (a) + (a,) =(q¢ OL, Oy Og) + (aq Gs Oa) 

= (0,049) + (gee, %g) = (q'ety %) + (We %), (Q, 6 Von 3, «++, 8). 
Bildet man daher die 6 Gruppen 

[oes], [oes], [ase], [%o5], [%2%], [ee], 
so haben diese eine und nur eine Charakteristik gemeinsam, nimlich 
(19 @, G03). 

Auf analoge Weise erhalt man also alle 56 Charakteristiken (qq'ag%o«z) , 
und entsprechend die 56 Wurzeln eindeutig aus den gegebenen 8 Wur- 
zeln eines 8-Systems. Es sind, mit den («), diejenigen Charakte- 
ristiken (8), fiir welche (qq f) gerade ist. 
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Was die tibrigen 56 Charakteristiken (A) betrifft, fiir welche (qq'B) 


ungerade ist, also die (qa,a,) und (q' a a), so ist zuniichst zu bemerken, 
dass solche zwei Charakteristiken (qa,a,) und (q'«;a,) in allen Gruppen 
[@ea5], ebenso in den jetzt bekannten Gruppen [(ay) + (qq Goa), 
immer zu gleicher Zeit enthalten sind, wenn eine der beiden darin 
vorkommt, wie die Symmetrie des 8-Systems in Bezug auf (q) und 
(q7’) ergiebt. Dagegen kann man wieder durch Gruppenbildung irgend 


ein solches Paar, z. B. (qa,a,), (q'a,@,) isoliren. Wir stellen die 
Gruppen auf: 


[ae], [aa], [@,a,], [aa], [a,a,], La, ey], 


und diese haben, ausser (@,), die bekannt ist, oder auch durch weitere 


Gruppenbildung ausgeschieden werden mag, nur das Paar 


(G%,@), (g/ a) 

gemeinsam. Um dieses Paar weiter zu trennen, hat man also noch 
eine quadratische Gleichung aufzulésen, wonach man denn die beiden 
betreffenden Wurzeln beliebig den (qa,«,), (q @,@,) zuordnen kann. 

Nach dieser Zuordnung sind aber nun auch alle iibrigen Paare 
(qa;ex), (q a;a,) schon zerlegt und den Wurzeln eindeutig zugeordnet. 
Denn um etwa (qa,@,) von (q a,@,) zu trennen, bilde man die schon 
bekannte Gruppe [qa,], fiir die 


(qa) = (2) + (Gey) = (ag) + (Ge, 5); 

und in der die Wurzel (qa,a,) mit der bekannten Wurzel («,) gepaart 
ist; und analog bestimmen sich alsdann (qa@,a,), etc. Hiermit ist die 
ganze oben bezeichnete Bestimmung der Wurzeln geliefert. 

Selbstverstindlich laisst dieses Verfahren die mannigfachste Ab- 
inderung zu. So kann man die hier nothwendige quadratische Glei- 
chung auch so bilden, dass man zu 7 der gegebenen 8 Groéssen, etwa 

(@), (2), +++, (@), 

diejenigen zwei Gruppen [r] und [s], welche diese 7 (a) gemeinsam 
enthalten, aufstellt und dieselben mit Hiilfe einer quadratischen Glei- 
chung trennt. 


2. Die Substitutionsgruppe G der Gleichung 120%" Grades ist 
schon von Hrn. C. Jordan, ,,Traité des stbstitutions etc.“ p. 229—242, 
unter dem Namen der ,Steiner’schen Gruppe G“ angegeben und 
ausserdem deren Identitiit mit der vorher p. 171—194 von ihm be- 
trachteten , Abel’schen Gruppe“ linearer Substitutionen nachgewiesen. 
Ich fiihre diese Substitutionsgruppe, in der ersten Form, hier an, da 
sie, auf irgend eines der vollstiindigen 8-Systeme angewandt, unmittel- 
bar alle solche Systeme ergeben muss, somit neben den friiher er- 
wihnten, ein weiteres Bildungsgesetz der Systeme. 

Sei [g] eine Gruppencharakteristik im Sinne des § 1. dieses Auf- 
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satzes, und ihre 28 Zerlegungen in je 2 ungerade Charakteristiken 
seien: 
(9) = (a, b,) = (a_b,) = - - > = (Gag bys). 

Wir betrachten nun hier mit Jordan {g\ als eine Substitution, welche 
die 56 ungeraden Charakteristiken a, und bp paarweise in einander 
liberfiihrt, also aus 28 Cykeln (a,bp) besteht, welche aber die 64 iibri- 
gen ungeraden Charakteristiken ungedindert lisst. 

Die weiteren Eigenschaften einer solchen Substitution {g} er- 
geben sich so: Sei 


(h) = (a) + (a) + +++ + (ay) 


eine Summe von w ungeraden Charakteristiken, also: 


> nm" = 1, > n’?m’=1, ---, > n“! me = 1, 


Man habe weiter: 


942; 94% 9% 9% _7 4, ga 
> n = ty > n*m Gag ° * %y yn em © = &, 


wobei v der uw Zahlen ¢ den Werth 1, die iibrigen » —v den Werth 0 
haben modgen. Addirt man diese « Congruenzen unter Beriicksich- 
tigung der vorhergehenden, so ergiebt sich: 

1) fiir gerades wu: 


ay 
' > (n9m* + nim?) = Ky, =v; 
3 2) fiir ungerades u: 

> nim* + > nI* mg? y+. 


Dies sagt aus: 

L Die Swmme (h) einer geraden Anzahl von ungeraden Charakte- 
ristiken wird durch eine Substitution {g\ in (gh) verwandelt, oder 
bleibt ungedndert, je nachdem die Beziehung K,,;, zwischen [g| und [h] 
den Werth 1 oder 0 hat. Ist (h) =0, so bleibt die Summe durch 
jedes {g} unverdndert. 





ristiken wird durch eine Substitution {9} in (gh) verwandelt, wenn (gh) 
und (h) zugleich gerade oder zugleich ungerade sind; bleibt aber unge- 
dindert, wenn die eine der beiden Charakteristiken (gh) wnd (h) gerade, 
| die andere ungerade ist. 


t Die Summe (h) einer ungeraden Zahl von ungeraden Charakte- 


a Hieraus schliesst man weiter, dass auch die Beziehung zwischen 

x zwei Gruppencharakteristiken [h] und [k], welche mit K,,, = | oder 

. = 0 bezeichnet ist, bei irgend einer Substitution {g} erhalten bleibt. 
Denn in den drei Fallen: 


- 1. K,,,=0, K,,2=0; 2. K,s=1, K,2:=0; 3. K,s=1, E,2=1 
18* 
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erhilt man statt K,,, durch die Substitution {g} beziiglich: 
i A Ki, x3 a. Kon,%3 3. Hoa obs 
welche dem urspriinglichen Werthe von K,,, congruent werden. 

Alle durch Zusammensetzung der 255 Substitutionen {9} ent- 
stehenden Substitutionen bilden eine Gruppe, welche in der Gruppe G 
der Gleichung enthalten ist. Nach C. Jordan besteht G auch nur 
aus diesen Substitutionen und ist iiberdies eine einfache Gruppe (s. p. 41 
und 212 1. ¢.). 

Wir kénnen insbesondere solche Substitutionen von G zu einer in 
G enthaltenen Gruppe zusammenfassen, welche von einem System von 
uw Charakteristiken 

(h) = (a) + (@) +--+ + @) 
die Swmme (h) unverindert lassen. Ist u gerade, so seien (b,), (0,’) 
zwei ungerade Charakteristiken, fiir welche 
(a,) + (ay) + +++ + (au) + (0) + 1) = 5 
da der Ausdruck zur Linken bei jeder Substitution von G den Werth (0) 
behalt, so besteht dann unsere Untergruppe aus denjenigen Substi- 
tutionen von G, welche die Gruppe [h], d. h. 
(h) = (0) + (by) = - +» = (og + 2,5’) 
in sich iiberfiihren. 

Ist aber w ungerade, und ist erstens (h) ungerade, so ist unsere 
Untergruppe die Gesammtheit der Substitutionen von G, durch welche 
die Charakteristik (h) unveriindert bleibt. Ist zweitens (hk) gerade, 
so sel 

(h) = (01) + (by) + (03) = (0) + (2) + (63) = +++, 
wo die (b), (b’) ungerade Charakteristiken sind; und unsere Unter- 
gruppe besteht aus den Substitutionen, die (b,) in eine beliebige unge- 
rade Charakteristik (0,’) iiberfiihren, (b,) und (b,) aber in ein Paar 
der Gruppe (6, b,b,0,'). 


3. Es mégen nun, mit Hiilfe der friiher entwickelten Betrach- 
tungen tiber die vollstiindigen 8-Systeme ungerader Charakteristiken, 
Resolventen der Gleichung 120%" Grades aufgestellt werden, durch 
welche deren einfachste Lésung vermittelt wird. 

Sei 


Soq = (Gq) = (@%) + (@) +--+ ~ +(e) 
ein beliebiges, (q) und (q’) zugeordnetes vollstiindiges 8-System. Da 
ein solches, nach § 7., durch die Eigenschaft, dass die Summe je dreier 
seiner Charakteristiken gerade sei, véllig definirt ist, so fiihren alle 
Substitutionen der Gruppe G dasselbe wieder in vollstiindige 8-Systeme 
iiber. Wir kénnen nun, nach dem Vorhergehenden, zunichst alle die- 
jenigen Substitutionen zu einer Untergruppe zusammenfassen, durch 















































Ueber die Thetafunctionen von vier Argumenten, 277 


welche die Summe (qq') der 8 Charakteristiken (a) unveriindert bleibt. 
Dies muss, nach § 6., 36 - 64 Systeme 
Soa’ » So's dip 
liefern, Irgend eine symmetrische Function dieser 36 - 64 Systeme, etwa 
2a) = Soy , Soa Shia 


nimmt dann durch alle Substitutionen von G im Ganzen 255 Werthe 

an, den 255 Gruppencharakteristiken [qq’] entsprechend. Daher ge- 

niigt Xo) einer Gleichung vom Grade 255. Die vollstiindige Lésung 

dieser Gleichung fiir 2 wiirde, da die Gruppe G einfach ist, auch die 
_ der gegebenen Gleichung mit sich bringen, wie iibrigens leicht direct 

zu zeigen ist. Wir denken uns indess zunichst nur eine Wurzel der 
$ Gleichung fiir 2 gefunden, die wir mit 2,,) bezeichnen. Die Wur- 
zeln dieser Gleichung fiir 2.) und die fiir die 255 Gruppen [qq’] 
entsprechen sich tibrigens nach dem Obigen eindeutig, und wir kénnen 
also auch eine Gruppe [qq'] von Paaren ungerader Charakteristiken 
als gefunden annehmen. 

Indem hiernach die Gruppe der Gleichung auf diejenigen Substi- 
tutionen G’ reducirt ist, welche die 36-64 Systeme S,,, Sj,°, - 
unter, sich vertauschen, mégen wir weiter diejenigen Substitutionen G” 
von G’ zusammenfassen, welche eines der 36 Paare (q), (q’) von ge- 
raden Charakteristiken, deren Summe (qq’) ist, unverandert lassen. 
Sei naimlich 

(99') = (@) + (@) +--+ + (@%) 
eines der Systeme. Nach Weglassung irgend eines der (a), etwa (a,), 
hat man ein 7-System 


(49 &s) = (@%) + (@) +--+ + (%), 
dessen Charakteristiken nach § 5. in nur 2 Gruppen [r] und [s] 
enthalten sind, gepaart mit Charakteristiken (y) und (0), namlich: 


(r) = (a) + (¥;) = +++ = (a) + (72), 
(s) = (a,) + (0,) =--+=(@,)+ (0;). 


(rqq as) = (¥1) + (¥2) Fees + (72), 

(sqq' a) = (8,) + (0,) +--+ + (@) 
sind dann zwei solche gerade Charakteristiken, deren Summe (qq’) ist, 
und sind fiir ein 8-System dieselben, welches der (a) auch beim Ueber- 
gang zum 7-System weggelassen wurde. Die gesuchte Untergruppe G” 
besteht daher aus denjenigen Substitutionen von G’, welche die Summe 
der 7 ungeraden Charakteristiken (y) und die der 7 (0) ungeindert 
lassen, verbunden mit denjenigen, welche die Charakteristiken (a,), 
(a), +++, (@,) nur unter sich vertauschen. 





Die Gréssen 
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Man erhilt auf diese Weise aus einem System im Ganzen 64 sol- 
cher, die demselben Paar (q), (q') zugeordnet sind; und eine symme- 
trische Function 2; , dieser 64 Systeme nimmt durch alle Substitutionen 


der Gruppe G’ 36 Werthe an, was eine Gleichung des Grades 36 fiir 
=” liefert. 


Auch von dieser Gleichung denken wir uns wieder eine Wurzel 
gefunden, (q), (q'), wonach sich die Gruppe der Gleichung auf G” 
reducirt. Vermége der Substitutionen von G” erhilt man dann aus 


einem (q), (q') zugeordneten 8-Systeme S,,,, deren 64, so dass S einer 
Gleichung 64**" Grades geniigt. 


Nachdem weiter auch von dieser Gleichung eine Wurzel S,,, ge- . 


funden, hat man ein vollstindiges 8-System 


So, q = (1) + (2) +--+ + (4); 
das nun durch Auflésung einer Gleichung 8' Grades in seine 8 Ele- 
mente zu zerlegen ist. Nach dem ersten Theile dieses Paragraphen 
ist sodann die Auflésung der Gleichung 120%" Grades vollendet, wenu 


man noch eime quadratische Gleichung gelést hat, so dass man im 
Ganzen zu finden hat: 


~ 


eine Wurzel einer Gleichung vom Grade 255, 
sodann 


2e 


” ” ed 
» ” ” ” ” ” ”? 64, 

sodann die 8 Wurzeln einer Gleichung vom Grade 8, 

endlich die Wurzeln einer quadratischen Gleichung. 


” ” ” ” 


Wiirde man direct die 7-Systeme, statt der 8-Systeme, aufge- 
sucht haben, so hitte man (zur Bestimmung einer Gruppe [r]) zu- 
niichst wieder eine Wurzel der Gleichung vom Grade 255, sodann 
(zur Bestimmung der zweiten Gruppe [s]) eine Wurzel einer Glei- 
chung vom Grade 64, sodann*) (um (q) = (pr), (q’) = (ps) zu be- 
stimmen) eine Wurzel einer Gleichung 36°" Grades zu finden; und 
endlich eine Gleichung 8'* Grades zu lésen (zur Bestimmung der 8 
Systeme von der Summe (p)). Die letzte Gleichung liisst sich auch 
so auflésen, dass man eine Wurzel derselben bestimmt, und da hier- 
durch ein 7-System ausgezeichnet ist, dann die Lésung der Gleichung 
7" Grades vornimmt, welche dieses System trennt. Hierdurch sind 
dann, indem man etwa das 7-System zu einem vollstindigen 8- System 
eindeutig ergiinzt, auch alle Wurzeln der Gleichung 120° Grades 
bestimmt, ohne dass man (da hier [r] und [s] schon getrennt sind) 
weiter eine quadratische Gleichung aufzulésen hitte. 


*) Von hier an wird die Lésung dieselbe, wie bei der Gleichung 28*'e* Grades 
bei 3-rethigen Charakteristiken. 
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Wir bemerken noch, dass man schon alle 8-Systeme S,, von 
XXII. § 6. erhailt, wenn man auf 


S,, q = (@) + (@) +--+ (a) 
Substitutionen der Art 


{Ge ta}, {qq %G%o} ; { 9 0tq & ee: \ 
wiederholt anwendet; die iibrigen XIX. § 6. dann durch Substitutionen 


(q Ge) > (%%&), Op Kg Ge), (G' XpGghe). 


§ 9. 
Weitere Charakteristikensysteme. 


Weitere bemerkenswerthe Systeme und Gleichungen, die in der 
Theorie der 4-reihigen Charakteristiken auftreten, seien hier noch an- 
gedeutet. So giebt es (C. Jordan, 1. c. p. 234.) Systeme von 7 
Gruppen, welche je 8 ungerade Charakteristiken gemein haben; und 
bei gegebenem System bestimmen sich dessen 8 Charakteristiken aus 
einer Gleichung 8'** Grades, wie sie von Hrn. Mathieu untersucht sind 
(vgl. 1. c. p. 305), niimlich mit der Eigenschaft, dass zwischen vier 
Wurzeln, von denen drei beliebig sind, eine symmetrische rationale 
Relation besteht, was deren Auflésung auf die einer Gleichung 7' 
Grades und von quadratischen Gleichungen zuriickbringt. 

Es giebt ferner Systeme von je 10 geraden Charakteristiken mit 
folgenden Higenschaften: die Summe der 10 Charakteristiken ist (0); 
die Summe von je 3 derselben ist ungerade, von je 5 derselben gerade; 
und zwar erhilt man durch diese Summen alle ungeraden und alle 
geraden Charakteristiken, die 10 des Systems selbst ausgenommen. Man 
kann diese 10-Systeme leicht zu den vollstandigen 8-Systemen in Be- 
ziehung setzen. Aus einem 8-System 


So, ' = (ey) + (a) + >>> + (a) 
ergiebt sich niimlich immer ein 10-System auf die Weise: 


(q), ('), (99'%), (GGG), --- (GOs), 


und dasselbe ist ebenso aus catia = 45 verschiedenen vollstindigen 8- 


Systemen ableitbar, so dass es im Ganzen 136 - 96 solcher 10-Systeme 
giebt. Durch 5 seiner Charakteristiken ist das 10-System eindeutig 
bestimmt, denn seien diese 5 etwa 


(qq), (qq %), +++ (a'%5), 
so kénnte, wegen der Definitionseigenschaft, dass die Summe je dreier 


der geraden Charakteristiken ungerade sein soll, eine 6'° Charakteristik 
des Systems nur eine der folgenden sein: 
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(9° %), (44 @%), (Gas), (@), (2), (Ho 7&5); 
aber die letzte bleibt ausgeschlossen, weil sie nur auf ein 8-, nicht 
auf ein 10-System gerader Charakteristiken fihrt, und die 5 iibrigen 
bilden mit den 5 angenommenen Charakteristiken das eine 10-System. 
Sind 4 der Charakteristiken gegeben, wie etwa 
(97 @), .-- (Gq %), 

so kann man dieselben auf zwei verschiedene Weisen zu einem 10- 
Systeme ergiinzen, namlich durch: 


(qq'a;),--- (9g %), (@), (@); 
oder durch 


(G5 0g Gq), (5 Og Oty), (O57 Og), (5, Oy), (YOM yaya), (Gm, Oy Hy Hy). 
Sind endlich nur drei der Charakteristiken eines 10-Systems gegeben, 
so gehéren dieselben 8 verschiedenen 10-Systemen an, und je zwei 
dieser Systeme haben 4 Charakteristiken gemein. 

Bezeichnet man die 3 gegebenen geraden Charakteristiken mit 
(p), (pr), (ps), so stehen diese 8-Systeme in directer Beziehung zu 
den 8 im Satz X, § 5. den 3 Charakteristiken zugeordneten 7-Systemen 
ungerader Charakteristiken. 


§ 10. 
Die Thetafunctionen. 


Die urspriingliche Thetafunction sei definirt durch: 


2g MH Aqgg+2D vu 
aa 
D(u) = O(u,, Up, Us, Uy) = DF ess . 
wo die Summationen im Exponenten von e auf die Werthe 1, ...4 


der Indices a, 6, die Summation > auf alle positiven und negativen 
ganzzahligen Werthe der 4 Groéssen v,,...v, zu erstrecken ist. Die 
Moduln ae,5 der Function haben die Bedingung zu erfiillen: 


? 


a,b = A,a) 
ferner die Bedingung der Convergenz der #-Function — wonach, wenn 


@q,6 der reelle Theil von aq5, der Ausdruck VaVpdq,6 eine wesent- 


a,o0 
lich negative quadratische Form sein muss —, seien aber im Uebrigen 
ganz allgemein angenommen. 
Der Charakteristik (c) 


nn ne n? 
‘1 2 3 4 

(@) = ( ) ; 
. a @ a a 
me my mem’ 


werde nun ein Periodensystem zugeordnet: 











~. ~~ ©» ww QL 


~ = 














Ueber die Thetafunctionen von vier Argumenten. 


@ = m*xi + 8 (a,b==1,...4), 


das kurz mit @* bezeichnet sei. Hierbei denken wir uns jedoch die 
Zahlen n* und m* noch nicht auf ihre Werthe 0 oder 1 (mod. 2) redu- 
cirt, und demzufolge verstehen wir im Folgenden unter (8) immer eine 
Charakteristik, deren Elemente die algebraischen Summen entsprechen- 
der Elemente von (a) und (f) sind. Den halben Periodensystemen 
4@* entsprechend, mégen dann die allgemeinen #-Functionen definirt 
sein durch den Ausdruck: 


a Qa 2 +,, a a a 
4D nn, 5 Ay y +421 2M, mo + =, u 


Ba(u) =e %? *. #(u+ 4a). 


Die bekannten Beziehungen, von welchen im Folgenden Gebrauch 
: : . ° a 
gemacht wird, stelle ich in diesem Paragraphen zusammen. 


Aendert man in der Charakteristik («) eine der Zahlen n* , m* 
um Vielfache von 2, so kann sich héchstens das Vorzeichen von @,(w) 
iindern, nach der Regel: 

@,,8 
ba m 


pe ; 
Fuse (u) =(—1)* © *- Ba(u); 


vom Vorzeichen abgesehen, hat man also nur 256 von einander ver- 
schiedene #-Functionen. Ferner sind die 3-Functionen mit geradem 
Index gerade, die mit ungeradem Index wngerade Functionen ihrer 
? 
Argumente, da 
a,,@ 


a a 
Fa(— Uy, —M_, —Uy, —U,) = (—1)* » Da (Uy, Uy, Uz, Uy)- 


Die Periodicititseigenschaften der -Functionen sind gegeben durch die 
Gleichungen : 


d(nt me +n? m*) : an? nf a5 —2 dnb Ue 
9. (u-+ we) =(— 1)* .e ab @ .Fa(u), 
die Vermehrung um halbe Perioden durch die Gleichung: 
{ Dning a, 5 —$ui dnt (m* + m8) — Snku, 
Fa(ut4@?)—e %° a a - Pag (u). 


Hierbei ist 


a fe ee B 
oO, =m, at + M,%, 5» 


und auch die Zahlen m* , no sind nicht auf 0 oder 1 (mod. 2) redu- 
cirt angenommen. 

Was die Nullwerthe der 4-Functionen betrifft, so verschwinden die 
ungeraden #-Functionen fiir die Argumente 0, die urspriingliche 3- 
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Function also fiir solche Systeme halber Perioden, welche eine ungerade 
Charakteristik haben. Nach der Bezeichnung des Satzes XVIIL., § 6. ist 


(45°) = 0, 
sobald («) eine der Charakteristiken 
(ae), (Gq Gp tig te), ({%paq), (¢ Gg 0q) -(9,6,t von 1,..., 8). 
Aus dem Obigen folgt weiter, dass 
9.(4@*) = 0, 
sobald die Charakteristik (#8) ungerade ist. Nimmt man also fiir den 
Index («) hier die Gruppenbezeichnung des Satzes XIX. (§ 6.) an, so 
ergeben sich die 120 Gréssen (8), (von Vielfachen von 2 abgesehen), 
durch Zerlegung der Gruppe [a] in zwei ungerade oder in eine gerade 
und eine ungerade Charakteristik, und zwar in der Form XVIII. (§ 6.). 
Z. B. fiir («y= (qq’) folgt fiie (6) eine der Charakteristiken 
(qa&pa,), (q' Gpt,), (Gq &), (Gp e). 
Wiirde umgekehrt (a) in der Bezeichnung XVIII. genommen werden, 
so ergabe sich (8) in der Gruppenbezeichnung XIX., wenn man noch 
(0) hinzunimmt; z. B. fiir («) = (a@,) folgt fiir (6) eine der Charakte- 
ristiken : 
(0), (qa), (¢ Ge), (Oy eg), (TF MoO), (GH, MyM q), (GH, Mpg), (Cy Ma Oy ae), 
(e, 6, t, € von 2,..., 8). 
In Bezug auf das Additionstheorem der 4-Functionen setze ich hier 


einen aus der Theorie der #-Functionen mit vielfachen Moduln bekann- 
ten Satz voraus: 


dass zwischen je 24-+- 1== 17 Producten der Form 
Ba(u+v) - F(u+v"), 
welche gleiche Argumente u,,...,, und gleiche Summen 
M% + %, Vy as v4", V3 +> V3", Vs + vO, 


haben, eine homogene lineare Relation stattfindet, deren Coef- 
ficienten von den u unabhiingig sind. 


§ 11. 
Das Additionstheorem der @-Functionen. 


Nach dem letzten Satze des vorigen Paragraphen kann man das 
Product 


O(u+v+w) - d(u—v) 


linear und homogen durch 16 Producte der Form 


Ba(u+w) - Fa(u) 
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darstellen , wenn man hier 16 verschiedene Indices a derart wihlt, dass 
zwischen den 16 Producten selbst keine identische lineare Relation be- 
steht. Wir beniitzen nun fiir die (@) die in §§ 5., 6. entwickelten 7- 
oder 8-Systeme und wollen zeigen, wie sich hieraus eine einfache Be- 


stimmung der von den wv unabhingigen Coefficienten einer solchen Re- 


lation ergiebt. 
Sei ein den geraden Charakteristiken (gq) und (q') zugeordnetes 
vollstiindiges 8-System ungerader Charakteristiken : 


(Gq) = (@%) + a) + +++ + (%). 
Aus demselben bilden wir das 16-System (P): 
(P) (@); (ct), ye (as) 
(V7), (Gq %), - ++, (GI es). 


Solcher 16-Systeme (P) giebt es genau ebensoviele als vollstandige 8- 
Systeme. Dem 16 System P ordnen wir ein 16-System (P’) zu: 


(P’) - Os), (GH), ++ +» (GM) 
(q@%), (Gm), «++» (7%), 
das zu (P) die Beziehung hat: 

Addirt man irgend eine Charakteristik von (P’) zw jeder der Cha- 
rakteristiken von (P), so sind von den 16 Summen zwei gerade, die 
iibrigen ungerade. Und dasselbe gilt, wenn man eine Charakteristik von 
(P) zu jeder der 16 Charakteristiken von (P’) addirt. 

Nach dem in dem vorigen Paragraphen iiber die Nullwerthe der 
Thetafunctionen Bemerkten ist es demnach vortheilhaft, fiir die 16 
Indices « der hier herzustellenden Relation die 16 durch ein System 
(P) oder (P’) gegebenen einzufiihren und zur Constantenbestimmung 
fiir die Argumente « halbe Periodensysteme zu setzen, die sich auf 
das zugehérige Charakteristikensystem (P’), resp. (P) beziehen. Wir 
nehmen also die Relation an: 


(1) O(e+-o4-w)-20-o— » Ag: Fa, (U-+ w) Fa. (u) 
e=1 


+ be . Dy q % (u + w) By q'% (u) ? 


e=1 
worin die a, bg nur von den v und w abhiingen. Setzt man fiir die 
wu einmal 


u, = 402" = mie. wi + 4 > ni "ea, 5, 


sodann 
u =1a"%e 
a a ? 


so ergeben sich die beiden Gleichungen: 









ce ae a a CE CR A OTS AOI 
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o (fae 0+ w) O(4 a" —v) a9, (f+ w) Ha, (4 3") 
tbe Pq qa,(4 B+ 1) Foq'ay(fO"*), 
#(fa* “ev w)O($a" —v) = aye, (4 B* “C+ w) Ha, ($B “e) 


t by Foy ag( 4B" C+ w) Oy ag( 4"). 
Aber man hat nach § 10: 


o(4 a+ v0+w) O(4 0" —v) 


q@, 


Pia * m, ea. .— sn? e w 
a,b = 6 a 
=e ‘ - Dyag(U+) Pray (v), 
etc. etc., wo 
8,(0) = 9, 


gesetzt ist, und die beiden Gleichungen werden: 


9.0¢( +) Ppa (0) 


..& q q@ q 
yn &m » &m 


>é 
=ap-(—1)~" "8% (w) + bo(— 1)~ 9, (w), 
Dya,(v + w) Dye, (v) 


_% @ _ ga q 
xn lm sn &m 
=, +(—1) Dy Fy (w) + be(— 1) 3, 3,(w), 


woraus 


f =n! be Cm =n! =O my’ me! 
< »\ £ . . » \ . w 
(—1) 9,9, (0) Fo, () Poa ay (v-+w) (—1) a, a, 9) Fra, (2 Bq, (Uw) 
g 
a , ° 
¢ =n? m! En! m!é 


(—1) oe a (w) —(—1)"" ™ 92.03. (6) 





sn“ Om! 
1 { ») , (Do . ) ) ( £ ’ o , 9) ») ») 
) 4,3, (w)F, ag”) %, a? +) (—1) td. (w)t,, (0 (v-+-w) 


9% Poa 


Salm’. Sa! m! 


(—1) 87 95 (w)—(—*)* ™ 82, 8? iw) 





(o= 1,2 => 9 e-eg 8); 
wo wieder >in" om” fiir > nt m? gesetzt ist. 
a 
Der Nenner dieser Ausdriicke kann im Allgemeinen nicht = 0 
. sein, da #,(w) und #,(uw) zwei von einander verschiedene gerade Func- 
tionen der u, sind. Daher existirt zwischen den zu Grunde gelegten 
16 #-Producten keine lineare Relation und die Darstellung (1), (1’) ist 
zulissig. In dieser Darstellung (1), (1’) ist das allgemeine Additions- 
theorem der @-Functionen von vier Argumenten enthalten. 
Wenn man an Stelle von (1) das Product zur linken Seite durch 


solche 16 Producte ausdriickt, deren Indices die von (P’) sind, so 


ergiebt sich nur wieder die Darstellung (1), (1') mit Vertauschung von 





a. 








‘v+w) 


+w) 








Ueber die Thetafunctionen von vier Argumenten, 285 


w und v. Auch andere nicht in (P) enthaltene 16-Systeme von Cha- 
rakteristiken geben keine neuen Formeln fiir das Additionstheorem, 
vielmehr immer nur solche, welche aus (1), (1') durch Vermehrung 
der wu und wv um halbe Perioden ableitbar sind. Indessen ist die Ab- 
leitung solcher 16-Systeme aus den 7-Systemen ungerader Charakte- 
ristiken § 5., und damit der directe Uebergang von diesen 7-Systemen 
zum Additionstheorem beachtenswerth. 


Sei 
(p) = (B,) + (B.) + +--+ (B,) 

ein 7-System, dessen Charakteristiken in den beiden Gruppen [7] und 
[s] enthalten sind; zwei weitere 7-Systeme sind dann 

(9) = (pr) = (rB,) + (rB,) +--- + (B,), 

QQ) = (ps) = (sB,) + (sB,) + --- + (88,). 
Wir bilden aus diesen beiden 7-Systemen das 16-System, in dem zur 
Abkiirzung 

(p) = (Bs) : 


(Q) jae (rB,), ---, (7 Bs), 
(sB,), ($B2), ++» (SBs), 

und ordnen demselben ein zweites 16-System zu: 

(Q’) f (PpB,), (PBo), -- +» (PBs), 

\(prsB,), (prsB,), +. -; (prsB,); 

wo (Q) und (Q’) in derselben Beziehung zu einander stehen, wie (P) 
und (P’). Unter Zugrundelegung dieser Indices erhilt man dann das 
Additionstheorem in der Form: 


gesetzt ist: 


e=8 


(2) a(u+to+w)t(u—v) = > CoD fo (u) 2, (u-+ w) 
e=1 
=8 
+- deF sp, (wu) O.5 (uw), 
wo e=1 
- a? Pe, pi 
(—1) For Fp) Ppp, (0) Fp 8, (0+e) 
' =n Pon? 8 P ' \ 
=i #59), (w) ® prs 3p (*) Fors, (v + w) 
Co . 
” Sn???" Sal’ nd 
(—1) On or (w) —(-1) 2, he ( *) 
(2') 
= n’ BQ ne" 
(— 1) e,,, 9, (W) Fy p5a() oo (v-+ w) 
s 72 
-_n ne n 
F —(-—1) "Bp Be (0) Bp) ® PBo absdendh 
_— Sn in?” sal” n?* 
,. a (v + w) — =~ 95,97 4(2 0) 











286 M. Noéruer. 


Diese Formel geht aus (1) und (1) dadurch hervor, dass man dort 


(a,) = (B,), - -.-» (@) = (B;), (qq' as) = (p) = (83), 
(q)=(pr), (q) =(ps) 


setzt und hierauf sowohl die u,, als die v, um das halbe Perioden- 


system 
1, 


vermehrt. 


§ 12. 


Speciellere Formeln. Additionstheorem der achtfach periodischen 
Functionen. 


Die Ausdriicke des Additionstheorems im vorigen Paragraphen 
haben noch die Eigenthiimlichkeit, dass der Coefficient jedes der 16 
Glieder.der rechten Seite zweigliedrig ist. Man kann aber durch Spe- 
cialisirung von w, es erreichen, dass diese Coefficienten eingliedrig 
werden. 

Es geniigt zu diesem Zwecke, wie (2) zeigt, die w, so anzu- 
nehmen, dass 

oy (w) = 0 
wird, ohne dass zugleich 
9,(w) 
verschwindet; d. h. man hat in (1), (2) fiir die w, ein halbes Perioden- 
system einzusetzen, dessen Charakteristik eine der 24 folgenden 


(Taq), (Geeta) 
ist, die wir mit (r) bezeichnen wollen. Man kann auch umgekehrt 
fiir (r) jede beliebige gerade oder ungerade Charakteristik nehmen, 
(0) ausgenommen, fiir (q) sodann jede gerade Charakteristik, fiir die 
(qr) gerade, was noch auf 2. 36 Arten geht, fiir (q) jede gerade 
Charakteristik, fiir die (qr) ungerade, was auf 64 Arten geht. (1) 
und (1) liefert nun, indem man 


w= 48, 
einsetzt: 
= 4 
(3) 3, (u-+v) d(u—v) = >> Ag Da, (u) a, ay (u) 
e=1 
=—=8 


+ be Boa’ a, () Baq'r a (u), 


e=1 
, 








— 
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= (ne mt tame) 
. (—1) Poa, ag () ) Frag v) 
a= — —- “a “Eee —— 
(3') — 
Sin? %e mi +n me) 
b? (—1) y , Fae 0) Pr ra (v ) 
wit ir at Pe ii a 
a, 4, 





und wo (r) beliebig, nur nicht = (0), (q), (q'), (qr) gerade, (qr) 
ungerade sein miissen, die (a@,), ..., (@,) irgend ein (g) und (q’) zu- 
geordnetes vollstindiges 8-System ungerader Charakteristiken vorstellen. 
Giebt man nun in dieser Darstellung den Gréssen (r), (¢), (q’), (@) 
besondere zusammengehiérige Werthe (7), (4), (q'o), (ag), und dividirt 
(3) durch die so entstehende specielle Gleichung (3,), so erhalt man 


#,. (w+ v) 
&, (w+) 
rational ausgedriickt durch Functionen der Form: 
a, (4) 4, (0) 
&, (uw)? , (v) ? 


also einen Ausdruck- des Additionstheorems dieser achtfach periodischen 
Functionen. Dabei kann (r) jeden beliebigen Werth, ausser (0), an- 
> nehmen; man erhilt also in dem bezeichneten Ausdrucke, dessen 
Ziihler sowohl als Nenner aus einer Summe von je 16 eingliedrigen 
Producten besteht, sobald man (7,) und den Nenner unverindert lasst, 
aber (r), also den Zihler variirt, nicht alle 256 Quotienten 











@, (w+) 
a, (u +)? 
sondern deren nur 255. Kine allgemeinere Formel, die aus der vorigen 
| durch Vermehrung der u, um ein beliebiges halbes Periodensystem 
1a 
2 
entsteht, ist: 
; (4 a, 3,, 9, ,(u+ 2) nai) L, 
, ) Cae #,,,(U +0) * L,, . 
) fiir 
=e D(n*m! + 09" m*r) 
, L, al {(- 1) 9, a9(0) Parag (V) By a, (U) Byra,(u) 
| D(n?F “em? + 22” m% “e : 
+ e-@ Doc, (v) Dera) B54 ga) Dy 09 ray (u)f, 
=8 E (nr m4 nome) 
L,,.= {0 Dap (v) Da.roag (v) 3, ap (u) Dy r.09 (u) 
e=1 


+0 ’ 
Dn? % “em +-n970me 2) 


By,00 (v) Dasrane (0) Poa.’ ap (U) Pyaar, ap (u) 
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wo nun die Charakteristik (gr,) des Nenners ganz beliebig sein darf, 
wihrend (r), (r)) ete. den im Vorhergehenden gegebenen Bedingungen 
geniigen; aber auch diese Formel gilt nicht fiir alle 256 Quotienten, 
welche entstehen, indem man (gr) alle Werthe giebt, vielmehr ist der 
Fall (gr) = (g) ausgeschlossen. ‘ 

Sollen also die Ausdriicke fiir die obigen 256 Quotienten alle densel- 
ben Nenner haben, so muss man darauf verzichten, dass in sdéimmtlichen 
Producten des Zihlers und Nenners der rechten Seite die Coefficienten 
eingliedrige Ausdriicke werden. Will man es erreichen, dass etwa nur 
die Coefficienten des gemeinsamen Nenners zweigliedrig, die aller 
Zihler eingliedrig sind, so bleibt wieder ein Quotient ausgenommen, 
derjenige, welcher den Werth 1 hat; denn setzt man zu diesem 
Zwecke in (1) 

0, =, 


und dividirt dann (3) durch (1), so erhilt man: 


« « . 
(5) 4,3,, 3, (u + v) = M, 
yn? me Yn? mi 3 (u-+ v) a? 
a ef —(—1)” . 
qo Go 
wo: 
NO f Dd (n%em!? +n" me 
ian a ‘ R »\, 
M,= /) \' 1) 9 oa, (V) Fyray (¥) Da, (U) Bray (u) 
oO 
\ 
Din? “em? +n" m? “e) 
+(—1) Dy ay v Dy rey (v) Day’ uy (w) Dog ray (u f 3 
al | En® me Fnh@ me 
r ‘ian 2 g2 1 - 2 o2 2 
N= eA [( 1) oO TF 9 \v) ( 1) o .?, o(v) |e o (w) 
——s qo Yoo Y qo “o “o 
e 
0 0 , 
y ne m? Y n“e me 
ri—1)_ ? 9° 9° a | 2 ole ner 
’ / \ = (0) : (a) 
+ } do” %' &p qe %% (v)] qte'tg J? 


r) von (0) verschieden, (gq), (q’), (gr) gerade, (q¢7) ungerade, die (a,) 
» @ qd qd 5 q 7) 5 ? @ 


ein 8-System S,,,°; ferner (q)), (qo) gerade, die (a) ein 8-System S,,..), 


hs acted ausgenommen “+? 1 
#(u+rv) ’ 5 Ps oe) 


als Ausdruck aller Quotienten ow0) 


Man kann daher fiir alle 256 Quotienten Ausdriicke mit gemein- 
samem Nenner nur dadurch erhalten, dass man in (1) fiir die w, alle 
halben Periodensysteme setzt und die so erhaltenen Formeln alle durch 
irgend eine dividirt, welche ebenfalls aus (1) durch Einsetzen eines 
halben Periodensystems statt der w, und irgend eine specielle Aunahme 
von (q), (q') abgeleitet ist. 
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in- 
lle 
‘ch 


me 














Ueber die Thetafunctionen von vier Argumenten. 


289 


§ 13. 


Beziehungen zwischen 6 Thetaproducten und zwischén Thetafunctionen 
fiir die Nullwerthe der Argumente. 


Durch Specialisirung der v, ergeben sich aus der Formel (3) des 
vorigen Paragraphen solche Formeln, in denen nur 6 Producte der Art 


Fa (u) Fe(u), 
in denen (8) von («) verschieden sein muss, linear und homogen auf- 


treten. 
Sei in (3) etwa: 


(49') = (0%) + (aa) + ++ - + (as) = (pay), 
(p) = (@%) + (a) +++ ++ (a), 
(q) =(pr), (¢)=(ps). 
Wir setzen 
o, = 1 weet 


und erhalten dann 


a, =a, =a, =0, b, =b, = see = >, = (0, 


also eine Beziehung von der Form: 
=5 
Do a, a, (U) Pora,a, (UW) = Ae Da, (u) a, ay (u). 
e=1 
Betrachtet man aber die Indices der ersten Factoren der hier auf- 
tretenden 6 9-Producte: 


(@,), (@ a), ~ ++) (G5), (Y@ee), 

und vergleicht dieselben mit dem in den ersten Siitzen des § 7. Ge- 
sagten, so erkennt man, dass diese 6 Indices Charakteristiken sind, 
die in 4 verschiedenen 7-Systemen oder in 2 verschiedenen vollstiin- 
digen 8-Systemen vorkommen; dass man also, da das betreffende 8- 
System (q), (q'), (@) ein ganz beliebiges war, fiir diese 6 Indices 
irgend 6 Charakteristiken eines beliebigen 8-Systems wiihlen kann, oder, 
was hier dasselbe ist, 6 Charakteristiken eines beliebigen 7-Systems. 
Seien dieselben 


(a), (@,), a a ey (a), 
— (t) = (a@,) + (a) +---+ (a@%), 


wo (¢) alle Werthe, (0) ausgenommen, haben kann. Die obige Formel 
zeigt dann weiter, dass die Indices der 6 zweiten Factoren beziiglich 
folgende sind: 


und sei 


(ta,), (ta,),..+, (£0) 
so dass die Relation wird: 
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(6) Ss lp Bap (U) Pra (u) = 0. 


e=1 
Zur directen Bestimmung der Constanten /, setze man, wenn 


Sag = (Gq) = (@)) + (@) +++ - + (a) + (@;) + (as), 


ein die (@,),..., (@,) enthaltendes, vollstiindiges 8-System ist, fiir die 
u, die halben Perioden 


Ua = 44" “e%* (9, 6 von 1,..., 6), 
was die obige Gleichung iiberfiihrt in: 
1, Pa, (4a"" *0)- Peay (4 ow" “e%) + 1, Fa, (¢ a"! "e%) Sia, ($a?! “e“e) 0, 
d. h. 


D(n%o m! + n? ‘m*o) 


dD (ne m?+ n? ‘ me) 
if 
lp: (—1) Dnctine~ti~b 


Faq ae Faq tag 
und hieraus, da es nur auf die Verhiltnisse der Constanten /, ankommt: 


d(n%e m+ nt ‘m%e) 
(6) l, = (—1) Doq'a,° Dy 


qq buy) 


(o=1,..., 6, und (qq't) = (a,a,)) . 


Die Relation (6), (6) zwischen 6 Thetaproducten ist sehr allge- 
mein, insofern q, q irgend zwei gerade Charakteristiken sein kénnen 
und die (@,) ...(@,) irgend 6 Charakteristiken eines (q), (q') zugeord- 
neten 8-Systems. 

Wir leiten jetzt, indem wir auch noch die u, durch halbe Perioden- 
systeme ersetzen, einige Beziehungen zwischen den Thetafunctionen, 
deren Argumente = sind, ab. Setzt man zuniichst in (6): 


~7d 
C, = $@a ; 


so findet man eine Beziehung zwischen 6 Quadraten von ‘Thetapro- 


ducten fiir die Nullwerthe der Argumente: 


o=6 


oT) ‘¢ 4 t a 
Din*e m7 + nt‘ m“e) 


(7) (—1) e. .8. =I. 


9% &p Q7 & 
ol ‘ bd 
, 


Die Substitution eines halben Periodensystems 


ae As He 
UU = @ 4 


ergiebt weiter eine Beziehung zwischen nur vier constanten Theta- 
producten : 


0. 






































Ueber die Thetafunctionen von vier Argumenten. 


Ent Gy Oy Oe, mi% 


(8) ( — 1 ) ’ B, qa Ba, @; &, Ba, a; & Fa, a, ay 
Ent @, &, &, m? a, 

+(— 1 ) . 9 oq. a, Pe, a, «, Pa,0,0, Pa, 0; 
yp 1 Hi hn Oy m!? a, 

“bt (— 1) . Doq' as Fa, e604 D cr, or 04, Duty Oey the 


Dnt Oy Os 7 a 
+(-— 1 ) . 944’ a, Pa, 0,0, Pu, a, 0,9 0,0, a = (). 

Von bemerkenswerthen speciellen Formeln, die unsere Theorie 
liefert, erwaihnen wir noch solehe zwischen 9 Thetaproducten der Form 
Da (u) Bp (u) 
wo (a) von (8) verschieden. Man erhiilt dieselben direct aus (1), § 11., 

indem man daselbst etwa: 


uu = 0, O= Bs Aes Me 


setzt, in der Form: 


o=4 
>| 
( 9) N . a (u) Pe 4,8. (u) | ky a, ay (w) DB, 4,4, , 4.8, (u) wate ko Ova (u) Dy aaca,asey (a) | 5 ] 
@=3 ‘ 


wo: 
Sina m! -_ Snes m! ihe 
N= (—1) ay vy (0b, ly ( —] ) a, Doe yy 9 
+40 7 
yn Sm 
ko = (— ) By Do’ c,01,00,% Daq'eg Doq'e,0,0,48,, ? 
a@ ¢ 
: yn em! 
. c c 
ko _ ( — 1) oy) q 7, @,4,0,@, Fyq'cy Dog’ a.a.a,cstty . 


§ 14. 
Die hyperelliptischen Thetafunctionen. 


Die Beziehungen zwischen 4 Thetaproducten, welche wir in Formel 
(8) des vorigen Paragraphen entwickelt haben, setzen uns in Stand, 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Thetamoduln 
aufzustellen, unter denen die allgemeinen Thetafunctionen von vier 
Argumenten zu hyperelliptischen werden. Bisher ist uur bekannt ,*) 
dass das Verschwinden eines gewissen Systems von 10 geraden Theta- 
functionen fiir die Nullargumente zu dieser Specialisirung geniigend 
ist. Ich werde nun nachweisen, dass die in diesen 10 Gleichungen 
enthaltenen drei Bedingungen fiir die Moduln explicite durch das Ver- 


*) Weierstrass (vgl. Kénigsberger’s o. c. Abh. in Borchardt’s Journal, 64); 
Pringsheim, Math. Annalen Bd. XII, p. 435. 
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schwinden von nur drei geraden Thetafunctionen fiir die Nullargumente 
dargestellt werden kénnen, indem dasselbe das Verschwinden von 7 
weiteren geraden #-Functionen von selbst mit sich bringt. 

Zu dem Zwecke untersuche ich die Beziehungen zwischen den- 


jenigen Charakteristiken , welche in Formel (8) des vorigen Paragraphen 


als Indices der #-Functionen auftreten. Die wesentlichen Eigenschaften 
derselben, welche bei irgend einer Substitution (vgl. § 8.) erhalten 
bleiben, sind die: die Summe dreier Charakteristiken, die Indices von 
Thetafunctionen aus drei verschiedenen Gliedern von (8) sind, ist un- 
gerade; die Summe solcher drei aber, die aus nur zwei Gliedern oder 
einem Gliede genommen sind, ist gerade. Wenn also die ersten drei 
Glieder von (8) Thetafunctionen mit den Charakteristiken 


(qq %), (G7 %), (Gd e), 
die drei beliebige gerade Charakteristiken mit ungerader Summe vor- 


stellen, enthalten, so kann das vierte Glied nur 4 solche aus denjenigen 
28 Charakteristiken 


(A) ht (q’), (@, 0,05), (qq'a,) ..., +1 (90%), (@, 0,05), . . ~, (@g@, Ge) 

(Oy OO, 0), . +4 (GOO, 0; H,), (4 Oya, a,a;),..-, (( i, OO Os ) 
enthalten, welche, zu 7 geordnet, mit den drei gegebenen auch zu einem 
der 8 verschiedenen 10-Systeme gerader Charakteristiken sich vereinigen 


kénnen, wie sie in § 9, besprochen sind. Sei ein solches 10-System: 
(2) (adm), (Gq %), (Ge), (GU %), ---» (GG es), @), (@) 

Von den 4 Charakteristiken (8,) ...(6,) des 4'** Gliedes von (8) muss 
dann nothwendig wenigstens eine mit einer aus der Reihe (2) iiberein- 


stimmen; denn ist etwa, den oben angegebenen Kigenschaften ent- 
sprechend: 


(B,) = (aa, a5), (B,) = (@, 0,05), (Bs) = (aa, es), 
so folgt 
(By) = (B,) + (B.) + (Bs) = (49a); 
und so fiir alle Combinationen von (f,), (8,), (6,) aus den 28 Cha- 
rakteristiken (A). 

Was hier von den 3 ersten Charakteristiken von (2) bewiesen ist, 
gilt fiir irgend drei derselben gleichmissig; niimlich: dass jede Re- 
lation (8), welche 3 Indices aus (X) in 3 verschiedenen Gliedern enthiilt, 
im vierten Gliede ebenfalls einen Index aus (2) enthalten muss. Dieser 
Satz gilt fiir jedes der in § 9. angegebenen 10-Systeme; dagegen nicht 
fiir ein System von weniger als 10 geraden Charakteristiken. Von solchen 
existiren nach demselben Paragraphenu noch Systeme von 8, von der Art: 


(9), (1), (99°41), -+ +s (GU), (OH, @; Oy); 


wenn nun die 3 ersten Glieder von (8) wieder etwa (qq‘a,), (qq &), 
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(qq a) enthalten, so kénnen die vier Indices des vierten Gliedes 


e 
7 folgende sein: 
(Gq Gy), (Oy yy), (0, 0,), (yee), 
™ von denen also keine in dem Systeme von 8 Charakteristil.en vorkommt. 
n Aus diesem Satze folgt sogleich, dass das Verschwinden von drei 
n geraden #-Functionen mit Argumenten 0, fiir welche die Summe der 
n Charakteristiken ungerade ist, das Verschwinden von noch 7 weiteren 
” 9-Functionen mit 0-Argumenten, deren Charaktéristiken mit den drei 
\- erstangenommenen zusammen ein 10-System bilden, nach sich cieht. 
r Indessen sind diese 7 #-Functionen durch die 3 gegebenen nicht ein- 
aj deutig bestimmt, sondern auf 8 verschiedene Weisen. Hat man vier 
verschwindende gerade #Functionen eines 10-Systems herausgewihlt, 
so sind die 6 iibrigen auf zwei Weisen wihlbar; durch fiinf eines 
Systems ist aber dasselbe vollstiindig bestimmt. 
Z Die Theorie der 10-Systeme des § 9. und die Auszeichnung eines 
. solechen Systems gerader @-Functionen bildet also den naturgemiissen 
Uebergang von den allgemeinen zu den hyperelliptischen #-Functionen. 
.) Auch ergeben sich die in der Theorie der letzteren bekannten Relationen 
.) unmittelbar durch diesen Uebergang, so aus (7) § 13. die Beziehungen 
zwischen je 3 Quadraten von Functionen mit Nullargumenten. 
c Das 10-System gerader Charakteristiken , welches bei der von 
se H. Weierstrass vorgenommenen Normirung ausgezeichnet ist*): 
0111 0111 fateh eel spiny 
| Peete | pay | Magee ? 1101)’ pes ? 
3S i 


“ pated tdsbeiet Cord (; bs ( mead 
t. (v0.01)! 1010/7’? \Lorfo/y’? \1011/’? \1001/’ 
ergiebt sich, wenn man etwa die beiden ersten Charakteristiken mit 


(q) und (q’) bezeichnet, aus dem vollstiindigen 8-System ungerader 
Charakteristiken: 


1111) ,. (1011) ,. 1011 ft 84%) 
(a= (5 10 4! («,)= ({ 10 i)? (@)=(5 90 i) (=o 011)? 


1110 1111 1101 1101 
t, (5) = ice 1 9)» (a= (56 1 > So ae (5 01 > a a 00 * 


in der Form: 


t 4s , , , 

ts (2). (W)> (9%) (GH), + - +) (GT M)- 

ht 

n *) Ich entnehme diese Zahlen der von Hrn. Pringsheim berechneten Tabelle, 
ts Math. Annalen Bd. XII, p. 449. 


Erlangen, Juni 1878. 





Ueber ein Gebilde der analytischen Geometrie des Raumes, 
welches dem Connexe zweiter Ordnung und erster Classe 
entspricht. 


Von Rosert Krause in Chemnitz. 


Im 17. Bande der Abhandlungen der Koniglichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Gottingen hat Clebsch*) gezeigt, dass das Stu- 
dium einer quaterniren Form, welche beliebig viele Reihen von Ver- 
iinderlichen jeder Classe**) und zwar die einer jeden homogen und zu 
beliebig hohem Grade enthilt, zuriickgefiihrt werden kann auf das 
Studium eines simultanen Systems von Formen, welche aus jeder Classe 
héchstens eine Reihe enthalten. Von diesen Formen sind aber bis jetzt 
erst die drei einfachsten Arten untersucht worden, nimlich diejenigen, 
in welchen die Verinderlichen nur einer Classe vorkommen und die gleich 
Null gesetzt Flichen in Punkt- oder Ebenencoordinaten oder Liniencom- 
plexe darstellen. Indem Clebsch durch diesen Umstand die relative Un- 
vollkommenheit der Theorie der quaterniren Formen erkliirt, stellt er 
es zugleich als eine Forderung der Algebra hin, auch solche Formen 
als Grundformen zu betrachten,” welche gleichzeitig zwei der drei 
Classen, oder alle drei derselben enthalten. Der Geometrie ihrerseits 
fillt alsdann, vermége der zwischen ihr und der Algebra bestehenden 
Beziehungen, die Aufgabe zu, die durch Nullsetzen dieser Formen 
gegebenen Gebilde in den Kreis ihrer Untersuchungen zu ziehen. 

Im Folgenden wird der Versuch gemacht, einige Eigenschaften 
eines dieser Gebilde abzuleiten und zwar desjenigen, welches durch 
Nullsetzung einer Form erhalten wird, die die Coordinaten eines Punktes 
homogen zum zweiten und die einer Ebene homogen zum ersten Grade 


enthilt. Vorher mégen aber noch einige allgemeine Bemerkungen 
Platz finden. 


*) Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie. Vergl. auch 
Clebsch, Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invarianteutheorie, Mathematische 
Annalen, V. Band, 8S. 427 f. 

**) Sind die Veriinderlichen einer quaterniren Form Coordinaten von Punkten, 
so sind die Veriinderlichen der verschiedenen Classen Punkt-, Ebenen- und Linien- 
coordinaten. 













































Ueber den Raumconnex zweiter Ordnung und erster Classe. 295 





Bezeichuet man die Coordinaten eines Punktes x durgh 2,, x, £3, %4, 
die einer Ebene uw durch u,, u,, us, u,, enthilt ferner die Gleichung 
(1) f(z, u) =0 oder kiirzer f = 0 

Ly, Ly, L,, X, homogen zum m'*" und w,, u,, Us, wu, homogen zum 
ne Grade, so wird durch die Gesammtheit aller Punkte und Ebenen, 
deren Coordinaten die Gleichung (1) befriedigen, ein Gebilde consti- 
tuirt, das im Folgenden, nach Analogie des entsprechenden von 
Clebsch*) als Connex bezeichneten Gebildes der analytischen Geo- 
metrie der Ebene, der Kiirze wegen Rawmconnex m'” Ordnung und 
n*” Classe oder Raumconnex (m, n) genannt werden soll. 

Betrachtet man eine Ebene uw des Connexes als gegeben, so stellt 
die Gleichung (1), indem man u,, u,, u,, 4, als constant, Z,, 2, 2, X, 
aber als verinderlich sieht, eine Fliche der m'** Ordnung dar, deren 
Punkte dem Connexe augehéren. Betrachtet man dagegen einen Punkt 
z des Connexes als gegeben, so stellt die Gleichung (1), indem man 
X1, Ly, Lz, %, als constant, u,, U,, us, u, aber als verinderlich an- 
nimmt, eine Fliche der n'" Classe dar, deren Tangentialebenen zu- 
gleich Ebenen des Connexes sind. 

Durch jede Ebene uw des Connexes sind daher doppelt unendlich 
viele Punkte, durch jeden Punkt x doppelt unendlich viele Ebenen 
desselben bestimmt. Erstere bilden eine Fliche F,, der m'* Ordnung, 
letztere umhiillen eine Fliche U, der mn" Classe. YF, soll die der 
Ebene u entsprechende Fliche des Connexes oder kiirzer die Connex- 
fliche von u, U, die dem Punkte x entsprechende Fliche oder die 
Jonnexfliiche von x genannt werden. 

Punkt und Ebene treten also immer zusammen auf. Aus diesem 
Grunde soll weder der Punkt, noch die Ebene fiir sich, sondern erst 
jede Combination eines Punktes mit einer Ebene als Raumelement be- 
trachtet werden. Man erhilt demnach die Gesammtheit der Elemente 
des Raumes, wenn man jeden der dreifach unendlich vielen Punkte 
mit jeder der dreifach unendlich vielen Kbenen combinirt. Sie bilden 
cin sechsfach unendliches System oder eine Mannigfaltigkeit von sechs 
Dimensionen und aus dieser scheidet die Gleichung eines Connexes die 
fiinffach wnendliche Schaar der Elemente aus, deren Coordinaten ihr 
geniigen. 


*) Clebsch, Ueber ein neues Grundgebilde der analytischen Geometrie der 
Ebene, Mathematische Annalen, VI. Band, 8S. 203 f. — Clebsch, Vorlesungen 
itiber Geometrie, bearbeitet und herausgegeben von Lindemann, Leipzig 1876, 
ersten Bandes zweite Abtheilung, S. 924 f. Diese Abhandlungen sind auch fiir das 
Folgende zu vergleichen, dazu noch: Godt, Ueber den Connex erster Ordnung 
und zweiter Classe, Géttingen 1873. 
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Wie durch die gemeinsamen Punkte zweier Fliichen Curven, durch 
die gemeinsamen Linien zweier, beziiglich dreier Complexe Congruen- 
zen und Strahlenfliichen gebildet werden, so werden auch durch die 
gemeinsamen Elemente zweier oder mehrerer Raumconnexe neue Ge- 
bilde erzeugt. 

Zwei Counexe (m,, ,) und (m,, ”,) haben vierfach unendlich 
viele Elemente gemein. Die Gesammtheit derselben bezeichnen wir 
als Raumcoincidenz. In dieser entspricht jeder Ebene w eine Curve 
von der Ordnung m,m,, die Durchschnittslinie der beiden Connex- 
flichen von u, die wir die Coincidenzcurve der Ebene u nennen wollen. 
Jedem Punkte x entspricht eine entwickelbare Fliche von der Classe 
n,n, die Coincidenzfliche von x; sie wird von den gemeinsamen Tan- 
gentialebenen der beiden Connexfliichen des Punktes x umhiillt. Mit 
anderen Worten: Die Punkte, welche sich mit einer gegebenen Ebene 
zu Elementen einer Coincidenz vereinigen, bilden eine Curve, die 
Ebenen, welche mit einem gegebenen Punkte Elemente einer Coinci- 
denz sind, umhiillen eine entwickelbare Fliche. 

Die zusammenfallenden Elemente dreier Connexe (m,, ”,), (m,, %) 
(m,,”,) bilden eine dreifache Mannigfaltigkeit. In derselben entspre- 
chen jeder Ebene wu offenbar m,m,m, Punkte, die Durchschnittspunkte 
der drei Connexflichen von uw, und jedem Punkte x2 n,n,n, Ebenen, 
die gemeinschaftlichen Tangentialebenen der drei Flichen, welche « 
in den gegebenen Connexen entsprechen. Es giebt daher in diesem 
Gebilde im Allgemeinen nur eine endliche Anzahl von Punkten, welche 
sich mit einer gegebenen Ebene zu Elementen vereinigen, und ebenso 
nur eine endliche Anzahl von Ebenen, welche mit einem gegebenen 
Punkte zu Elementen zusammentreten kénnen. 

Vier Connexe (m,,,), (M,, %), (ms, m3) und (m,, m,) kénnen 
nur doppelt unendlich viele Elemente gemein haben. Die Gesammtheit 
dieser Elemente bildet ein Fldchenpaar. Die eine Fliiche wird von den 
Punkten der Elemente des Paares erfiillt, die andere von den Ebenen 
derselben umhiillt. Die Gleichungen dieser Flichen erhilt man, wenn 
man aus den Gleichungen der vier Connexe zuerst u,, U,, Us, U, und 
dann 2,, Z,, Z3, Z, eliminirt. Die Ordnung der ersteren Fliche ist: 

M, MyM, Ny —- MyM, 24%, + MM, Ny Ny + M,N, NL N, 


und die Classe der letzteren: 


N,M,M,M, + NM, mM,m, + Nm, Mm, mM, + NM, M,M,. 
Die einfach unendlich vielen Elemente, welche fiinf Connexen von 
den Ordnungen m,, m,, m;,m,, m, und den Classen n,, ”,, M3, %4, 1; 
gemeinsam sind, bilden in ihrer Gesammtheit eine Curve und eine 
entwickelbare Fiche, also ein aus einer Curve und einer Fliiche be- 
stehendes Paar. Die Curve wird in iihnlicher Weise wie im vorher- 
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gehenden Falle von den Punkten der Elemente des Paares gebildet, 
die Fliiche von den Ebenen derselben umhiillt. Die Ordnung der 
Curve ist: 

M, My 34M, —- MyM; NN; + - + + + MyM; NyNy 
und die Classe der entwickelbaren Fliche: 

2; N. MM, M; + N,N, mM,mM,m, + --- + NN; mM, M~M;. 

Sechs Connexe kénnen, da die Elemente des Raumes eine Mannig- 
faltigkeit von sechs Dimensionen bilden, nur eine endliche Anzahl von 
Elementen gemein haben. Dieselbe ist, wenn m,, m,, mz, M,, M;, Mg 
die Ordnungen und 7,, ”,, 3, %, %;, %_ die Classen der Connexe sind, 
gleich 

M, My My NN; %_ + MM, M,NyNsNy + +> - + MyM, MeN, NyN. 

Ist z. B. ny =n, = 2, = ny = N, = NM = 1, 8O sind die sechs Con- 
nexe, wenn man in ihren Gleichungen u,, u,, u,, u, als Parameter 
auffasst, nicht verschieden von sechs linearen projectivischen Systemen 
von den Ordnungen m,, m,, m,, m,, m,, m,. Die eben gefundene 
Zahl muss daher, wenn man die angegebene Substitution ausfiihrt, in 
die Zahl der Punkte iibergehen, durch welche je sechs entsprechende 
Flichen von sechs linearen projectivischen Systemen hindurchgehen, 
deren Ordnungszahlen beziiglich m,, m,, m,, m,, m,, m, sind, was 
in der That der Fall ist*). Aehnliches gilt von den vorher betrach- 
teten Gebilden, — 

Im Connexe (2, 1), mit dessen Untersuchung wir uns nun be- 
schiftigen werden, ist die Kliiche, welche einem beliebigen Puncte z 
entspricht, von der ersten Classe, also ein Ebenenbiindel, dessen Mittel- 
punkt der zu x gehdrige Punkt genannt wird. Die Bestimmung der 
Anzahl der Punkte, welche mit ihren zugehérigen Punkten zusammen- 
fallen, und die der Orte der Punkte, welche zu den Punkten einer 
Geraden beziiglich einer Ebene gehéren, bildet den Gegenstand des 
ersten Paragraphen. Im zweiten wird die Frage nach den Enveloppen 
der Ebenen, deren Connexfliichen eine Gerade beziiglich eine Ebene 

bertihren, beantwortet und gezeigt, dass diese Enveloppen mit den in 
§ 1. erhaltenen Gebilden identisch sind; daran schliesst sich die Her- 
leitung der Enveloppe der Ebenen, deren Connexfliichen Doppelpunkte 
besitzen und die des Ortes dieser Doppelpunkte. Im dritten Paragra- 
phen werden, nachdem nachgewiesen worden ist, dass die zu den Ebe- 
nen des Raumes gehérigen Flichen Steiner’sche Flichen sind, einige 
Eigenschaften des eben erwihnten Flichenpaares entwickelt. Der 
vierte Paragraph ist zuniichst der Untersuchung eines covarianten Ge- 


*) Vergl. Cremona, Grundziige einer allgemeinen Theorie der Oberflichen, 
deutsch von Curtze, Berlin 1870, 8. 142. 
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bildes gewidmet, das mit einer doppelt biniiren Form zusammenhiingt 
und dessen Gleichung zwei Reihen von Liniencoordinaten enthilt. 
Daran schliesst sich die Einfiihrung des conjugirten Connexes, eines 
Gebildes, welches dem urspriinglichen Connexe in derselben Weise 
gegeniibersteht, wie eine als Punktgebilde betrachtete Fliiche derselben 
Fliche betrachtet als Ebenengebilde. lerner wird der Zusammenhang 
des conjugirten Connexes mit einer doppelt terniiren Form hervorge- 
hoben und angegeben, wie man die Gleichung desselben aufstellen 
kann. Endlich werden im finften und letzten Paragraphen noch einige 
Untersuchungen iiber eine Coincidenz angestellt, welche durch den 
Connex (2, 1) und den besonderen Connex uz, = 0 gegeben ist. Sie 
hetreffen die Enveloppe der Ebenen, deren Coincidenzeurven Doppel- 
punkte besitzen, den Ort dieser Doppelpunkte, den Ort der Coinci- 
denzeurven der Ebenen, welche durch eine Gerade gehen und die 
Enveloppe der Coincidenzkegel, deren Spitzen auf einer Geraden liegen. 


§ 1. 
Betrachtung der Flichen, welche den Punkten x entsprechen. 


Der Raumconnex zweiter Ordnung und erster Classe wird durch 
eine Gleichung von der Form: 


(lye f(@, u) = DL Lay, Frm = az? Ug = 6,2 uz = +--+ - = 0 
gegeben, in welcher aj,,; = a,;,; ist*). Bedient man sich der Ab- 
kiirzungen 

fix = Aik, 1 Ur + Giz, 22 + Aix, Us + dix, 1M 


und 

XO = ayy, 2,7 + doe, Xo? +--+ + Zags, 25 2,, 
so geht sie iiber in 
(2) f= SL finery, = TF XOu;, = O. 

Die Fliche U,, welche einem Punkte x entspricht, ist, wie sich 
aus (1) ergiebt, von der ersten Classe, also ein Punkt, der Triiger oder 
Mittelpunkt des Ebenenbiindels, dessen Ebenen mit 2 Elemente des 
Connexes (2, 1) bilden. Einem Punkte 2 entspricht demnach wieder 
ein Punkt. Derselbe werde der zu x gehdrige Punkt genannt und 
mit § bezeichnet. 

Wir wenden uns nun zuerst zur Beantwortung der Frage, ob ein 
Punkt x mit seinem zugehérigen Punkte § zusammenfallen kann. Zu 
diesem Zwecke gehen wir von der zuletzt angegebenen Form der 
Gleichung (2) 


*) In diesem, sowie in ihnlichen spiiterhin auftretenden Ausdriicken sind, 
wenn das Gegentheil nicht ausdriicklich bemerkt wird, fiir die Indices die Werthe 
1, 2, 3, 4 zu setzen. 
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f= Xu, + Xu, + Xu, + Xu, = 0 
aus, in welcher die X, multiplicirt mit einem Proportionalitits- 
factor g, die Coordinaten des Punktes € bedeuten. Zwei Punkte fallen 
immer und nur dann zusammen, wenn ihre Coordinaten gleich sind. 
Die Bedingungen fiir das Zusammenfallen der Punkte x und & sind 
demnach: 

eXM=2,, eXM—=—-2,, eXV—=2,, oPXV= XY. 


Diese Gleichungen sind gleichbedeutend mit den folgenden sechs Glei- 
chungen, welche man durch Elimination von @ erhiilt: 


4) X°%— Xx, =0, X“g,—X®z,=0, X“z,—Xz,=0, 
X®z,—X®x,—=0, -X®z,—Xz,—=0, Xx,—XMs, = 0. 


Die Anzahl der Punkte xz, welche mit ihren zugehdrigen Punkten & 
zusammenfallen, ist also gleich der Anzahl der Punkte, welche die 
sechs durch die Gleichungen (4) reprisentirten Flichen dritter Ord- 
nung gemein haben. Schreibt man diese Gleichungen in der Form*) 
x x® x®) x 
a, ws meet Slates i, 
so sieht man sofort, dass diejenigen Werthe der Variablen, welche 
drei von ihnen befriedigen, auch den iibrigen im Allgemeinen geniigen 
miissen, ausser in den Fiillen, wo entweder X“, x, oder X®, x, oder 
X, xv, oder endlich X, x, gleichzeitig Null sind, denn dann ‘sind 
nur drei der Gleichungen erfiillt, die tibrigen aber nicht. Wir haben 
also nur die Anzahl der gemeinschaftlichen Punkte von irgend drei 
der durch die Gleichungen (4) repriisentirten Fliichen, z. B. der drei 
ersten zu bestimmen und dabei diejenigen auszuschliessen, welche den 
Flichen X® =O und 2, =O gemeinsam sind. Nun ist die Durch- 
schuittslinie der beiden ersten Flichen eine Curve der neunten Ord- 
nung, welche aus dem Kegelschnitte X“) —0, x, =O oder C, und 
einer Curve siebenter Ordnung C; bestvht. Letztere trifft die dritte 
Fliche in 7-321 Punkten. Von diesen sind noch die Durch- 
schnittspunkte von C, und C; abzuziehen. Um die Anzahl derselben 
zu bestimmen, beachten wir, dass die Punkte, deren Coordinaten den 
Gleichungen 
XMOz, — X@x, =O und XM%7, — Xx, =O 
zugleich geniigen, ohne die Gleichungen 
X® = und 2, = 0 


zu befriedigen, die Gleichung 


*) Vergl. Salmon, Vorlesungen tiber die Algebra der linearen Transfor- 
mationen, deutsch bearbeitet von Fiedler, Leipzig 1877, S. 363 f. 
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|x X@| p 

| a, XO] 
erfiillen miissen, welche eine Fliche dritter Ordnung darstellt. Die 
Punkte, in denen sich diese Fliche und C, schneiden, sind nun offen- 
bar dieselben, in welchen sich C, und C, treffen; ihre Anzahl ist 
gleich 3-2=—6. Die durch die drei ersten der Gleichungen (4) dar- 
gestellten Flaichen schneiden sich daher, ausser in der Curve C,, in 
21 —6 = 15 Punkten. Wir haben somit den Satz: 

Es giebt 15 Punkte, die mit ihren zugehirigen Punkten zusammen- 
fallen, die also mit allen durch sie hindurchgehenden Ebenen Elemente 
des Connexes bilden. 

Diese Punkte sollen Grundpunkte des Connexes genannt werden. 

Obgleich die 15 Grundpunkte durch den Connex bestimmt sind, 
so kénnen doch nicht umgekehrt 15 beliebig im Raume gelegene 
Punkte Grundpunkte eines Connexes zweiter Ordnung und erster Classe 
sein; es diirfen vielmehr nur 13 willkiirlich gewihlt werden, weil 
man sonst 45 lineare Bedingungsgleichungen fiir die 40 homogenen 
Constanten der Gleichung desselben erhalten wiirde, wie man ohne 
Weiteres sieht, wenn man die Gleichung (2) in der Form 

f = ZX (ry3); = 0 
schreibt und beachtet, dass fiir einen Grundpunkt x die Gleichungen 

“ ZXOaey3) =0, LKXA(ry3z)—0, TX(wy"3’) —0 
bestehen miissen. 

Auf die Beziehungen, welche hiernach zwischen den Grundpunkten 
eines Connexes (2, 1) bestehen, soll im Folgenden nicht eingegangen 
werden, wohl aber auf die Frage nach den Punkten €, welche zu den 
Punkten z einer beliebigen Geraden yy, sowie nach denjenigen, welche 
zu den Punkten einer beliebigen Ebene y13 gehéren. 

Um die erste Frage zu beantworten, beachten wir, dass ein be- 
liebiger Punkt x der Verbindungslinie von y und y die Coordinaten 
H1Xi Hy Yi 
hat. Der zu a gehérige Punkt € ist demnach gegeben durch die 

Gleichung 

(5) (%, y+ %, Ay)? Ue = 0. 

Beschreibt 2 die Gerade ry, so erzeugt & eine gewisse Curve. Da zu 
zwei aufeinander folgenden Punkten « und 2” von yy) zwei aufeinander 
folgende Punkte &’ und &” der eben erwihnten Curve gehéren, welche 
Mittelpunkte von Ebenenbiindeln sind, letztere aber ein Ebenenbiischel 
gemein haben, dessen Axe durch &’ und §” geht, so ist diese Axe 
Tangente der Curve und die Ebenen des Biischels sind Tangential- 
ebenen in §’. Die Gleichung der Curve wird erhalten, wenn man die 
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linke Seite von (5) als Function von x, : x, betrachtet und die Diseri- 
minante dieser Function gleich Null setzt. Man hat also x, und x, 
aus den Gleichungen 


e 
n Hy Ay" Wa + Hy Ay Ay Ug = 0, 
t %, Ay Aye + %, Ay’ Ue = 0 
, zu eliminiren. Ersetzt man in der zweiten Gleichung die Symbole aa 
, durch die gleichwerthigen Symbole bf, so erhailt man die Gleichung 
| 2 | 
| arte Ay AyUe | Ay Ay 
a By ; 9 mi" Az by Mats = (AbvW) Az by tats = 0, 
e : | brbyug by? ue | by by | * : 
wenn » und w zwei durch yy gehende Ebenen sind. Vertauscht man 
. endlich aa@ mit bf und nimmt die halbe Summe der Ausdriicke, so 
, ergiebt sich die Gleichung 
(6) (abvw)* tau; = 0, 
| d. i. eine Gleichung zweiten Grades in Ebenencoordinaten. Eine solche 
‘ stellt im Allgemeinen eine Fliche zweiter Classe dar, die aber in be- 


sonderen Fiillen in eine Grenzfliiche*) ausarten kann, also in eine 
Fliche zweiter Ordnung, die ihrer ganzen Ausdehnung nach in eine 
Ebene fallt und in dieser Ebene von einem Kegelschnitte begrenzt 
wird. Da nun das durch die Gleichung (6) dargestellte Gebilde eine 
, Curve sein muss, diese Gleichung aber nur dann eine Curve darstellen 

) kann, wenn die Fliche, die sie repriisentirt, in eine Grenzfliche aus- 
artet, so folgt, dass die von dem Punkte & erzeugte Curve mit dem 





' : Kegelschnitte K identisch sein muss, welcher die Grenzfliche begrenzt. 
. Man hat daher den Satz: 

. Durchliuft ein Punkt x eine Gerade vw, so beschreibt sein zuge- 
, horiger Punkt & einen Kegelschnitt K. 


Wir wollen diesen Kegelschnitt den zu der Geraden vw gchorigen 
Kegelschnitt nennen. 
Da die Punkte von vw offenbar eindeutig auf die Punkte von K 
bezogen sind, so folgt noch, dass beide Gebilde projectivisch sind. 
Es seien ferner xy, 1) und 3 drei nicht in gerader Linie liegende 
' : Punkte einer Ebene v. Die Coordinaten eines beliebigen Punktes x 
von v sind dann, wenn x,, %,, x, verinderliche Parameter bedeuten: 


% Ni-P Hii + Hh » 
und der zu a gehérige Punkt & hat die Gleichung: 
(7) (%, @y + Hy Ay + %3 05) Ue = 0. 


Die Punkte —, welche zu den Punkten x von v gehoren, erfiillen eine 





ball 


ball 


*) Vergl. Hesse, Vorlesungen iiber analytische Geometrie des Raumes, 
Leipzig 1876, S. 173 f. 
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gewisse Flaiche, deren Gleichung in Ebenencoordinaten in ‘hnlicher 
Weise gefunden wird, wie die Gleichung (6). Sie ist: 


G2Uq ArpdyUq AAU | | 4; dy 4; | 

2 on | “an 
brbytig byrug by by ug Lot by by 5; | Arby ce, Uattgty = 0, 
CyO,Uy Cyt, cru, | |G; Cy G 





oder wenn man die Symbole aa, bf, cy auf alle Arten vertauscht, 
i 


¢ der Summe nimmt, (rj); setzt und beriicksichtigt, dass 
Zz + a,b,c, = (aber) ist: 
(8) (abcv)* tats ty = 9; 
daher der Satz: 

Alle Punkte —&, welche zu den Punkten x einer Ebene v gehéren, 
bilden eine Fiche dritter Classe. 
Dieselbe soll mit ® bezeichnet und die zur Ebene v gehirige 


Fliche genannt werden. Ihre Punkte entsprechen eindeutig den Punk- 
ten der Ebene v. 


Wir werden im Folgenden noch einmal auf die Gleichungen (6) 
und (8) gefiihrt werden und dann die durch sie dargestellten Gebilde 
genauer untersuchen. Bevor wir weiter gehen, bemerken wir aber 
noch, dass, wenn 2, x, x drei benachbarte, nicht in einer Geraden 
liegende Punkte von v sind, die durch ihre zugehdrigen Punkte &, 
&’, §” gehende Ebene Tangentialebene der Fliche © im Punkte & ist. 


§ 2. 
Betrachtung der Flichen, welche den Ebenen wu entsprechen. 
Alle Punkte, welche sich mit einer Ebene w zu Elementen des 
Connexes vereinigen, bilden, wie sich sofort aus der Gleichung 
(1) f= LDLDSZ Aix, -LiX_ = DZ fix Xj Xe = Az? Ua = O 
ergiebt, eine Fliche zweiter Ordnung F’,, die Connexfliiche von w. 
Die den Ebenen des Raumes entsprechenden Connexflichen sind 
also Flachen zweiter Ordnung. Man wird daher Kigenschaften des 
Connexes erhalten, wenn man von den bekannten Eigenschaften dieser 


Flichen ausgeht, was im Folgenden geschehen soll. Der Anfang soll 
5 ? 5 5 5 


mit der Aufstellung der Gleichung der Fliiche F, in Liniencoordinaten 
gemacht werden. 


Die Bedingung dafiir, dass die Durchschnittslinie der Ebenen 
v,.=0, w,=0 


die Fliche beriihrt, oder die Gleichung der Fliiche in Liniencoordinaten, 
ist bekanntlich, wenn vw und yz dieselbe Gerade bedeuten: 
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abvw)* uu 
b "Ute. 


% % % % O O 
w, w, w, w, 0 0 | 


Die Coordinaten einer Geraden vw, welche die Connexfliiche der 
Ebene u beriihrt, befriedigen also die Gleichung: 


(2) (abvw)* aus = 0. 


Nimmt man die Gerade vw als fest, die Ebene uw aber als ver- 
iinderlich an, so folgt aus (2) der Satz: 

Alle Ebenen u, deren Connexfliichen eine gegebene Gerade beriihren, 
umhiillen eine Fliche zweiter Classe. 

Die Gleichung (2) ist identisch mit der Gleichung (6) des vorigen 
Paragraphen. Die durch sie dargestellte Hliche ist daher eine Grenz- 
fliche zweiter Ordnung, deren Tangentialebenen zugleich Tangential- 
ebenen des Kegelschnitts K sind, von welchem sie begrenzt wird. 
Mithin beriihren die Connexflichen derjenigen Ebenen, welche durch die- 
selbe Tangente von K gehen, also ein Biischel bilden, die Gerade vw in 
demselben Punkte x, und der Beriihrungspunkt § der Tangente ist der 
zu x gehorige Punkt des Connexes. 

Um ferner die Enveloppe der Ebenen uw zu bestimmen, deren 
Connexfliichen eine gegebene Ebene v beriihren, stelle man die Glei- 
chung der Fliche F', in Ebenencoordinaten oder die Bedingung dafiir 
auf, dass die Ebene v, = 0 die Fliche beriihrt. Sie ist, wenn z, y 
und g drei beliebige Punkte von v sind: 


fir fie fis fis % 
for foe fos fos % 

0= — 6 fs fs fsa hss V3 = (abev) ugg Uy. 
fi fis fas faa % 


v, % vw, wo, 0 
Man hat daher den S.tz: 
Jede Ebene v, dcren Coordinaten die Gleichung 
(3) (abcv)? Ug; uy = 0 
befriedigen , beriihrt die Connexfliiche der Ebene u. 


Betrachtet man in der Gleichung (3) die v; als constant, die w; 
aber als veriinderlich, so folgt weiter: 

Alle Ebenen u, deren Connexfliichen eine gegebene Ebene v beriihren, 
umhiillen eine Fliche dritter Classe. 
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Dieselbe ist identisch mit der zur Ebene v gehérigen Fliche 9, 
wie sich durch Vergleichung von (3) mit (8) des vorigen Paragraphen 
ergiebt. Man ist daher auch berechtigt folgenden Satz auszusprechen: 

Wird eine Ebene v von der Connexfliche einer anderen Ebene u 
in einem Punkte x beriihrt, so fallt der zu x gehirige Punkt mit dem 
Beriihrungspunkte von u und der zu v gehirigen Fliche ® zusammen. 

Wir kommen auf die Flachen © zuriick, nachdem wir noch die 
Frage nach den Ebenen, deren Connexflichen in Kegel ausarten, sowie 
die nach den Spitzen dieser Kegel beantwortet haben. 

Soll die Connexfliche JF’, der Ebene uw ein Kegel sein, so muss 
die Hesse’sche Determinante ihrer Gleichung verschwinden, also die 
Gleichung bestehen: 

| fu hie his hs | 
(4) 0 = 24 fas fee fas fas | on (abcd) tatty UUs, 
fs foe fss fs 
his hie his fas 
was sich in Worten so aussprechen lisst: 

Alle Ebenen, deren Connexfliichen Kegel sind, umhiillen eine Fliche 
vierter Classe. 

Wir wollen sie die Determinantenfliche des Connexes nennen und 
mit A bezeichnen. 

Ist der Punkt x die Spitze des Kegels, der einer Tangentialebene 
wu der Flaiche (4) entspricht, so miissen seine Coordinaten den Glei- 
chungen 
(5) G,4zta=0, A,Oz4a=O0, Gsdzta=0, A, Azta = 9 
gleichzeitig geniigen. Eliminirt man aus denselben die u;, so ergiebt 
sich, indem man die Symbole in den verschiedenen Zeilen beziehungs- 
weise durch aa, bf, cy und dd bezeichnet, die Gleichung: 


| yO Ae Ay Oy Ay Ay MA, A, Gaz | 
| b,B, bz 6b, 8,b2. b,Byb2 6, B, bz 
C3¥ Ce Cy Pole Cg¥3Cu C374 Cx 
d,0,d, d,0,d, d,d,d, d,0,d, 


0 | = a, b, c,d, (aB yd) arbz Cx dz, 


wofiir man, wenn man in derselben die Symbole auf alle Weise ver- 
tauscht, die so entstehenden Gleichungen summirt und den Factor 
vernachlissigt, setzen kann: 

(6) (abed) (aB yd) a,b, ¢,d, = 0, 

Man hat also den Satz: 


Die Spitzen aller Kegel, welche den Tangentialebenen der Determi- 
nantenfliche entsprechen, liegen auf einer Fiche vierter Ordnung 
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Dieser Fliche geben wir den Namen Kernfliiche des Connexes und 
bezeichnen sie mit K. Wir nennen ferner eine Tangentialebene von 
A und die Spitze ihres Connexkegels einander zugeordnet, so dass also 
jeder Tangentialebene von A ein Punkt von K, und umgekehrt jedem 
Punkte von K eine Tangentialebene von A zugeordnet ist. Diese Zu- 
ordnung wird offenbar durch die Gleichungen (5) vermittelt. 

































sem «+ 
Die Flichen >, A und K. 


es 


Die im ersten Paragraphen angestellten Erérterungen fiihrten zu 
dem Resultate, dass im Allgemeinen zu jedem Punkte ein Punkt, zu 
jeder Geraden ein Kegelschnitt und zu jeder Ebene eine Fliche dritter 
Classe gehért und dass zwischen den Coordinaten eines Punktes 2 und 
seines zugehdrigen Punktes & folgende Gleichungen bestehen: 


é=34 86 


7 (1) 7 
o&, = X =Z2 2z Aik, 1 Uj Lp y 
é=ak beet 
na > (2) i=24 i=aé 
e& = XM = ZT FZ au, 2%; 
é‘=1 '=1 
1) 
AF) an i=4 k=4 
¢ r(3 7 
es; = AM = ZZ Aik, 3Ui XE y 
é=asi Bad 
so > (4) é=24 8=é 
OS, = xX =—_ 2) J Aik, 4Vi Vy « 


é=1 &=1 


Fiigt man noch die Gleichung v, 0 hinzu und beachtet, dass die 
den Ebenen des Raumes entsprechenden Connexfliichen von der Ebene 
v in einem dreifach unendlichen System von Curven zweiter Ordnung 
geschnitten werden, welches durch die simultanen Gleichungen 


(2) Xu, + Xu, + Xu, of. x u, = O und V2 = 0 


gegeben ist, so sieht man ohne Weiteres, dass die Eigenschaften der 
zu v gehérigen Fliche ® aus den Eigenschaften des genannten Systems 
abgeleitet werden kénnen. Jede beliebige Ebene v kann nun aber zu 
einer Ebene des Coordinatentetraeders, z. B. zu der durch die Glei- 
chung 2,0 repriisentirten gemacht werden. Dann nehmen die 
Gleichungen (1) und (2) die einfachere Gestalt 

é=23 8=:3 

6§, =f, = 2 LVayniXiX%, 

i=1 &=1 
(3) i=3 k=3 
6&=—f,— 2 Laju,2%Xe, 

i=1 k=1 





Mathematische Annalen. XIV. 









R. Kravse. 





i=3 k=3 


o&, = fs =—2 2 Git Hike y 
(3) 7 é=3 £=8 
o&, == f, om 2 2 Aik, 4 LiL, 
@=t =i 
und 
(4) tf, + tof, + tyfs + uf, = 0 


an. Die Gleichungen (3) sind identisch mit den von Clebsch in 
seiner Abhandlung ,,Ueber die Steiner’sche Fliche“*) aufgestellten 
Gleichungen (4). Letztere stellen die Beziehungen dar, welche zwischen 
den Coordinaten eines Punktes der Steiner’schen Fliche und denen 
eines Punktes einer Ebene bestehen. Wir sehen somit, dass die zu 
den Ebenen des Raumes gehérigen Flichen dritter Classe Steiner’sche 
Flichen sind. Die Eigenschaften derselben hat Clebsch unter Zu- 
grundelegung der Gleichungen (3) in Verbindung mit der Gleichung (4) 
entwickelt. Geometrisch sind die Steiner’schen Flichen von Reye**) 
untersucht worden, welcher von einem Flichengebiisch zweiter Ord- 
nung ausgeht und jeder Fliaiche des Gebiisches eine Ebene zuordnet. 
Da offenbar die Gesammtheit der Fliichen des Gebiisches und ihrer zu- 
geordneten Ebenen mit den Ebenen des Raumes und ihren Connex- 
flichen identisch ist, so bietet weder die analytische noch die geome- 
trische Untersuchung neue Ausgangspunkte dar. Deshalb sehen wir 
von einer Erérterung der Flichen © ab und wenden uns sofort zu den 
Flichen A und K. — 

Wir haben oben gesehen, dass diejenigen Ebenen, deren Connex- 
flichen Doppelpunkte besitzen, also in Kegel ausarten, eine Fliiche 
A = (abcd) Uguguyus = 0 
vierter Classe umhiillen und dass die Doppelpunkte aller dieser Flichen 

auf einer zweiten Fiche 

K = (abed) (aBy9) azb.e,d, = 0 
liegen, welche von der vierten Ordnung ist. Wir gelangten zu diesem 
Resultate, indem wir von der Gleichung der Connexfliche einer Ebene 
in Punktcoordinaten ausgingen und die bekannten Bedingungen auf- 
stellten, unter welchen die Fliiche einen Doppelpunkt besitzt. Dann 
stellt aber ihre Gleichung in Ebenencoordinaten nur noch das Quadrat 
der Gleichung v, = 0 des Doppelpunktes dar. Mithin ist der Werth 
des Ausdrucks 
(abev)* u, ust, — 


5 2 
vy 


*) Crelle’s Journal, Band 67, S. 1 f. 
**) Reye, Die Geometrie der Lage, Hannover 1866, zweite Abtheilung, S. 246f. 
***) Vergl. Gordan, Ueber das Pentaeder der Flichen dritter Ordnung, 
Mathematische Annalen, V. Band, 8. 341 f. 
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unabhiingig von den verinderlichen Gréssen v;, und es muss, wenn v 
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und w ganz beliebige Ebenen bedeuten, die Gleichung 


(abv)? uu, u (abew)? u, uu 


Y CY 


oF w,” 

oder 
(ab6v)* Uaty Uy > Wz? = (AbCW)? Uetz Uy * Vz" 
bestehen. Liegt nun « auf v, aber nicht zugleich auf w, so wird 
v, =O; demnach muss die linke Seite verschwinden, und da w, von 
Null verschieden ist, so muss 
(abev)* Uaeus Uy = 0 

sein. Man hat daher den Satz: 

Geht eine Ebene v durch einen Punkt x der Kernfliiche des Con- 
nexes, so beriihrt ihre Steiner’sche Fliche die dem Punkte zugeordnete 
Ebene. 

Um den Punkt zu bestimmen, in welchem die zuletzt genannte 
Ebene die Determinantenfliche beriihrt, nehmen wir an, u,, Uy, Us, 
u, seien die Coordinaten einer verinderlichen Ebene. Differentiiren 
wir dann die Gleichung 

(abcd)? ue Ug Uy us = 0 
nach den u;, addiren die mit den u; multiplicirten Differentialquotienten 
und setzen die erhaltene Summe gleich Null, so ist 

(abcd)? {tats Uys + Uns Ugly + Ua tyusis + us Uy Ud Nay = O 
die Gleichung des Beriihrungspunktes von A und uw. Sie kann, da die 
einzelnen Glieder des Klammerausdrucks denselben Werth besitzen, 
durch die einfachere Gleichung 

(abcd)? Ua Ug uyis = O 


ersetzt werden. Multipliciren wir ferner die linke Seite derselben mit 
v,?, so erhalten wir, mit Benutzung einer bekannten I[dentitit: 
(abed)* Uatiguy ig > V2" 
— {(abev) de — (abdv)c, + (acdv)b, — (bedv) az}? tats Uy lig. 
Die Glieder auf der rechten Seite sind, mit Ausnahme des ersten, von 
der Form: 
(ab AV)? Ug Mg US + Cx” Uy 
oder 
(abev) (abdv) Cedz Vag ty g = (abdv)dzUatg ts + Z (ADV): Cz Uy. 
Da nun 2 ein Punkt der Kernfliche sein soll, so ist nicht nur 
Az’ Ua = b,? ug = +++ =0, 
sondern auch 
Aj Az Ue = bjbeug = +--+ =U. 


Es wird daher 
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(abcd)? Ug tg ty Ug - V2? = (abCv)* Ugtgty > dz? Us, 
und-da d,?ug = 0 die Gleichung des zu x gehérigen Punktes ist, so 
kénnen wir den Satz aussprechen: 
Der zu einem Punkte x der Kernfliche gehirige Punkt fallt mit 
dem Punkte zusammen, in welchem die Determinantenfliche von der 
zugeordneten Ebene von x beriihrt wird. 


Alle Steiner’schen Flichen, welche zu Ebenen gehéren, die 
durch einen Punkt der Kernfliche gehen, besitzen also erstens eine 
gemeinsame Tangentialebene, zweitens einen gemeinschaftlichen Be- 
rihrungspunkt, den zugehérigen Punkt jenes Punktes; mit anderen 
Worten: 

Die einem Punkte x der Kernfliche zugeordnete Ebene beriihrt 
nicht nur die Determinantenfliche, sondern auch die Steiner’schen 
Fliichen aller durch x gehenden Ebenen in dem zu x gehirigen Punkte. 

‘Die erhaltenen Resultate setzen uns nun in den Stand, auf ein- 
fache Weise die naheliegende Frage zu beantworten, ob es solche 
Ebenen giebt, deren Connexflichen mehr als einen Doppelpunkt be- 
sitzen. Zu dem Ende bemerken wir zunichst, dass jede Fliche zweiter 
Ordnung, welche mehr als einen Doppelpunkt besitzt, in ein Ebenen- 
paar zerfallt. Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir dieses 
Zerfallen ist aber das simultane Verschwinden der Determinante und 
der ersten Unterdeterminanten der Fliiche. Soll demnach die durch 


f= Gz? Ua = LZ fix Xi Xe = 0 


dargestellte Connexfliche der Ebene « ein Ebenenpaar sein, so miissen 
die Gleichungen 


his fie his his 


A ron Fy he hes hrs —T 
far fs2 fs Is4 
hia hie fis fa | 
und 
oA 
Ais O fix ; 


gleichzeitig bestehen*). Die Coordinaten einer jeden solchen Ebene 
befriedigen daher auch die vier Gleichungen: 


aa ys OA Of 


— + 
a he 


7 =—— -_ x = 0. 
ou, Olin 0% 


Diese Gleichungen sind aber die Bedingung dafiir, dass die erwaihnten 


*) Vergl., ausser der zuletzt citirten Abhandlung, Clebsch, Ueber die 
Knotenpunkte der Hesse’schen Fliche, insbesondere bei Oberfliichen dritter Ord- 
nung, Crelle’s Journal, 59. Band, S. 193 f. 
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Ebenen Doppeltangentialebenen der Flaiche A sind. Man hat daher 
den Satz: 

Jede Ebene, deren Connexfliche in ein Ebenenpaar ausartet, ist eine 
Doppeltangentialebene der Determinantenfliche des Connezxes. 


Die Gréssen A;, sind die Coefficienten der Gleichung 


fi fie fis fia % 
for fae fos fay %2 
far fo fas fo, % | = 93 
fia fre fas Fas U4 | 


Vv, V v, v, O 


sie verschwinden fiir jede Doppeltangentialebene der Determinanten- 
fliche, also verschwindet auch die soeben geschriebene Gleichung fiir 
jede solche Ebene unabhingig von den Werthen der v;. Da dieselbe 
fiir constante v; die zu v gehérige Steiner’sche Fliiche darstellt, so 
kann man den Satz aussprechen: 

Alle zu den Ebenen des Raumes gehirigen Steiner’schen Fliichen 
haben die Doppeltangentialebenen der Determinantenfliiche zu gemein- 
samen Tangentialebenen. 

Wir brauchen demnach, um die Anzahl dieser Doppeltangential- 
ebenen zu bestimmen, nur die gemeinschaftlichen Tangentialebenen 
von drei Steiner’schen Flichen, welche zu irgend drei Ebenen ge- 
héren, naher zu untersuchen. Zu diesem Zwecke nehmen wir an: 
(1) Aye + A,Ws = O 
sei die Gleichung einer Ebene v, welche durch die Durchschnittslinie 
der beliebigen Ebenen » und w hindurchgeht, und y und z seien zwei 
Punkte auf dieser Linie. Fiir veriinderliche 4,:4, bilden die durch 
(1) dargestellten Ebenen ein Biischel, wihrend durch die zugehérigen 
Steiner’schen Flichen die Flichenschaar 
(2) {a, (abev) + A,(ab ew)} * Ua Us Uy 

= A,? (aber)? Ua tg Uy + 24, 4,(abev) (abew) ucts Uy 
+ A,? (abew)* Uauguy = 0 

constituirt wird. Die gesuchten Doppeltangentialebenen der Determi- 
nantenfliche befinden sich nun unter den gemeinsamen Tangential- 
ebenen der durch die Gleichung (2) dargestellten Fliichen. Diese Ebenen 
sind aber identisch mit den gemeinsamen Tangentialebenen der drei 
Flichen 

(abew)* Ua Ug Uy =(, 

(abcw) (abew) Uatguy = 0, 
(abew)? ta Up Uy == (), 
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und da dieselben Flichen dritter Classe sind, so haben sie 27 Tangen- 
tialebenen gemein, welche in drei Gruppen zerfallen, je nachdem ihre 
Connexflichen keinen, einen oder mehr als einen Doppelpunkt besitzen. 
Man erhilt daher die gesuchten Kbenen, wenn man von den gemein- 
samen Tangentialebenen der Flichen (3) die den beiden ersten Gruppen 
angehérigen subtrahirt. 


Es sei nun « eine der 27 Ebenen, deren Connexfliiche keinen 
Doppelpunkt besitzt. Da jede Ebene v von den Connexflichen der 
Tangentialebenen der zu ihr gehérigen Steiner’schen Fliche beriihrt 
wird, so muss die Connexfliiche von uw, da diese Ebene Tangential- 
ebene jeder Fliche der Schaar (2) ist, jede Ebene des Biischels (1) 
beriihren. Dies ist aber nur méglich, wenn die Axe des Biischels auf 
der zuletzt genannten Connexfliiche liegt. Eine gegebene Gerade kann 
aber nur auf einer einzigen Connexfliiche liegen, also giebt es unter den 
27 Ebenen nur eine, deren Connexfliiche keinen Doppelpunkt hat. 


Man erhalt dasselbe Resultat, wenn man beachtet, dass die Glei- 
chung ‘der Connexfliche von w fiir jeden Punkt der Geraden yz be- 
stehen, dass also gleichzeitig 


Gy'te=U, aAyatte=0, 7g = 0 


sein muss; denn diese Gleichungen sind fiir die u; linear, bestimmen 
also nur eine Ebene. 


Gehért die Ebene wu der zweiten Gruppe an, so ist ihre Connex- 
fliche ein Kegel. Da wu jede Flache der Schaar (2) beriihrt, so muss 
die Spitze des Kegels auf jeder Ebene des Biischels (1), also auf der 
Axe desselben liegen. Letztere hat als willkiirlich gewiihlte Gerade 
4 Punkte mit der Kernfliche gemein, und jede einem solchen Punkte 
zugeordnete Ebene beriihrt die drei Flichen (3) in demselben Punkte, 


mithin ist sie unter den gemeinsamen Tangentialebenen derselben vier- 
fach zu ziihlen. 


Da sich nun unter den 27 gemeinsamen Tangentialebenen der 
Flichen (3) eine befindet, deren Connexfliiche keinen Doppelpunkt 
besitzt, ferner vier vierfach zu zihlende, deren Connexfliichen einen 
Doppelpunkt haben, also Kegel sind, so bleiben noch 27 —1—4-4=— 10 
Ebenen, deren Connexflichen mehr als einen Doppelpunkt besitzen, 


also in Ebenenpaare zerfallen. Wir kénnen daher den Satz aus- 
sprechen : 


Die Determinantenfliche des Connexes (2, 1) hat 10 Doppeltangen- 
tialebenen. 


Beachtet man, dass die Doppelpunkte der Connexflichen auf der 
Kernfliche liegen, dass ferner die Punkte der Durchschnittslinien der 
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eben erwaihnten Ebenenpaare als Doppelpunkte zu betrachten sind, so 
ergiebt sich noch der Satz: 

Auf der Kernfliche des Connexes (2, 1) liegen wenigstens 10 gerade 
Linien. 


g 4. 


Betrachtung eines eigenthiimlichen covarianten Gebildes. 
Der conjugirte Connex. 


Die gleichzeitige Betrachtung der Punkte einer Reihe und der 
Ebenen eines Biischels einerseits, sowie die der Punkte eines Feldes 
und der Ebenen eines Biindels andererseits fiihrt auf neue Eigenschaften 
des Connexes, von welchen wir jedoch nur zwei hervorheben wollen. 

Ist naimlich x, + ,3 oder x irgend ein Punkt der Reihe, deren 
Trager die Gerade 3 ist und 4,» + 4,w oder « irgend eine Ebene 
des Biischels, welches die Gerade »w zur Axe hat, so ist x, w ein 
Element, welches dem gegebenen Connexe, er sei von der m'" Ord- 
nung und n'* Classe, im Allgemeinen nicht angehért. Soll jedoch 
xz, uw Element dieses Connexes sein, so wird jedem Punkte der Reihe 
eine Gruppe [, von » Ebenen des Biischels, jeder Ebene des Biischels 
eine Gruppe G,, von m Punkten der Reihe zugeordnet. Die n Ebenen 
sind die durch »w gehenden Tangentialebenen an die dem Punkte x 
entsprechende Fliche U,, die m Punkte die Durchschnittspunkte der 
Geraden 3 und der Connexfliiche F,, der Ebene u. Wenn nun die 
dem Punkte a entsprechende Fliche U, von der Geraden yw beriihrt 
wird, so fallen von den » Tangentialebenen, welche sich durch diese 
Gerade an die Fliche legen lassen, zwei zusammen. Ebenso vereini- 
gen sich, wenn 3 die der Ebene uw entsprechende Fliche F*,, beriihrt, 
zwei von den m auf 3 liegenden Schnittpunkten im Beriihrungspunkte. 

Um die Gleichung aufzustellen, welcher die Coordinaten zweier 
solcher zusammengehérigen Geraden geniigen miissen, hat man nur 
die Bedingung dafiir anzugeben, dass die Gleichung 


(1) P = (1, Ay + Hy)” (A, Va + AQ We)” = 
eine Doppelwurzel x,: x, und gleichzeitig eine Doppelwurzel 4, : 2, . 


habe. Diese Bedingung erhilt man, wenn man die Gréssen x,, x, und 
4,, 4. aus den vier Gleichungen 





2 . oT + ae + a 
(2) On, %; OX , Cx ? Org ) 
eliminirt; wegen der doppelten Homogeneitit von q@ vertreten diese 
Gleichungen nur die Stelle von dreien, sie kénnen daher nur auf eine 
Resultirende FR fiihren. 

In unserem Falle, in welchem m gleich 2 und m gleich 1 ist, 
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kann man nicht mehr von einer Doppelwurzel 4, : 4, sprechen. Gleich- 
wohl verliert das eben angegebene Verfahren seine Giltigkeit nicht. 
Setzt man nimlich symbolisch 


@ = A,, a4 —A,, veo =A, We — A, 
so nimmt die Gleichung (1) die Form 
(3) @ = (A,x,+A,%,)? (Aya, + A,A,) = AZAr = 0,4, + 0,4, = 0 


an, und an Stelle von (2) treten die Gleichungen 








0g, 0%, ss 0, ' 0%, —_ 
ox, A, + ony A, 4 0, A, i Ons A, = 0. 


Og 
%,=0, %,=—0. 
Die Elimination von A,, 4, aus den beiden ersten fiihrt auf das Ver- 
schwinden der Jacobi’schen Determinante von ®, und ®,, was be- 
kanntlich eine Folge der beiden letzten ist. Demmnach ist die oben 
erwahnte Function R im vorliegenden Falle identisch mit der Resultante 
von ®, und %, oder A,?A, und A,?A,. Um dieselbe zu _ bilden, 
erinnern wir daran, dass 

(ab)? (a’b’)? — (aa’)? (bb’y? 

die symbolische Form der Resultante der beiden Formen a,? und a? 
ist.*) Benutzt man also die Symbole ABAB und CDIA, so er- 
halt man: 

(AB) (CD) A,B, f,4, — (AB)? (CD) A,B,1,A, 

= (4B) (CD)*A, 4,(Bl) = (A B)* (CD)? (AA) (BP). 

Sind nun (vw);, die Axencoordinaten von 3 und (yz);, die Strahlen- 
coordinaten von »w, so ist 


(4) 


(AB) = 2+ ayb, = (abvow), (CD) = 2+ od, = (cdvw), 
(AA) = S+vews= (adyz), (BI) = L+vgw,— (Byyz). 
Demnach befriedigen die Coordinaten der Geraden 3 und ww die 

Gleichung 
(5) (abvw)? (cdvw)* (ad yz) (Byyz) = 0. 

Bei der Aufstellung derselben sind wir von den Gleichungen (2) 
ausgegangen, welche die Bedingung ausdriicken, dass die Gleichung 
(1) ein Paar zusammengehérige Doppelwurzeln besitzt. Da nun die 
Gleichung (3) in 4,, 4, linear ist, von einer Doppelwurzel 4, : 4, also 


nicht die Rede sein kann, so entsteht die Frage nach der Bedeutung 
der Gleichung (5). 


Um dieselbe zu beantworten, bemerken wir, dass die beiden letzten 


*) Vergl. Clebsch, Theorie der biniren algebraischen Formen, Leipzig 1872, 
S. 88. 
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Gleichungen (4) die Bedingung angeben, unter welcher jeder beliebige 
Werth von A, : A, der Gleichung (3) geniigt. Wird also die Gleichung 
(5) von den Coordinaten zweier Geraden 1; oder vw und yw oder yz 
befriedigt, so muss irgend ein auf vw liegender Punkt x mit jeder 
durch yz gehenden Ebene uw ein Element des gegebenen Connexes 
bilden. Dies wird offenbar nur dann geschehen kénnen, wenn das 
Ebenenbiischel, welches yz zur Axe hat, in dem zum Punkte x ge- 
hérigen Ebenenbiindel enthalten ist, wenn also die Gerade yz durch 
den zu x gehérigen Punkt € geht. Da nun zu den Punkten einer 
Geraden die Punkte eines Kegelschnitts gehéren und die Gleichung (5) 
fiir constante (vw);, einen Liniencomplex zweiten Grades darstellt, so 
hat man, wenn man noch zwei Gerade, die wie vw und yz zusammen- 
gehéren, als conjugirt bezeichnet, den Satz: 

Beschreibt ein Punkt x eine Gerade vw, so durchliiuft die con- 
jugirte Gerade yz der letzteren einen speciellen Complex zweiten 
Grades, dessen stimmtliche Strahlen durch die Punkte eines Kegel- 
schnitts gehen. 

Beachtet man ferner, dass jede durch yz gehende Ebene w mit 
allen Punkten ihrer Connexfliiche zu Elementen des Connexes zusam- 
mentritt und dass die Fliichen, welche den durch die Gerade yz gehen- 
den Ebenen entsprechen, ein Biischel zweiter Ordnung bilden, so lisst 
sich die Bedingung, dass irgend ein auf vw liegendes x mit allen durch 
yz gehenden Ebenen Elemente des Connexes bilde, ersetzen durch die 
andere, dass alle diesen Ebenen entsprechenden Flaichen durch den 
Punkt « gehen. Nun giebt es aber unzihlig viele Punkte, welche 
dieser Bedingung geniigen, niimlich die Punkte der Basiscurve des 
Biischels, und da x gleichzeitig auf der Geraden vw liegt, so ergiebt 
sich, wenn man in (5) die (yz);, constant, die (vw);, aber veriinderlich 
nimmt, der Satz: 

Dreht sich eine Ebene wm eine Gerade yz, so beschreibt die con- 
jugirte Gerade vw einen speciellen Complex vierten Grades, dessen 
stimmtliche Axen eine Curve vierter Ordnung schneiden. — 

Sei ferner ein beliebiger Punkt y der Durchschnittspunkt dreier 
Ebenen u, », w und eine beliebige Ebene v die Verbindungsebene 
dreier nicht in gerader Linie liegenden Punkte yr, y, 3. Der Punkt y 
und die Ebene v bilden dann zusammen ein Element, welches dem 
Connexe, er sei wiederum von der m'* Ordnung und der n' Classe, 
im Allgemeinen nicht angehdrt. y ist Mittelpunkt eines Biindels von 
Ebenen u, v Triger eines Feldes von Punkten x. Verlangt man, dass 
x, wu ein Element des gegebenen Connexes sein soll, so werden jedem 
« einfach unendlich viele Ebenen zugeordnet, welche einen Kegel der 
n= Classe K, mit der Spitze y umhiillen und jedem w einfach unend- 

lich viele Punkte, welche eine auf v liegende Curve m'* Ordnung Cp, 
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bilden, und zwar ist der Kegel Tangentialkegel von y au die dem 
Punkte zx entsprechende Fliiche U,, die Curve Durchschnittslinie von 
v und der Connexfliche F,,, der Ebene wu. 
Bezeichnet man demnach einen Punkt x des Feldes mit 

1X FX) + %53 
und eine Ebene wu des Biindels mit 

4u+ 4,0 + A,, 
so miissen die Coordinaten der Punkte der Curve und die der Tan- 
gentialebenen des Kegels die Gleichung 


P = (Ay Hy Ay H5 ,)” (Ay Wa Ay Va Ay Wa)” = 0 

befriedigen. Setzt man symbolisch 

a,=2A,, @=A,, 4,=— Ay, 

Wa=A,, ve =A,, Wa =A;, 
so geht dieselbe iiber in 
(6) p = (A,x%,+ A, x, + A, %5)” (Ay 4, Ay dy A; 43)" = Ay™A”* = 0. 
Stellt ‘man nun die Forderung, dass die der Ebene uw entsprechende 
Curve C,, einen Doppelpunkt und der dem Punkte x entsprechende 
Kegel K, eine Doppeltangentialebene besitze, so darf y, v nicht mehr 
willkiirlich gewihlt werden, sondern muss einem Connexe angehéren, 


welcher der conjugirte Connex des urspriinglichen Connexes genannt 
werden soll. 


Die genannte Bedingung wird immer erfiillt, wenn die Gleichungen 


<? =, —% —0, <2 —0, 
(1) ax, Ox. Ox; 

oe an @ at @ we on @ 

Or, * @% 7 0A, 


gleichzeitig bestehen. liminirt man aus denselben die Grissen x; 
und 4;(i=1,2,3), so kommen in dem Resultate nur Factoren von 
den Formen (ABC) und (ABI) vor. Ersetzt man endlich jeden Factor 
(ABC)=2-+a, bye, durch (abcv) und jeden Factor (ABT) = 2+ ads wy 
durch (aByy), so erhilt man die Gleichung des conjugirten Connezxes. 
Man kann dieselbe auch noch auf andere Weise ermitteln. Jede 
Tangentialebene einer Fliiche F,, schneidet dieselbe bekanntlich in 
einer Curve mit Doppelpunkt und der Beriihrungspunkt der ersteren 
ist der Doppelpunkt der letzteren; ferner besitzt jeder einer Fliche U, 
umschriebene Kegel, dessen Scheitel auf U, liegt, eine Doppeltan- 
gentialebene, welche zugleich die Fliche U, im Scheitel des Kegels 
bertihrt. Ist nun z, uw ein Element des gegebenen Connexes, so ist 
x ein Punkt der Connexfliiche F,, von uw, w eine Tangentialebene 
der Connexfliiche U, von w. Ist ferner v Tangentialebene in x an 


















on 


Wn- 





F,,, y Beriihrungspunkt von w und U,, so ist offenbar y, v ein Ele- 
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ment des conjugirten Connexes. 

In dieser Weise gehért zu jedem Elemente x, u des gegebenen 
Connexes ein Element y, v des conjugirten und die Gleichung des 
letzteren erhalt man auch, wenn man aus den Gleichungen 

3 P 
fej a BE appa ne pave 

die x; wnd die u; eliminirt, wobei unter f= 0 die Gleichung des ge- 
gebenen Connexes zu verstehen ist. — 

Fiir den Connex (2, 1), zu welchem wir jetzt iibergehen, tritt an 
die Stelle der Gleichung (6) die Gleichung 


(8) gp = AZA, = 9,4, + a, + 0,4, = 0, 


wo also ®, = A,?A,, ®, = A,?A,, D, = A,?A, gesetzt worden ist, 
und die Gleichungen (7) nehmen folgende Gestalt an: 


a® A%, 6%, 


1 » atin 

Ox, A, + On A, + Oxy A; 0, 

ag, 2%, 20 

- A A, = A, = 0 
(9) Ox» 1 + 0% 2 + OX, A, ’ 

oo, 0, oo, 

- ‘ -,—* ‘ = ( 

i, Ata, Sta, s—% 


%,=0, %,=—0, 0,=0. 


Die Elimination der Gréssen 2,, 4,, 4, aus den drei ersten Gleichun- 
gen fiihrt auf die Jacobi’sche Determinante der Functionen %,, , 
und ®,. Da deren Verschwinden eine Folge der drei letzten Glei- 
chungen ist, so ist das Resultat der Elimination der x; und A;(i= 1,2,3) 
aus den sechs Gleichungen (9) identisch mit der Resultante der drei 
letzten derselben. Die Aufgabe, die Gleichung des conjugirten Con- 
nexes aufzustellen, ist daher zuriickgefiihrt auf die andere, die Re- 
sultante dreier ternidren quadratischen Formen symbolisch zu bilden. 
Diese Aufgabe ist von Gundelfinger im 80. Bande des Journals fiir 
die reine und angewandte Mathematik gelést worden. In dem dort 
gegebenen Ausdrucke hat man die Symbole a;, b;, ¢ u. s. w. durch 
die Symbole A;A,, A;A,, A;A, u. s. w. zu ersetzen (i = 1, 2, 3), die 
gleichwerthigen Symbole so zu vertauschen, dass die Glieder der Summe, 
welche sich durch Addition der erhaltenen Ausdriicke ergiebt, einen 
gleichen Factor besitzen und die Summe der ungleichen Factoren eine 
Determinante von der Form (ABI) ist. Dieses Verfahren ist so lange 
fortzusetzen, bis alle Producte der Form A,B,f, durch Determinanten 
der Form (ABI) ersetzt sind. In dem so erhaltenen Resultate hat 
man noch, wie oben bereits angegeben wurde, jeden Factor (ABC) 
durch (abcv) und jeden Factor (ABI) durch (@Byy) zu ersetzen. Man 
erhdlt dann eine Gleichung 











316 


R. Krause. 


(10) Fly, v) = 0, 
welche in den y; vom vierten und in den v; vom achten Grade ist. 
Dieselbe ist die Gleichung des conjugirten Connezxes. 

Von der wirklichen Ausfiihrung der angegebenen Operationen soll 
hier abgesehen werden, da dieselbe einen zu grossen Raum einnehmen 
wiirde und das Resultat fiir das Folgende ohne Belang ist. 

Wir kehren zur Gleichung (8) zuriick. Da die Gréssen 4,, A,, A, 
linear in derselben vorkommen, von einem doppelten Werthsystem 
4, : 4,:4, also keine Rede sein kann, so hat die allgemeine Definition 
des conjugirten Connexes im vorliegenden Falle keinen Sinn. Gleich- 
wohl werden die drei letzten Gleichungen (9) nicht vdllig bedeutungs- 
los, sondern sie geben die Bedingung an, unter welcher jedes Werth- 
system 4, :4,:4, die Gleichung (8) befriedigt. Geniigen demnach die 
Coordinaten eines Elementes y, v der Gleichung (10), so muss ein ge- 
wisser auf v liegender Punkt x mit allen durch y gehenden Ebenen 
u Elemente des urspriinglichen Connexes bilden. Dies ist aber nur 
dann mdglich, wenn y mit dem zu 2 gehérigen Punkte § zusammen- 
fallt. Nimmt man daher in der Gleichung (10) die »; constant, die y; 
aber als veriinderlich an, so folgt, dass dieselbe nicht verschieden 
sein kann von der Gleichung der zur Ebene v gehirigen Steiner’schen 
Fliche in Punktcoordinaten. Wir sind somit auch zu dem bekannten 
Resultate gelangt, dass die zu einer Ebene gehérige Steiner’sche 
Fliche ® von der vierten Ordnung ist. 

Der Punkt 2 muss auf der Connexfliiche der Ebene w liegen, wenn 
x, u ein Element des gegebenen Connexes sein soll. Mithin ist die 
Bedingung, dass x mit allen durch y gehenden Ebenen u Elemente 
des Connexes bilde, identisch damit, dass alle Flachen, welche diesen 
Ebenen entsprechen , durch den Punkt x gehen. Nimmt man demnach 
in der Gleichung (10) die y; constant, die v; aber veriinderlich, so 
stellt sie das Product der Gleichungen der gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunkte jener Flichen in Ebenencoordinaten dar. Die Connex- 
flichen der durch y gehenden Ebenen bilden aber ein Netz, haben 
also acht Punkte gemein; daraus folgt, dass die Gleichung (10) in den 
v; vom achten Grade sein muss, ein Resultat, das mit dem oben auf 
anderem Wege gefundenen iibereinstimmt. 


§ 5. 
Die Hauptcoincidenz. 


Wir bringen endlich den gegebenen Connex mit einem anderen 
in Verbindung, welcher sich durch besondere Eigenthiimlichkeiten vor 
allen iibrigen Connexen auszeichnet. Derselbe wird durch die Glei- 
chung u, = 0 oder 
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Uy Ly + Uy Ly + Ug; + Uy, = 0 
gegeben und soll als identischer Connex bezeichnet werden. Elemente 
desselben bilden jeder Punkt mit jeder durch ihn gehenden Ebene, 
jede Ebene mit jedem auf ihr liegenden Punkte. Die einem Punkte 
x entsprechende Fiche U, ist also der Punkt selbst als Mittelpunkt 
eines Ebenenbiindels betrachtet und die einer Ebene u entsprechende 
Flaiche ist die Ebene selbst, betrachtet als Triiger eines Punktfeldes. 

Durch die Gesammtheit der Elemente, welche einem gegebenen 
Connexe (m, ”) und dem identischen gemeinsam sind, wird eine 
Coincidenz gebildet, welche fiir das Studium des Connexes dieselbe 
Wichtigkeit besitzt, wie das von einer Curve auf einer Geraden, oder 
das von einer Fliiche auf einer Ebene gebildete Punktsystem fiir das 
Studium der Curve beziiglich der Fliche. Wir nennen sie die Haupt- 
coincidenz des Connexes. Elemente derselben bilden jeder Punkt x 
mit allen durch ihn an die entsprechende Fliche U, gehenden Tan- 
gentialebenen, jede Ebene w mit allen auf ihr liegenden Punkten der 
entsprechenden Fliche F,,,. Mit andern Worten: Jedem Punkte x 
entspricht ein Kegel K, der n'* Classe, die Enveloppe der durch x 
gehenden Tangentialebenen von U,, jeder Ebene wu eine Curve C,, der 
m'*" Ordnung, die Durchschnittslinie von u und F,,. 

In unserem Falle entspricht jedem Punkte 2 ein Kegel erster 
Classe K,, d. i. ein Ebenenbtischel, dessen Axe durch die Punkte x 
und € geht, jeder Ebene wu ein auf ihr liegender Kegelschnitt, die Durch- 
schnittslinie von « und F,. 

Eine Ausnahme machen die Grundpunkte des Connexes, denn 
jeder solche Punkt bildet mit allen durch ihn gehenden Ebenen Manente 
der Hauptcoincidenz. 

Kine Ebene uw kann dagegen nur dann mit allen auf ihr liegenden 
Punkten Elemente der Hauptcoincidenz bilden, wenn sie erstens eine 
Doppeltangentialebene der Determinantenfliche des Connexes ist und 
zweitens mit einer Ebene des ihr entsprechenden Ebenenpaares zusam- 
menfallt. Dies kann aber nur in sehr speciellen Fallen geschehen: 

Es giebt jedoch unzihlig viele Ebenen, deren Hauptcoincidenz- 
curven Doppelpunkte besitzen, also in Geradenpaare zerfallen. Dies 
tritt stets ein, wenn eine Ebene w die ihr entsprechende Fliche F, 
beriihrt. Um die Bedingung dafiir anzugeben, gehen wir auf die 
Gleichung von F’, in Ebenencoordinaten zuriick; sie ist: 





(abcv)*Uguguy = 0. 


Die durch sie dargestellte Fliche wird von der Ebene wu beriihrt, wenn 
uw mit » zusammenfiallt. Die gesuchte Bedingung wird daher durch 
die Gleichung 


(1) (abcu)*Uqts Uy = 0 
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ausgedriickt, welche ein Fliche 5'** Classe darstellt. Wir kénnen so- 
mit den Satz aussprechen: 

Alle Ebenen, deren Havuptcoincidenzcurven in Geradenpaare zer- 
fallen, umhiillen eine Fiche 5' Classe. 

Jede Tangentialebene u dieser Fliche beriihrt, wie bereits bemerkt 
wurde, ihre Connexfliche f= a,?u.—0. Bezeichnet man den Be- 
rihrungspunkt mit z, so miissen die Coordinaten von u die Gleichung 


of ax ex® ax®) ax) 
ZYi 5g = Zyi fu, —— + u,~— + u. te 
Vida, iy da, | ? Ga, M3 Oa, “son, 





befriedigen. Dies ist aber nur méglich, wenn die vier Gleichungen 


SuyX,M—eu,, SyXM—ou,, Su X,%—eu,, TyX,9—oeu, 


ax 
: ead , . , ox 
gleichzeitig bestehen, unter X;,“) den Differentialquotienten aa, «(Were 
standen. Dieselben lassen sich ersetzen durch 
Z(X,umu, — X,uyu,) = 90, 2(X,Mumu, — X,uu,) = 0, 
2(X,"u,u, — X,Yumu,) = 0, 2(X,Munu, — X,“uu.) = 0, 
2(X,Mumu, — XMuu,) = 0, 2(X,uu, — X,upus) = 0. 
Neben diesen Gleichungen besteht offenbar noch die Gieichung u, = 0. 
Multiplicirt man sie der Reihe nach mit u,, u,, u,, %,, so erhalt man 
ein System von 10 Gleichungen, in welchen die 10 Gréssen 
ts? 6,7, Uy?, hy? , 16, Mn, Uy Ug, Uh, Uy, Unthg, May, Uy My 
linear vorkommen. Man kann dieselben also ohne Weiteres eliminiren. 


Die Coordinaten des Beriihrungspunktes von uw und f geniigen daher, 
wenn die Determinante des Systems mit D bezeichnet wird, der Gleichung: 


D=—=—O. 
Die linke Seite derselben enthilt die x; im zehnten, die Coefficien- 


ten der Connexgleichung im sechsten Grade, also in symbolischer Ge- 
stalt nur Glieder von der Form 


aabbecddeeffaBydepxrxxxxrxxrxr“re. 


Da nun in ihr nur symbolische Factoren von der Form 


(abcd), (a@By0), de, Gg, Gz, (@Byax) 
vorkommen kénnen, so folgt, dass entweder alle x, oder wenigstens 
9 oder 8 mit lateinischen Buchstaben zusammentreten miissen. Die 
verschiedenen Formen, welche in den beiden ersten Fiillen méglich sind, 
verschwinden identisch, da sie bei Vertauschung der Symbole ihr 
Vorzeichen indern. Im letzten Falle sind nur die Formen 
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(abed) (aBex) (yO px) Arbre dzlx? fx? 


(abed) (aByx) (Oepx) agbz Cz dpex? fx? 
modglich, von denen die zweite identisch Null ist. Demnach kann die 
erste, abgesehen von einem numerischen Factor, nicht verschieden sein 
von der linken Seite der Gleichung (2). Wir haben somit den Satz: 
Die Doppelpunkte der Havuptcoincidenzcurven, d. h. die Punkte, 
in welchen die Tangentialebenen der Fliiche (1) ihre Connexflichen 
beriihren, bilden eine Fliiche zehnter Ordnung, deren Gleichung ist: 


(3) P = (abed) (aB ex) (yO px) azbzlzdzez*fe? = 0. 
Sondert man von der linken Seite derselben den Factor (af ¢x)e,? 
ab, ersetzt ihn durch 2(aB);.(€X):mez? oder 
Cx” (8 Hy — &H,) (@B) 34 + Cx” (8 Ly — & 52) (@ B)qy + Cx? (Ly — & X,) (@B)os 
+ Cx? (&X3 — 85%) (@B) 14+ Ca” (p14 — & 4%) (HB) g, + Cn? (85.04 — & 43) (@ B) 40 
und beriicksichtigt die Gleichungen (4) des ersten Paragraphen, in 
welchen e,?¢; = X gesetzt war, so sieht man, dass die Gleichung (3) 
fiir die Coordinaten jedes der 15 Grundpunkte identisch verschwindet, 


dass also die durch (3) dargestellte Fliche P durch die 15 Grund- 
punkte des Connexes geht. 


und 


Beachtet man weiter, dass 
a: = (abcd) azbstzdze.’ fa’ {(aB ex) (y dQ): + (y d=) («Be);\ 

+ (abed)(aBex) (yd px) { breeder le? fe? Gi + Oz Cr dela? fe?d; 

+ debszdrex? fe? 6; + debe rex fe? di + 2 Arde Cr de xf x? ; 

+ 2dg betes es" fefit 
ist und dass alle Glieder auf der rechten Seite verschwinden, wenn 
man fiir die x; die Coordinaten der Grundpunkte setzt — jedes hat 
nimlich entweder den Factor e,*(aPex) oder f,?(ydqx) —, so ergiebt 
sich noch der Satz: 

Die 15 Grundpunkte des Connexes (2, 1) sind Doppelpunkte der 
Fliche P. 

An die vorhergehenden Erérterungen kniipfen wir noch die Frage 
nach dem Orte der Coincidenzcurven derjenigen Ebenen, welche durch 


eine Gerade gehen, und die nach der Enveloppe der Coincidenzkegel, 
deren Spitzen auf einer Geraden liegen. 


Um die Gleichung des eben genannten Ortes aufzustellen, beachten 
wir, dass die Hauptcoincidenzcurve einer Ebene wu durch die Gleichungen 


(4) Q.2Ue = 0 und uz, = 0 


gegeben ist. Soll « durch eine Gerade, welche zwei beliebige Punkte 
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y und g verbindet, hindurchgehen, so miissen die Coordinaten von u 
gleichzeitig die Gleichungen 
(5) uy, = 0 und u, = 0 


befriedigen. Aus den drei letzten Gleichungen (4) und (5) ergiebt sich 
nun, wenn man den Proportionalititsfactor vernachlissigt: 
uy = (ZY2);, 
und wenn man diese Werthe in die erste Gleichung substituirt: 
(6) az"(axyz) = 0. 

Wir sind sonach zu dem Resultate gelangt: 

Wenn sich eine Ebene um eine in ihr liegende feste Gerade dreht, 
so beschreibt ihre Hauptcoincidenzcurve eine Fliche dritter Ordnung. 
Wir wollen sie mit X,, bezeichnen. 

Um ferner die Gleichung der Enveloppe der Coincidenzkegel ab- 
zuleiten, deren Spitzen auf einer Geraden liegen, beachten wir, dass 
die Gleichungen (4) nicht nur die Coincidenzcurve der Ebene wu, son- 
dern auch den Coincidenzkegel des Punktes x repriisentiren. Stellen 
wir demnach die Gerade als Durchschnittslinie zweier Ebenen v und w 
dar, so miissen die Coordinaten von « gleichzeitig den Gleichungen 


vz = 0 und w, = 0 


geniigen. Aus denselben und der zweiten der Gleichungen (4) erhal- 
ten wir, mit Vernachliissigung des Proportionalitiitsfactors, 


L; = (Uvw);, 
mithin, da diese Werthe auch der ersten der Gleichungen (4) geniigen 
miissen, als Gleichung der gesuchten Enveloppe: 


(7) (auvw)? te = 0, 


ein Resultat, das sich folgendermassen aussprechen lisst: 

Durchliiuft ein Punkt eine Gerade, so beschreibt sein Coincidenz- 
kegel eine Fliche dritter Classe Uy. 

Was nun zuniichst die Fliche X,, betrifft, so folgt aus der Her- 
leitung ihrer Gleichung a,?(«xzyz) == 0 ohne Weiteres, dass eine Ebene 
des Coincidenzkegels (Ebenenbiischels) eines Punktes x, dessen Coor- 
dinaten die Gleichung befriedigen, durch die Gerade yz geht. Mithin 
muss die Axe des Biischels die eben genannte Gerade schneiden. Um- 
gekehrt muss jede Gerade yz, deren Coordinaten der Gleichung ge- 
niigen, in einer Ebene des dem Punkte x entsprechenden Biischels 
liegen, also die Axe desselben treffen. JF iir verdnderliche (y2);x ist 
demnach 


(8) ay? (a xyz) = 0 
die Gleichung des Coincidenzkegels des Punktes x in Liniencoordinaten. 
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Der blosse Anblick der Gleichung (8) lehrt, dass dieselbe identisch 
erfillt wird, wenn man fiir die a; der Reihe nach y;, 2; und x, y;+ %,4; 
setzt. Die Fliiche X,, enthilt demnach nicht nur die Punkte y und z, 
sondern auch jeden Punkt ihrer Verbindungslinic, mithin die Gerade 
yz selbst. Letztere ist daher eine der 27 Geraden der Fliche. 

Ersetzt man die linke Seite der Gleichung der Fliiche X,, durch 
einen Ausdruck, welcher dem oben fiir den Factor (afex)e,? gesetaten 
ihnlich ist, und beriicksichtigt das dort Gesagte, so sieht man ferner, 
dass sie fiir die Coordinaten jedes der 15 Grundpunkte identisch ver- 
schwindet. Sdmmtliche den Geraden des Raumes entsprechenden Fliichen 
X,, gehen also durch die 15 Grundpunkte des Connexes, und umge- 
kehrt: Jede Fléche dritter Ordnung, welche durch diese Punkte geht, 
ist mit einer Fiche X,. identisch. Denn sie ist im Allyemeinen dureh 
vier beliebige Punkte 2, 2®, 2), 2 bestimmt, wie man sofort er- 
kennt, wenn man beachtet, dass jede Fliche dritter Ordnung durch 
19 Punkte bestimmt ist und dass sich die Parameter (yz),, aus den 
Gleichungen 


9 


(9) a, (@aMy2) =0, a, (ax yz) =0, a, (@x®yz) = 0, 


x2) 


2 


A, (axMyz) =O 
in Verbindung mit der bekannten Relation 


(Y2)i2(Y% 34 + (Y2)13(Y%)92 HY 2)14(Y Zon = O 

berechnen lassen. Da die letzte Gleichung quadratisch ist, so erhiilt 
man fiir die Verhiiltnisse der (yz);, zwei Werthsysteme, also auch 
zwei Gerade yz und mit ibnen zwei Fliichen X,,. Dasselbe Resultat 
ergiebt sich auch auf folgende Weise: Die Gerade yz muss, da ihre 
Coordinaten den Gleichungen (9) gleichzeitig geniigen, die Coincidenz- 
geraden (Kegel erster Klasse) der vier Punkte 2, x@), x@), 2 schnei- 
den. Nun besitzen aber vier Gerade nur zwei gemeinschaftliche Trans- 
versalen, also muss yz mit einer derselben zusammenfallen. Der Fall, 
dass zwei oder mehrere der Gleichungspaare 


9 


avy uw =s O, Wi) = Q; 

Gy U, = 9, Uy, = 95 
P 0 0 

A UH 9, Wyn = 9; 
» 

a, U, = 0, Uw) = 0 


gleichzeitig bestehen , bildet jedoch eine Ausnahme, denn dann gehéren 
ebensoviele von den vier Punkten # derselben Coincidenzeurve an, 
ihre entsprechenden Coincidenzgeraden schneiden sich und die ent- 
sprechenden Gleichungen (9) stellen nur eine und dieselbe Bedingung 
dar, reichen also zur Bestimmung von (yz);, nicht mehr aus, 
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Die Connexflichen, welche den Ebenen eines Biischels entsprechen, 
dessen Axe yz ist, bilden ein Flichenbiischel zweiter Ordnung. Beide 
Biischel sind projectivisch so aufeinander bezogen, dass jeder Ebene 
ihre Connexfliche entspricht. Der Ort der Durchschnittscurve zweier 
entsprechenden Elemente der beiden Biischel ist eine Fliche dritter 
Ordnung*). Dieselbe ist von der Fliche X,,, welche von der Axe 
des Ebenenbiischels herriihrt, nicht verschieden. Denn die Coincidenz- 
curve einer Ebene des Biischels ist die Durchschnittslinie dieser Ebene 
mit ihrer Connexfliche. Durch yz gehen fiinf Ebenen, welche ihre 
entsprechenden Flichen beriihren, also die Fiche X,. in einem Kegel- 
schnitte mit Doppelpunkt (zwei Gerade ausser yz) schneiden. Jede 
solehe Ebene schneidet daher die Flaiche X,, in einer Curve dritter 
Ordnung mit drei Doppelpunkten, ist mithin eine Tritangentialebene 
der Flaiche (1). Man kann daher den Satz aussprechen: 

Die durch die Gleichung (1) dargestellte Fliche wird von den Tri- 
tangentialebenen der Flichen X,, wmhiillt. 

Was endlich die Fliche U,,, betrifft, so sieht man unmittelbar, 
dass ihre Gleichung 
(10) (auvW)* Ue = O 
in der zweiten Ordnung verschwindet, weun man fiir die u; nach ein- 
ander v;, w; und 4,v; + 4,w; setzt. Daraus folgt, dass nicht nur die 
Ebenen v und w, sondern auch jede durch die Gerade vw gehende 
Ehene Doppeltangentialebene, vw demnach Doppelgerade von Up ist. 
Die Gleichung (10) stellt daher ein System von Flichen dritter Classe 
dar, deren jede die Gerade, von welcher sie herriihrt, zur Doppelge- 
raden hat. U,. wurde erzeugt durch die Coincidenzkegel der Punkte 
von vw, wird also von den Tangentialebenen dieser Kegel, welche 
Ebenenbiischel sind, beriihrt. Mithin miissen die Axen dieser Biischel 
der Fliche ebenfalls angehdren, dieselbe ist daher eine Regelfliiche und 
da die Ordnung einer solchen Fliche immer gleich der Classe der- 
selben ist, so ist U,, eine Regelfliche dritter Ordnung. 

Beachtet man noch, dass die Gleichung (10) die Bedingung an- 
giebt, die zwischen den Coordinaten der Ebene wu und denen der Ge- 
raden vw erfiillt sein muss, damit « Ebene eines Biischels sei, dessen 
Axe vw schneidet, oder was dasselbe ist, dass vw die Coincidenzcurve 
von «u trifft, so ergiebt sich schliesslich, dass (10) fiir constante u; 
und verdnderliche (vw);, einen speciellen Liniencomplex zweiten Grades 
darstellt , dessen Axen siimmtlich einen Kegelschnitt, die Hauptcoincidenz- 
curve von u, schneiden. 


*) Vergl. Sturm, Synthetische Untersuchungen iiber Fliichen dritter Ord 
nung, Leipzig 186., 8. 9. 
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Zur Geometrie von Punktgruppen auf dem Kreise. 
Von 


S. Kanror in Wien. 


1. Zieht man zu den Seiten eines Dreieckes A,A,A, von einem 
Punkte P seines Umkreises Senkrechte und verlingert dieselben, bis 
sie den Kreis in G,, G,, G, treffen, so haben G,A,, G,A,, G, A, die- 
selbe Richtung und zwar diejenige der Geraden o, fiir P und beziig- 
lich des Dreieckes A, wenn mit 6, die Gerade der Fusspunkte auf den 
Dreiecksseiten bezeichnet wird. Die Winkel dieser Richtung mit den- 
jenigen der Seiten sind die Complemente zu den Winkelabstiinden des 
P von den Ecken A und der Winkel derselben Richtung mit dem 
Halbmesser PO ist gleich der Summe dieser Winkelabstinde, PA,-+ PA, 
+PA,—XPA, wihrend sie gegen die Eckenhalbmesser AO geneigt 
ist unter PA,+ PA,— PA,, PA,+PA,-—PA,, PA,+ PA,—PA,. 
Jas Doppelverhiiltniss der vier parallelen Geraden A,G,, A,G,, A,G, 
und 6, ist gleich demjenigen der vier Punkte A,,A,, A, und P, auf 
dem Kreise. 6, hat von P die Entfernung 2r sin PA, sin PA, sin PA, 
und die von O ist 2r sin PA, sin PA, sin PA, +r sin(PA,+PA,+PA,). 

Man kann nach jenen Punkten fragen, fiir welche die 6, parallel 
zu PO ist. In diesem Falle muss 2 PA gleich Null oder 180° sein. 
Ist nun P ein solcher Punkt, so geniigen auch die beiden Punkte, 
welche mit jenem ein gleichseitiges Dreieck bilden, der gestellten Be- 
dingung. Mehr als diese drei Punkte geniigen thee aber nicht. Denn 
es miissen dies die Doppelpunkte der Punktreihe P und der quadra- 
Jeger Involution sein, welche von den Endpunktepaaren der zu den 

6, parallelen Kreisdurchmesser gebildet wird, und solcher Doppeypentte 
inh es bekanntlich drei. *) 

Ist A,B, parallel A,4, und B,A, =3PA,, so ist P ein Punkt 
der eolenaien Art. Fiir ihn ist nimlich PA,+ P4,+ PA, =3PA, 
+ A,A, + A, A, = B,A, + A,A, + A,A,; = 180°. Nennen wir die 


*) Man sehe Weyr: Theorie der mehrdeutigen Elementargebilde I, 7. p. 51. 
21° 
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Richtung von 6, die dem Punkte P entsprechende Richtung (III), so 
gilt daher: 

»Sind A, B,, A, B,, A,B, bezieblich parallel zu A,A,, A,A,, A, A, 
und P’, P”, P’’ die ersten Dritttheilpunkte der Bégen A, B,, A,B,, 
A,B,, so bilden P’, P’, P’’ ein gleichseitiges Dreieck. Es sind dies 
diejenigen Punkte, fiir welche die Richtung (III) mit jener ihres Halb- 
messers iibereinstimmt. Die ihnen zugehérigen 6, sind die Riickkehr- 
tangenten der von allen oy, eingehiillten Steiner’schen Curve.“*) 
Wird fiir jedes der vier aus vier Punkten A zu combinirenden Dreiecke 
beziiglich des vierten Eckpunktes die Anfangs bezeichnete Construction 
ausgefiihrt, so ist das Doppelverhiltniss der jedesmaligen drei Geraden 
AG mit der zugehGrigen 6, ersichtlich fiir alle vier Dreiecke dasselbe, 
niimlich jenes der vier Eckpuukte auf dem Kreise. 

2. Wenn man zur Richtung (III) beziiglich des Dreieckes A, A, A, 
durch P eine Senkrechte bis zum Kreise zieht und den Schnittpunkt 
mit einem Kreispunkte A, verbindet, so schliesst die Richtung der 
Verbindungslinie mit der von PO den Winkel PA, + PA, -+ PA, 
+ PA, — 90° ein. Die Summe zeigt, dass diese Richtung dieselbe 
bleibt, welehes von den vier Dreiecken aus A,A,A,A, man auch zu 
der Construction wihlen mag. Mit Benutzung der in Art. 1. ent- 
haltenen Construction der Richtung (III) liisst sich also sagen: 

» Wird von einem Punkte P des durch A,, A,, A,, A, gehenden 
Kreises die zu einer Seite A,, 4,, senkrechte Sehne gezogen, deren 
Endpunkt mit <A,, verbunden, zu dieser Sehne wieder eine durch P 
senkrecht, und dann die Verbindungslinie des letzten Endpunktes mit 
A,,, so hat diese Verbindungslinie eine von der Wahl der Complexion 
%,%_,%,%, unabhingige Richtung, die Richtung (IV) fiir P.“ 

Auch hier kann man nach jenen Punkten von K fragen, fiir welche 
Z PA gleich Null oder 180° wird. 

Zwei beliebigen Punkten P,, P, entsprechen Richtungen (IV), 
welche gegen einander unter dem Winkel 2P, P, geneigt sind. Zwei 
Punkten P, welche die Enden eines Durchmessers sind, also um 90° 
von einander abstehen, kommt mithin dieselbe Richtung (IV) zu. 
Wird der Durchmesser von der Richtung (IV) gezogen und nun die 
ganze krumme Punktreihe P betrachtet, so ist dieselbe zwei-zweideutig 
verwandt mit der Reihe jener Durchmesserendpunkte. Zwei auf dem- 
selben Kegelschnitte gelegene quadratische Involutionen haben aber 
vier Doppelpunkte. Fiir jeden solchen fillt die Richtung (1V) mit 
PO zusammen. Ist nun P, einer von ihnen, so miissen P,, P,, P, 


*) Man vgl. ,, Die Tangentengeometrie an der Steiner’schen Hypocykloide.*' 
Sitzungsber. der k. Akademie der Wissenschaften in Wien vom 11, Juli 1878. 
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die drei anderen sein, wenn sie den Gleichheiten P,P, = 45°, 
P,P, = 45°, P,P, = 45° entsprechen , wenn also P, P, P, P, ein dem 
Kreise eingeschriebenes Quadrat ist. Die Construction dieses Quadrates 
kann einfach auf folgende Weise bewerkstelligt werden: Man lasse 
von einem Punkte A eine Sehne AB von jener Richtung (III) aus- 
gehen, welche diesem Punkte beziiglich des gegeniiberliegenden Dreieckes 
A zukommt; der erste Viertheilpunkt des durch die Sehne abge- 
schnittenen Bogens ist ein Eckpunkt des gesuchten Quadrates. 

Werden die Winkel ¢, uw, v, die von den drei Gegenseitenpaaren 
des Viereckes eingeschlossen werden, halbirt, so sind die zwei recht- 
winkligen Halbirungsrichtungen fiir alle drei Winkel dieselben, was 
schon von Steiner gefolgert worden ist. Diesen Halbirungslinien 
parallel sind auch die Seiten des Quadrates P, P, P, P,. 

Noch in einer anderen Weise treten diese beiden Richtungen auf. 
Man weiss nimlich, dass die Centra der den vier Dreiecken A ein- 
geschriebenen (In-)Kreise ein Rechteck bilden. Die Seiten dieses 
Rechtecks besitzen die erwihnten Richtungen. Allgemeiner kann man 
sagen : 

Die Mittelpunkte der 16 Kreise, welche die drei Seiten je eines 
der vier Dreiecke beriihren, liegen zu vieren auf acht Geraden, Diese 
bilden ein System von vier parallelen und vier anderen dazu senk- 
rechten Geraden. Ihre 16 Schnittpunkte sind eben die Centra jener 
Kreise. Jede der beiden Parallelschaaren besitzt ein Doppelverhiltniss, 
welches gleich ist dem den vier Halbmessern A,O, A,O, A,O, A,O 
zukommenden. Die beiden Parallelschaaren nun haben auch jene bei- 
den charakteristischen Richtungen des Viereckes zw den ihren. 

3. In derselben Weise vorschreitend zu den Fiinf-, Sechsecken 
u. s, w. gelangt man zu den Richtungen (V), (VI) u. s. w., welche 
einem Kreispunkte P beziiglich jener Punktgruppen zukommen. 

Sind nun allgemein » Punkte A und ein Punkt P gegeben, so 
gelten folgende Angaben: 

» Venn man von P die Sehnen: PG,, | Az, Av,, P Gz, 1 Az,Gz,, 
PG,, |. Ax,Gz, ausgehen lisst, so ist schliesslich die Richtung 
von Gy, ,Azx, die Richtung (N) fiir den Punkt P beziiglich 
des n Eckes A. Stets dieselbe Richtung wird nimlich ev- 
halten, was immer fiir eine Complexion von lI, 2, 3, 4,...m 
unter 2, 2, %, %,,...%, verstanden sein moge.“ 

»Bleiben » — 1 von den Eckpunkten A und auch P fest, waihrend 
sich A, auf dem Kreise bewegt, so dreht sich die Richtung (1) in 
demselben Sinne und mit derselben Winkelgeschwindigkeit wie A,, 
auf dem Kreise. Bewegen sich / Eckpunkte des m Eckes resp. um 
Pi, Po» - +» Mx, So dreht sich auch die Richtung (N) und zwar um 
Pit Pot-+-+ M.“ 
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Mit Hilfe dieser Bemerkung kann der Winkel gerechnet werden, 
den die Richtungen (NV) fiir zwei beliebige » Ecke im Kreise und den- 
selben Punkt P mit einander bilden, indem man nur jeden Punkt des 
einen » Eckes einem bestimmten, sonst aber beliebigen des andern 
m Eckes zuzuweisen und die von diesen Punktepaaren begrenzten 
Winkelabstiinde auf dem Kreise zu addiren braucht. Sind die beiden 
n Ecke Gegenecke, so wird », = 9, = 9; =~ - -=90°, daher 
Zo; = n- 90°. Die Richtungen (N) fiir zwei Gegenecke in Bezug 
auf denselben Punkt P sind also identisch oder zu einander senkrecht, 
je nachdem die Eckenzahl der Polygone gerade oder ungerade ist. 

»Bewegt sich bei fest bleibenden A der Punkt P auf dem Kreise, 
so dreht sich die Richtung (N) im entgegengesetzten Sinne wie der 
Halbmesser PO mit der (n—2)fachen Winkelgeschwindigkeit des 
Punktes P.“ 

»Der Winkel, welchen die Richtung (N) mit irgend einer Seite 
A,, Az, einschliesst, ist gleich der Summe jener Winkelabstinde, um 
welche der Punkt P von den iibrigen » — 2 Ecken A entfernt ist, 
vermehrt um (%—2) - 90° oder gleich der Summe aus den Winkelab- 
stiinden des P von den Gegenecken der iibrigen » — 2 Ecken A.“ 

,,Der Winkel, welchen (N) mit PO bildet, ist gleich der Summe 
aus den Winkelabstiinden des P von allen Ecken A, vermehrt um 
(wm — 1) -90° oder der Summe aus den Abstiinden des P von den Gegen- 
punkten aller A, vermindert um 90°.“ 

Aus jedem » KEcke lassen sich » vollstiindige (n—1) Ecke com- 
biniren. Jeder Eckpunkt <A,, besitzt beziiglich des gegeniiberliegenden 
(n —1) Eckes eine bestimmte Richtung (N — 1), dieSumme 2(N—1)*4A,,0, 
auf alle Punkte A erstreckt, ergiebt sich als »(m—1) - 90°. 

Fiir jeden Punkt P giebt es beziiglich der eben erwaihnten (n—1) 
Ecke n verschiedene Richtungen (N —1), und die Summe ihrer Winkel 
gegen PO, X(N—1)‘PO ist gleich (n—1) (N)*‘PO. 

Allgemeiner gilt, wenn 2(m)‘PO die Summe aus den Winkeln 


aller Richtungen (JM) beziiglich der (7) mEcke A mit PO bedeutet, 
die Beziehung 


M)*PO 
(NY PO = 2 = 
n—m) 
4. Der in Art. 1. angegebene Satz beziiglich des gleichseitigen 


Dreieckes P, P, P, ist bekannt. Man kann ihn wenigstens, wenn er 


auch noch nicht direct ausgesprochen sein mag, aus einer von Steiner 
(Cr. J. Bd. LIII. ,,Ueber eine besondere Curve dritter Classe und 
vierter Ordnung“‘) gegebenen Construction herauslesen. Auch die in 
Art. 2. behandelten charakteristischen Richtungen des Viereckes sind, 
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wenn auch nicht an jenem Quadrate P, P,P, P,, bekannt. Aber, 
so viel ich weiss, ist bisher weder der in Art. 3. gegebene allge- 
meine Satz noch der allgemeinere Satz, von welchem die in Art. 
1. und 2. als Specialisirungen erscheinen, und welcher hier folgt, be- 
merkt worden: 


»Hs ist das nm Eck A,...A, auf dem Kreise gegeben. 
Hat die Sehne A,B, jene Richtung (N—1), welche dem 
A, beziiglich des gegeniiberliegenden (n—1) Eckes zu- 
kommt, so sei P™A, gleich dem n'" Theile des Bogens 
B,Am. Die fiir allen Punkte A auf diese Weise construirten 
Punkte P: P’, P’,... P™ bilden dann allemal ein bestimm- 
tes regelmissiges n Eck.“ 

Nach Art. 3. betriigt der durch A,B, abgeschnittene Bogen 
(n — 3) - 90° + 2A,,B,,,. Wird daher dieser Bogen in n gleiche Theile 
getheilt, so ist die Distanz des ersten. Theilpunktes P'™ von A,, 
ZA, Az, — 3-90° 


90° + 


Die Distanz des niichsten Theilpunktes P™+ von A,,4, betragt 





n 


A. —8 «9 
2 


DAn +14 Ln, 
90° + — at 
oder 
2-90° + DA,, a, — 3- 90° 
90° + An+1Am qe Sie 


7 
also die Entfernung von 4,, 
2-90°+ YA, A, —3- 90° 


m “*Lm 


3-909 + ~ 


n 


Der zwischen beiden Theilpunkten liegende Bogen ist die Differenz der 
beiden Entfernungen von 4,,, naimlich: 


2- 90° 
» 7 


Pmet+y Poe = 9Q. 90? fb 


180° 


der kleinere Bogen daher > w. s. bs w. 


Dieses regelmiissige »Eck P steht nun in zweifacher Art in Be- 
ziehung zu dem urspriinglich gegebenen » Ecke A: 

» Die Richtung (N) fiir einen beliebigen Kreispunkt, construirt 
in Bezug auf das nEck A ist identisch mit der Richtung (JN) fiir 
denselben Punkt in Bezug auf das regelmiissige n Eck P.“ 

,,Die Richtung (N) fir einen Eckpunkt des reguliren »Kckes, 
genommen beziiglich des nEckes A stimmt mit der Richtung des 
Halbmessers tiberein, der zu jenem Eckpunkte gehort.“ 
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Den ersten Satz betreffend, ist 


PP = PA, — PA, = PA, — 90° + 22% 4 ZAn Aen 
n n 
und mithin 
ZZA,,4, 
ZPP™ = JPA, — n- 90° + 3 - 90" + —", 


oder 
ZPP™ = TPA, + (3—n) - 90° + (n—1) - 90° = TPA, + 2 - 90°. 


Der Unterschied der beiden Richtungen N ist nach Art. 3. gleich 
2- 90°; w. z. b. w. Ferner ist die Summe der Entfernungen eines 
Eckpunktes von den iibrigen des reguliren nEckes P™) gegeben durch 
(1+2-+---+ (n—1)] ‘= = (n—1) - 90°, und demnach ist gemiiss 
einer Angabe in Art. 3. der Winkel zwischen seiner Richtung (NV) be- 
ziiglich des nEckes P™ oder auch, wie eben bewiesen wurde, beziig- 
glich des nEckes A, und seinem Halbmesser gleich 

(n — 1)- 90° — (n — 1) 90° = 0, 
wodurch auch die zweite Behauptung erledigt ist. 

Dieser letzteren zufolge giebt es also m Punkte, fiir welche (1) 
und PO dieselbe Richtung bedeuten. Auch so ist dies einzusehen. 
Hat ein Punkt P eine bestimmte Richtung (N), so haben die ihn 
zu einem reguliiren (» — 2)Ecke ergiinzenden Punkte dieselbe Rich- 
tung (N). Jeder Richtung entspricht also ein reguliires (n—2) Eck 
und saémmtlichen reguliiren (n—2) Ecken auf dem Kreise alle ver- 
schiedenen Richtungen (N). Ziehen wir nun die Durchmesser von 
den diesen (n—2)Ecken entsprechenden Richtungen (NV), so haben 
wir die von ihren Endpunkten gebildete quadratische Involution auf 
demselben Kreise liegend und projectivisch verwandt mit der friiheren 
Involution (n— 2)" Grades. Die beiden Involutionen haben (wie auf 
einer Geraden)*) »Punkte entsprechend gemein. In jedem Punkte 
dieser Art endigt ein Halbmesser PO, der seine Richtung (N) zu der 
eigenen Richtung hat. 

Ist ausser einem gegebenen nEcke A auf dem Kreise auch sein 
regelmissiges » Eck P™ bekannt, oder auch nur eine Ecke desselben, 
so kann auch die umgekehrte Aufgabe von Art. 3., wenigstens theoretisch 
mit Hiilfe von Winkeltheilungen, gelést werden, nimlich zu einer ge- 
gebenen Richtung (N) den zugehérigen Ausgangspunkt P zu finden. 

Liegt P’ so, dass 2 P’A —0 ist, dann ist der Winkel, den die 
Richtung (NV) eines Punktes P mit P’O einscbliesst, »- PP’. Man 
ziehe also einen Halbmesser in der gegebenen Richtung (N), OTT, 


*) Cremona, Introduzione N. 24. 6. 
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und theile den Bogen TIP’ in m gleiche Theile. Der zweite Theil- 
pankt, von P’ aus gezablt, ist dann ein Ausgangspunkt fiir (NV). Die 
iibrigen » — 3Punkte, welche der Bedingung entsprechen, setzen mit 
dem gefundenen ein regulires (n—2) Eck zusammen. 

5. Die Gerade o, enthilt die Fusspunkte der von P zu A, A,, 
A,A,, A,;A, gezogenen Senkrechten. Ist ausser P das Viereck 
A,A,A,A, gegeben, so entstehen vier Gerade o,. Dieselben bilden 
ein vollstiindiges Vierseit, dessen sechs Ecken in den sechs Seiten AA 
liegen und dessen Dreiecke aihnlich sind den entsprechenden A. Die 
Umkreiscentra der erstern sind die Halbirungspunkte der Sehnen P A,, 
PA,, PA,, PA, wnd daher hat der Steiner’sche Mittelpunktskreis 
PO zam Durchmesser. Die Umkreise selbst gehen alle vier durch P, 
welcher also der Brennpunkt der die 6, beriihrenden Parabel ist, und 
die Fusspunkte der von P zu den 6, gehenden Senkrechten liegen in 
einer Geraden, 6,, der Scheiteltangente dieser Parabel, welche 6, von 
P um 2r sin PA, sin PA, sin PA, sin PA, absteht. 

Die Richtung von o, stimmt mit der Richtung (NV) fiir den Punkt 
P beziiglich des Viereckes A iiberein und ihre Winkel mit ‘den 6, sind 
P4,, PA, Fay, Pay 

Verbindet 6, die Fusspunkte a,, @,, a3, @;, 80 sind a, a, d)4s3,. 
beziehlich gleich 


2r sin A, A, sin PA, sin PA,, 2rsin A, A, sin PA, sin PA,,... 
Das Doppelverhiltniss der vier Punkte: 


G14, A,0, 2rsin A, A,sin PA, sin P Ay , 2rsin A, A, sin PA; sin PA, 


Q,4;° 0,4, 2rsin A,A,sin PA,sin PA, ° 2r sin A,A, sin PA, sin PA, 





ist gleich 
sin A,A, _ sin Ay A, 


sin A, A, ° sin A,A, ’ 





dem der vier Punkte A auf dem Kreise, fiir jeden beliebigen Punkt P. 

Die zur Entstehung von 6, fiihrenden Constructionen kénnen in 
analoger Weise angewendet werden auf das Fiinf-, Sechseck u. s. w. 
bis zu einem beliebigen » Ecke. Man construirt nimlich fiir den Punkt 
P die 6, beziiglich der fiinf Vierecke des Fiinfeckes A und fallt auf 
sie von P aus Senkrechte. Deren Fusspunkte bestimmen eine Gerade, 
6,. Ist 6,1 die entsprechende Gerade fiir das (n—1) Eck, so kann 
unter Voraussetzung der in anderer Weise bewiesenen 6, die Giltig- 
keit des folgenden Satzes fiir das nEck nachgewiesen werden: 

Die Senkrechten aus P zu seinen Geraden 6,_, beziiglich der 
n vollstiindigen (n—1) Ecke A eines gegebenen »Kckes treffen diese 
6,—: in Punkten einer Geraden o, d. h. die Geraden 6,_; sind Tan- 
genten einer um P als Brennpunkt beschriebenen Parabel mit der 
Scheiteltangente o,.‘ 
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Man findet, dass die Winkel der 6, gegen die 6,_, PA,, PA,,.. 
.. PA, sind, dass der Abstand des P von 6,, 

2rsin PA, sin PA,...sin PA, 
betragt und: 

,, Die Richtwng von 6,, ist identisch mit der Richtung (N) fiir P 
und das nEck A.“ Die Fusspunkte, durch deren Verbindung die 6, 
zu Stande kommt, haben gegenseitige Entfernungen, die sich aus- 
driicken lassen durch: 2rsin A, A, sin PA, sin PA, ... sin PA,, 
und fhnliche. 


Wien, den 24. Juli 1878. 














Beitraige zur Theorie der Minimalflachen. 


I. Projectivische Untersuchungen iiber algebraische 
Minimalflichen, 
Von 


Sopuus Liz in Christiania. 


Nach den bahnbrechenden Arbeiten von Monge und Lagrange 
ist die Theorie der Minimalflichen bekanntlich von einer grossen An- 
zahl von Mathematikern behandelt worden. Indem ich mir erlaube, 
in der nachstehenden und einigen weiteren Abhandlungen einige neue 
Beitrige zu dieser interessanten Theorie zu liefern, beschriinke ich 
mich darauf diejenigen friiheren Untersuchungen zu nennen, die die 
nichste Veranlassung zu meinen eigenen Bestrebungen gewesen sind.*) 

Die partielle Differentialgleichung 2. O., deren Integralflachen 
Minimalflachen sind, wurde von Lagrange aufgestellt, und darnach 
von Monge integrirt. Nach der Natur der Sache war Monge’s all- 
gemeines Integral mit Imaginiren behaftet, und daher gelang es lange 
nur, ganz particuliire reelle Minimalflichen zu finden. Erst Bonnet 
gab eine allgemeine Methode zur Auffindung aller reellen Minimal- 
flichen, und gleichzeitig eine Methode zur Bestimmung von beliebig 
vielen reellen algebraischen Minimalflachen. 

Weierstrass gab spiiter eine erschépfende und elegante Methode 
zur Auffindung aller reellen algebraischen Minimalflichen. Zugleich 
stellte er die Aufgabe, alle Minimalflichen gegebener Classe Zu be- 
stimmen. — Hiermit war also die Aufmerksamkeit inshesondere auf die 
algebraischen Minimalflichen gerichtet worden. 

Im Folgenden versuche ich eine allgemeine projectivische Theorie 
der algebraischen Minimalflichen zu entwickeln. Ich gebe bemerkens- 


*) Eine ausfiihrliche Angabe der hierher gehérigen Litteratur findet man in 
den folgenden Abhandlungen: Riemann, Abhandlungen der Gesellschaft d. W. 
zn Gottingen, Bd. 13; Beltrami, Memorie ... di Bologna, Serie 2, Tomo 7, 
1868; Schwarz, Crelle-Borchhardts Journal, Bd. 80. Unter den neuesten Arbeiten 
tiber diesen Gegenstand erlaube ich mir die Aufmerksamkeit auf einige schéne 
Saitze von Herrn Henneberg zu lenken. (Vergl. seine Dissertation, Ziirich 1875, 
und Annali di Matematica, Bd. 9.) 
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werthe Methoden zur Bestimmung von Classe und Ordnung einer be- 
liebigen Minimalfliche. Ich beschiftige mich mit der Bestimmung 
aller reellen Minimalflichen von gegebener Classe, oder von gegebener 
Ordnung. Es gelingt mir z. B. die Gleichung einer jeden Minimal- 
fliche, deren Classenzahl eine beliebige vorgelegte Primzahl ist, an- 
zugeben. Ich vervollstindige Geisers schéne Untersuchungen tiber 
die unendlich entfernten Punkte einer Minimalfliiche u. s. w. 

In meiner nichsten Abhandlung iiber Minimalfliichen entwickele 
ich einen allgemeinen Zusammenhang zwischen der Kriimmungstheorie 
aller algebraischen Raumcurven und der Theorie aller algebraischen 
Minimalflichen, die in eine vorgelegte algebraische Developpable ein- 
geschrieben sind. 

In meinen beiden ersten wie auch in meinen spiteren Arbeiten 
iiber Minimalflichen werde ich gelegentlich die Theorie der Beriihrungs- 
Transformationen fiir die Theorie der Minimalfliichen verwerthen. 

Ich hege iiberhaupt die Hoffnung, dass meine Untersuchungen 
dazu dienen werden, die Theorie der Minimalflichen im héheren Grade, 
als friiher geschehen war, einer synthetischen Behandlung zugiinglich 
zu machen.*) 

Nach Riemanus und Weierstrass Vorgange untersucht man 
jetzt hiufig eine reelle Minimalfliche, indem man ihre reellen Punkte 
in der bekannten Weise auf die reellen Punkte einer (2+iy) Ebene 
bezieht. So schin, einfach und fruchtbar diese Methode auch sein mag, 
so scheint es mir doch eine Unvollkommenheit derselben zu sein, dass 
sie nur die reellen Punkte der reellen Minimalflichen in Betracht zieht. 
Obgleich ich daher den bleibenden Werth der Riemann - Weier- 
strass’chen Methode unbedingt anerkenne, wage ich doch zu glauben, 
dass es niitzlich sein wird, Methoden zu entwickeln, die nicht allein 
die reellen, sondern auch die imaginaéren Punkte der Minimalfliichen 
beriicksichtigen. 


4A) 


2 
Ueber die Flaichen, die in zweifacher Weise durch Translationsbewegung 
einer Curve erzeugt werden kénnen. 
Unter den Fliachen, die sich folgendermassen darstellen lassen: 
«= A(t) + A,(r), 
(1) y = BY) + B(x), 
e=C(t)+C,(0), 


*) In einer Abhandlung im Bd. 2 der Zeitschrift ,,Archiv for Mathematik 
og Naturvidenskab“, Christiania, habe ich mich schon mit Untersuchungen iiber 
Ordnung und Classe der Minimalflichen beschiftigt. Im Texte wird ein Fehler 
jener Arbeit corrigirt. (Vergl. den letzten Paragraphen dieser Arbeit.) 
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finden sich, wie wir spiter nach Monge zeigen werden, insbesondere 
alle Minimalflachen, die keine imaginiire Developpablen sind. Ich habe 
gefunden, dass eine grosse Anzahl Eigenschaften der Minimalflichen 
iiberhaupt allen Flichen zukommen, die die Gleichungsform (1) be- 
sitzen. Daher finde ich es zweckmiissig, zuniichst die allgemeine 
Flichenkategorie zu betrachten, die durch die Gleichungen (1) defi- 
nirt wird. 

1. Ich nehme zwei Curven*) c, und x,, die einen Punkt p, ge- 
mein haben, und verschiebe c, parallel mit sich selbst derart, dass p, 
die Curve x, durchliuft. Hierbei beschreibt ein beliebiger auf ¢c, ge- 
legener Punkt eine Curve x, die mit x, congruent und gleichgestellt 
ist. Im Folge dessen kann die von der beweglichen Curve ¢ erzeugte 
Fliche zugleich durch Translationsbewegung der Curve x erzeugt 
werden. Also: 

Satz 1. Kann eine Fiche in einer Weise durch Translations- 
bewegung einer Curve erzeugt werden, so gestattet sie noch eine solche 
Erzeugung. 

Es ist leicht zu erkennen, dass die hiermit definirten Flichen sick 
auch dadurch charakterisiren lassen, dass sie die Gleichungsform (1) 
besitzen. Es seien in der That 

=A(), y= BO, «= CW) 
die Gleichungen der Curve ¢,, und ebenso seien 
seid A, (t), hoes B, (t), «= C (t) 
die Gleichungen der Curve x,. Dabei werden wir der Einfachheit 
wegen annehmen, dass der Coordinatenanfangspunkt der gemeinsame 


Punkt p, unserer beiden Curven ist. Unter diesen Voraussetzungen 
stellen die Gleichungen 


“x= A(t)+ A,(r), 

y = Bit) + B,(x), 

z= C(t) + C,(r), 
offenbar eine Fliiche dar, die durch Translationsbewegung sowohl von 
¢) wie von x, erzeugt werden kann. Giebt man dem Parameter t+ 
successiv verschiedene constante Werthe, so erhailt man auf der Fliche 
gelegene Curven c, die mit ¢c, congruent und gleichgestellt sind. Giebt 
man andererseits dem Parameter ¢ constante Werthe, so erhalt man 
auf der Fliche gelegene Curven x, die mit x) congruent und gleich- 
gestellt sind. 


*) Wenn ich von Curven spreche, so verstehe ich darunter den Inbegriff 
von Werthsystemen xyz, die durch zwei Gleichungen f=0, gy = 0 bestimmt 
werden. Dabei nehme ich wie gewéhnlich an, dass f und pm Reihenentwickelungen 
sind, die innerhalb eines gewissen Bereiches convergiren. 
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2. Die Flichenfamilie (1) gestattet eine andere einfache geome- 
trische Erzeugung, die allerdings mit der soeben vorgetragenen in 
genauster Verbindung steht. 

Ich betrachte die beiden Curven 


(2) m—2A(), y—2BH, 4 —2C( 
und 
(3) 2,=2A,(t), y= 2B, (te), 2, = 2C,(t) 


und verbinde einen beliebigen Punkt 2,y,2, der ersten Curve durch 
eine Gerade mit einem beliebigen Punkte 2,y,2, der zweiten Curve. 
Ich suche den Mittelpunkt 


=$(X,+2,), y=3Y+tH), = $4, +%) 

dieser beiden Punkte. Der Ort dieser Mittelpunkte ist offenbar die 
Flaiche 

x= A(t) + A,(r), 

y = Bi) + Bo), 

=C() + Q(2). 

Nimmt man einen bestimmten Punkt 2, y,2,, und liasst dagegen den 
Punkt x,y,z, die Curve (3) durchlaufen, so beschreibt der Mittelpunkt 
eine Curve x. 

Diese zweite geometrische Erzeugung wird in dieser ersten Ab- 
handlung keine Rolle spielen, wihrend sie den Ausgangspunkt meiner 
nichsten Arbeit iiber Minimalflichen bilden soll. 

3. Construirt man in einem beliebigen Punkte einer Fliche, die 
die Gleichungsform (1) besitzt, die Tangente zu der hindurchgehenden 
Curve ¢ und zugleich die Tangente zu der hindurchgehenden Curve x, 
so liegen diese beiden Geraden, wie jetzt gezeigt werden soll, har- 
monisch hinsichtlich der beiden Haupttangenten. ° 

Man nehme in der That zwei benachbarte Curven ¢ und zugleich 
zwei benachbarte Curven x. Diese vier Curven bestimmen nach un- 
seren friiheren Entwickelungen ein infinitesimales auf der Fliche ge- 
legenes Parallelogramm, dessen Seiten infinitesimale Strecken der vier 
Curven sind. Hieraus folgt, dass je zwei zusammenstossende Seiten des 
Parallelogramms im Dupin’schen Sinne conjugirte Gerade sind. Also: 

Satz 2. In jedem Punkte unserer Fliiche bestimmen die hindurch- 
gehenden Curven c und x zwei Richtungen, die zu den zugehirigen 
Haupttangenten harmonisch liegen. 

Kinen analytischen Beweis dieses fundamentalen Satzes erhilt man 
folgendermassen. 

In jedem nicht singuliiren Punkte unserer Fliche bilden die Fort- 
schreitungsrichtungen dz, dy, dz einen ebenen Biischel 
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dz = A'(t)dt + A,'(t) drt, 
(4) dy = B’(t) dt + B, (t) dr, 

dz=C'(t)dt + C,'(r) drt, 
der in der Tangentenebene gelegen ist. Durch Elimination von dt 
und dt kommt die Gleichung 


|da A’(t) Aj (x) | 


idy Bit) B/(t) |=0, 
ldze C'(t) C/ (x) 
die als Gleichung der Tangentenebene aufgefasst werden kann. Dem- 
entsprechend ist 
dx A’+ A’dt A, + A,’ dt 
dy B+ B’dt Bi + B'dt 
dz O'+C"dt Cf +C,/dr 
die Gleichung der Tangentenebene in einem benachbarten Punkte. 
Ich verlange, dass die Verbindungsgerade unserer beiden benachbarten 
Punkte eine Haupttangente sein soll, das heisst, dass diese Verbindungs- 
gerade die Schnittlinie der beiden benachbarten Tangentenebenen ist. 
Unsere Forderung kommt darauf hinaus, dass die beiden letzten Glei- 
chungen durch dasselbe Werthsystem dz, dy, dz befriedigt werden, 
und findet daher ihren analytischen Ausdruck in der Gleichung 
|dz A’dt A, dx A’ A,” dt | 
‘dy B’dt Bi +\dy B B,’de|=0, 
|de C"dt C,| \|dze C C,"dt 
wenn man in derselben dx, dy, dz durch ihre Werthe (4) ersetzt. In 
dieser Weise ergiebt sich als Differentialgleichung der Haupttangenten- 
curven die Gleichung 


an @, 





 & ae * ‘“. 0a 
\B BY B/|d@+/\B/ B B,"|\de?—=0, 
lo co” «ay| la’ oc’ ©,” 


welche die Differentialen d¢ und dt nur als Quadrate di*?, dt®, dagegen 
nicht in der Combination dt dr enthilt. 

Diese Form der Differentialgleichung zeigt, dass in jedem Punkte 
der Fliche die beiden Haupttangenten harmonische Lage hinsichtlich 
der Richtungen der Curven ¢ = Const. und t = Const. besitzen. 

4. Jetzt construiren wir in jedem Punkte einer Curve ¢ die Tan- 
gente zu der durch denselben Punkt hindurehgehenden Curve x. Nach 
der Definition unserer KF liiche miissen alle diese Tangenten parallel sein, 
so dass ihr Inbegriff eine um die Fliche umgeschriebene Cylinder- 
fliche bildet. Also: 
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Satz 3. Die Developpable, die unsere Fliche lings einer Curve der 
einen Schaar beriihrt, ist eine Cylinderfliche. 

Dieser Satz giebt, wie ich beiliufig bemerke, ohne Schwierigkeit 
einen dritten Beweis des Satzes 2. 


5. Ich lasse jetzt eine erste Beschrinkung eintreten. Ich setze 
nimlich voraus, dass die Tangenten der Curven ¢, und x, sich paarweise 
als parallel zusammenordnen lassen, anders ausgesprochen, dass diese 
beiden Curven eine gemeinsame irreductible Differentialgleichung der 
Form 

f (dx dy dz) =0 
befriedigen. Alsdann miissen sdéimmtliche Curven ¢ und x die Glei- 
chung f = 0 erfillen. 

Ich werde zeigen, dass in diesem Falle sowohl die Curven ¢ wie 
die Curven x eine Umbhiillungscurve, und zwar eine gemeinsame Um- 
hiillungscurve besitzev. 

Die durch die Punkte einer Curve c, hindurchgehenden Curven x 
besitzen niamlich in diesen Punkten eine gemeinsame Tangentenrichtung. 
Und nach unserer Voraussetzung hat auch die Curve ¢, dieselbe Rich- 
tung in einem gewissen Punkte z. In diesem Punkte beriihrt daher 
¢, die durch denselben Punkt hindurechgehende Curve x. Erinnert 
man nun, dass ¢ in die benachbarte Curve c, tibergeht durch eine 
infinitesimale Translation, deren Richtung die besprochene gemeinsame 
Tangentenrichtung ist, so erkennt man einerseits, dass c, und ¢,' sick 
im Punkte a schneiden, so dass alle ¢ eine Umhiillungscurve 2 be- 
stimmen, andererseits dass c, diese Umhiillungscurve im Punkte a be- 
riihrt. Und da c¢, zugleich eine Curve x in diesem Punkte beriihrt, 
so folgt, dass auch von allen x beriihrt wird. Also: 

Satz 4. Wenn die auf unserer Fliche gelegenen Curven c und x 
eine Relation der Form 

f (dx dy dz)=0 
befriedigen, so haben sowohl die Curven c wie die Curven x eine Um- 
hiillungscurve, und zwar haben beide Curvenschaaren dieselbe Um- 
hiillungscurve. 

Hieraus folgt, dass unsere Fliiche zwei weitere Erzeugungsweisen 
gestattet. Entweder kann man die Curve ¢ in Translationsbewegung 
fiihbren, derart, dass sie lings ¥ gleitet; oder auch man kaun die 


Curve x in Translationsbewegung fiihren, derart, dass sie lings 2 


gleitet. 

Man wihle andererseits eine beliebige Curve c, und eine beliebige 
Curve 2, deren Tangenten paarweise mit den Tangenten von ¢ parallel 
sind. Gleitet nun ¢ in Translationsbewegung lings 2, so beschreiben 
die Punkte von ¢ congruente und gleichgestellte Curven x, deren 
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Tangenten jedesmal mit einer Tangente der Curve ¢ parallel sind. 
Dies giebt: 

Satz 5. Gleitet eine Curve c in Translationsbewegung lings einer 
Curve 2, deren Tangenten paarweise mit den Tangenten von ¢ parallel 
sind, so kann die erzeugte Fliche auch dadurch beschrieben werden, 
dass eine gewisse andere Curve x in Translationsbewegung lings X gleitet. 


§ 2. 
Geometrische Interpretation von Monge’s allgemeinem Integral der 
Differentialgleichung der Minimalflichen. 


Durch eine zweckmissige Specialisation gehen die in dem voran- 
gehenden Paragraphen betrachteten Flachen in Minimalflachen tiber, und 
zwar erhilt man in dieser Weise alle Minimalflichen, die in Monge’s 
allgemeinem Integral der betreffenden Differentialgleichung enthalten 
sind. Dies soll jetzt gezeigt werden. 

6. Ich setze voraus, dass die in dem vorangehenden Paragraphen 
betrachteten Curven c, und x, der Differentialgleichung 
(1) da? + dy? + dz = 0 
geniigen; anders ausgesprochen, dass sie Curven von der Linge Null 
sind. Um die Sprache zu erleichtern, erlaube ich mir vorzuschlagen, 
Curven, deren Linge gleich Null ist, mit dem Namen Minimaleurven zu 
bezeichnen. Dieser Name scheint mir u. a. auch deswegen naturgemiss, 
weil diese Curven, wie spiiter gezeigt werden soll, als Ebenengebilde 
aufgefasst, Minimalflachen sind. 

Die Voraussetzung, dass c, und x, Minimaleurven sind, zieht nach 
sich, dass auch die allgemeinen Curven ¢ und x solche Curven sind. 
In Folge dessen liegen in jedem Punkte der erzeugten Flache die beiden 
Haupttangenten harmonisch hinsichtlich der beiden Tangenten, deren 
Liinge Null ist. Das heisst, dass die beiden Haupttangenten senkrecht 
auf einander stehen, und dass in Folge dessen die beiden Hauptkriim- 
mungsradien gleich gross, und dabei entgegengesetzt gerichtet sind. 
Die Fliche ist daher eine Minimalfliche. 

Indem man die Entwickelungen des vorangehenden Paragraphen 
beriicksichtigt, erhilt man somit die folgenden Sitze: 

Satz 6. Fiihrt man eine Minimalcurve c in Translationsbewegung 
. derart, dass ein Punkt der Curve eine andere Minimalcurve durchliuft, 
so beschreibt ¢ immer eine Minimalfliche. 

Satz 7. Nimmt man zwei beliebige Minimalcurven c und x, ver- 
bindet einen arbitriiren Punkt der ersten Curve mit einem arbitrdren 
Punkte der zweiten Curve, und bestimmt den Mittelpunkt dieser beiden 
Punkte, so ist der Ort dieser Mittelpunkte eine Minimalfliche. 
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Satz 8. Gleitet eine Minimalcurve ¢ in Translationsbewegung lings 
einer festen Minimalcurve, so beschreibt c eine Minimalfliche. 

7. Es ist leicht nachzuweisen, dass die soeben angegebenen Con- 
structionen sémmiliche Minimalflichen liefern, auf denen durch jeden 
Punkt allgemeiner Lage zwei verschiedene Minimaleurven hindurchgehen. 

Wahlt man namlich auf einer beliebigen Minimalfliche eine Minimal- 
curve ¢ allgemeiner Lage, und construirt fiir jeden Punkt dieser Curve die 
Tangente zu der zweiten durch diesen Punkt hindurchgehenden Mini- 
maleurve, so bilden alle diese Tangenten eine Developpable, indem jede 
unter diesen Tangenten zu der entsprechenden Tangente der Curve ¢ 
conjugirt ist. 

Hieraus folgt, entweder dass die Developpable, die unsere Minimal- 
fliche lings einer Minimalcurve allgemeiner Lage beriihrt, den Kugel- 
kreis enthialt, oder auch dass diese Developpable ein Kegel ist, dessen 
Spitze auf dem Kugelkreise gelegen ist. Und da es nur eine Develop- 
pable giebt, die gleichzeitig um die vorgelegte Minimalfliche und den 
Kugelkreis umgeschrieben ist, so erkennen wir, dass der erste Fall jeden- 
falls nur fiir solche Minimalflachen eintreten kann, die selbst imaginire 
Developpable sind, welche um den Kugelkreis umgeschrieben sind. Also: 

Satz 9. Wahlt man auf einer beliebigen Minimalfliche eine Mini- 
maleurve allgemeiner Lage und zieht darnach durch alle Punkte dieser 
Curve die Tangente an die zweite durch den betreffenden Punkt hin- 
durchgehende Minimalcurve, so treffen die {|construirten Tangenten 
simmtlich den Kugelkreis in demselben Punkte. 

Fiihrt man daher die gewiihlte Minimalcurve eine infinitesimale 
Strecke in Translationsbewegung gegen den im vorangehenden Satze 
besprochenen Punkt des Kugelkreises, so liegt die hiernach erhaltene 
benachbarte Minimalcurve fortwaihrend auf der Fliche, vorausgesetzt, 
dass man von infinitesimalen Gréssen zweiter Ordnung absieht. 

Und also kann die vorgelegte Minimalfliiche in der Weise be- 
schrieben werden, dass man die gewiihlte Minimalcurve in Translations- 
bewegung fiihrt derart, dass ihre Punkte die Minimalcurven der zweiten 
Schaar durchlaufen. 

Hiermit ist die Richtigkeit von der im Anfange dieser Nummer 
aufgestellten Behauptung nachgewiesen, sodass wir den folgenden Satz 
aussprechen kénnen: 


Satz 10. Die Operationen der vorangehenden Nummer liefern alle . 
Minimalflichen, auf denen durch jeden Punkt allgemeiner Lage zwei 
verschiedene Minimalcurven hindurchgehen. 


8. Jetzt brauchen wir nur die Ergebnisse der beiden letzten Num- 
mern analytisch zu formuliren um Monge’s allgemeine Bestimmung 
aller Minimalflichen wiederzufinden. 
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Seien in der That 
t=A(t), y= Bid), z= C(t) 


und 
a= A(t), y= Bt), 2 =C,(t) 
die Gleichungen zweier beliebiger Minimalcurven, so dass die beiden 
Gleichungen 
dA? +dB +dcC? —0, 
dA +dB?+dC,?=0 


bestehen. Alsdann bestimmen die Gleichungen 


“== A(t) + A(t), 
y= BO) + B(x), 
z= C(t) + C, (rt) 
eine Fliche, die in zweifacher Weise durch Translationsbewegung einer 
Minimalcurve erzeugt werden kann. Unsere Fiche ist daher (Nr. 6.) 
eine Minimalfliiche, und andererseits besitzen (Nr. 7.) alle Minimal- 
flichen diese Gleichungsform, vorausgesetzt dass man von den imaginiren 
Developpabeln absieht, die um den Kugelkreis umgeschrieben sind. Also: 
Satz 11. Sieht man von den imagindren wm den Kugelkreis um- 
geschriebenen Developpabeln ab, so besitzt jede Minimalfliche die Glei- 


chungsform 
x= A(t) + A,(®), 
y = Bit) + B(x), 
z2=C(t)+ C,(t) 
wo 
dA?+dB+ dC? =0=dA,?+ dB?+ dC? ; 
ist. Und andererseits bestimmen diese Gleichungen immer eine Mini- 
malfldche. 


9. Hiernach reducirt sich die Bestimmung aller Minimalflichen 
auf die Auffindung aller Minimalcurven. Lagrange hat zuerst gelehrt, 
beliebig viele Minimalcurven zu bestimmen. Fiir eine synthetische Auf- 
fassung scheint mir die folgende von Darboux*) herriihrende Be- 
stimmung aller Minimalcurven die einfachste zu sein. 


*) Um tiberhaupt beliebig viele Curven zu finden, die eine vorgelegte Relation 
f(ayzdxdydz)=0 
erfiillen, sucht man nach Monge und Pfaff eine vollstindige Lisung derjenigen 
partiellen Differentialgleichung 


F(xyzpq) =, 
deren Charakteristiken f= 0 befriedigen, Durch Variation der Constanten findet 
man beliebig viele Integralfliichen, die im Allgemeinen eine Riickkehrkante be- 
sitzen, welche der Gleichung f = 0 geniigt. 


22° 
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Man unterwirft die allgemeine Ebene 
ta +uy+v2e—1=—0, 
die Bedingungsgleichung 
?+u+v?—0, 
welche ausdriickt, dass die betreffende Ebene den Kugelkreis beriihrt; 
fiigt sodann eine beliebige Relation 
f(tuv) = 0 

hinzu. Die hiermit bestimmten Ebenen bilden eine Developpable, die 
um den Kugelkreis geschrieben ist. Die Riickkehrkante derselben ist 
eine Minimalcurve, und auf diese Weise kénnen offenbar simmtliche 
Minimalcurven erhalten werden.*) Ist insbesondere f eine algebraische 
Function, so ist die erhaltene Minimaleurve algebraisch, und umgekehrt 


ist klar, dass alle algebraische Minimalcurven in dieser Weise erhalten 
werden. Also: 


Satz 12. Die allgemeinste algebraische Minimalcurve wird dar- 
gestellt in Ebenencoordinaten durch die Gleichungen 


P+lw+tw=—O, 
f(tur) =0, 
wo f eine arbitriire algebraische Function von t, u,v bezeichnet. 

10. Unter den verschiedenen expliciten Formeln fiir alle Minimal- 
curven, insbesondere fiir alle algebraische Minimaleurven sind die 
nachstehenden von Weierstrass herriihrenden besonders bemerkens- 
werth: 

£ = (1—s?) F'’(s) + 2s F’(s) — 2F(s), 
¢1) y = i(1+s?) F”’ (s) — 2is F’(s) + 2iF(s), 
z= 2sF" (s) — 2F'(s) 
woraus durch Differentiation 
dz = (1—s*) F’’(s), 
(2) dy = i(1+s?)F’’(s), 
dz=2sF’’(s), 
Dass diese beiden iquivalenten Gleichungssysteme eine Minimalcurve 
bestimmen, folgt daraus, dass sie die Gleichung 
dz?+dytd2—0 
identisch erfiillen. Dass sie alle Minimaleurven liefern, liegt darin, 


dass die Ausdriicke der Differentiale dz, dy, dz eine arbitrire Function 
der Hiilfsvariable s enthalten. Also: 


*) Besonders interessant fiir die Theorie der Minimalflichen ist der Fall, dass 
die Gleichung f(twv) = 0 eine reelle Raumcurve in Ebenencoordinaten darstellt. 
Diesen Fall betrachte ich in meiner nichsten Abhandlung, 
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Satz 13. Die Formeln (1) liefern alle Minimaleurven. 

Liisst man in den Weierstrass’schen Formeln Fs) eine be- 
liebige algebraische Function von s bezeichnen, so erhalt man offenbar 
eine algebraische Minimalcurve. Dass man umgekehrt in dieser Weise 
simmtliche algebraische Minimalcurven findet, kann man folgender- 
massen erkennen. 

Lass mich voraussetzen, dass eine algebraische Minimalcurve durch 
die Formeln (1) dargestellt wird. Alsdann kénnen x, y, ¢ immer als 
algebraische Functionen einer gewissen Hiilfsgrisse ¢ ausgedriickt wer- 
den. Und da wegen (2) 

dx . dy 


s=— — 


dz dz 
ist, so folgt, dass auch s eine algebraische Function von ¢, und ebenso 
dass ¢ eine algebraische Function von s ist. Folglich sind auch 2, y, z 
algebraische Functionen von s. Und da die Gleichungen (1) geben 


F(s) =—4{(1—s*)a + i(1+s?)y + 2s2 }, 
ergiebt sich, dass F’'(s) selbst eine algebraische Function von s ist. 
Hiermit ist der folgende Satz, der sich nicht in dieser Form bei 
Weierstrass findet, erwiesen: 
Satz 14. Man erhdlt die allgemeinste algebraische Minimaleurve, 
indem man in den Formeln (1) F(s) als eine beliebige algebraische 
Function von s wilt. 


§ 3. 
Reelle Minimalflichen. Algebraische Minimalflachen. 

11. Es ist nun nach Bonnet’s Vorgange sehr leicht, beliebig 
viele und sogar alle reellen Minimalfliichen zu finden. Hierzu stelle ich 
zuniichst den folgenden, sozusagen evidenten Satz auf: 

Satz 15. Die zu einer beliebigen vorgelegten Minimalcurve gehorige 
imagindr-conjugirte Curve ist selbst eine Minimalcurve. 

Denn die neue Curve wird erhalten, wenn man in den Gleichungen 
der vorgelegten Minimaleurve + i mit — 7 vertauscht. 

Seien 
a2=A(t), y= Bb), «=—Cl) 
die Gleichungen einer beliebigen Minimaleurve, und seien 

p= A(t), y= Bit), 2=—C,(e), 
wo A,(r), B,(r), C,(r) die conjugirten Functionen der neuen Hiilfs- 
groéssen t bezeichnen, die Gleichungen der conjugirten Minimalcurve. 
Ich betrachte die Minimalfliche 
a= A(t) + A,(r), 
y = Bt) + B,(r), 
z=C(t)+ C,(r). 
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Setze ich in diesen Gleichungen, indem ich mit ¢, und ¢, beliebige 
reelle Gréssen bezeichne, 
t=, + it,, 
t=t, — itt,, 
so ist der entsprechende Punkt unserer Minimalfliche offenbar reell. 
Und indem man ¢, und ¢, successiv alle méglichen reellen Werthe giebt, 
erhalt man oo? reelle auf der Fliiche gelegene Punkte, so dass die 
construirte Minimalfliche reell ist. Also: 
Satz 16. Lésst man in den allgemeinen Formeln einer Mini- 
malfliche 
a= A(t)+ A,(r), 
y = Bit) + B,(x), 
e=C(t)+C (rt), 
wo 
dA? +dBP +dC? =0 
dA? + dB? + dC? =0 
ist, die Grossen A,(t), B,(t), C,(t) die zu A(t), B(d, C(t) conjugirten 
Functionen von t bezeichnen, so ist die betreffende Minimalfliche 
immer reell. 


? 


12. Wir werden zeigen, dass die soeben entwickelte Methode alle 
reellen Minimalflachen liefert. Hierzu machen wir die folgenden Ueber- 
legungen. 

Ich wihle eine beliebige reelle Fliche, die keine Minimalfliiche zu 
sein braucht. Alle imaginiren Punkte dieser Fliiche ordnen sich paar- 
weise als imaginir-conjugirt zusammen. Und dementsprechend ordnen 
sich auch alle auf der Flaiche gelegenen Minimalcurven paarweise als 
conjugirt zusammen. Dies vorausgesetzt, werde ich die beiden durch 
einen reellen Punkt p der Fliche hindurchgehenden Minimalcurven be- 
trachten. Vertausche ich die conjugirten Punkte der Fliche unter sich. 
so bleibt p ungeaindert, und daher sind nur die beiden folgenden Fille 
denkbar. Entweder bleiben die durch p gehenden Minimalcurven alle 
beide ungedandert, indem sie sich in sich transformiren, oder auch es ver- 
tauschen sich diese Curven unter einander. Ich werde zeigen, dass 
nur der letzte Fall eintreten kann. Wenn insbesondere die beiden 
durch p gehenden Minimalcurven Zweige einer irreductiblen Curve sind, 
so vertauschen sich, werde ich nachweisen, die beiden Zweige unter sich. 

Lass uns in der That voraussetzen, dass ein solcher Zweig in sich 
selbst transformirt wiirde. Und seien xyz die Coordinaten des Punktes p, 
x+dz-+id§i, y+dy+idn, 2+ dz-+ idg Coordinaten eines be- 
nachbarten Punktes des betreffenden Zweiges. Nach unserer Voraus- 
setzung waren dann 2 + dx —idt, y+ dy —idy, z+ dz—id§ 














die 
sti 








Setzte man hier 


so kiime 


woraus 


und also 


Also kime 


woraus 


folgen wiirde. 


also kime 





welche Gleichung jedoch contradictorisch ist, indem r, 9, FR reelle 
Gréssen sind, die nicht siimmtlich verschwinden diirfen. Hieraus folgt 
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die Coordinaten eines gewissen Punktes desselben Zweiges. 
stiinden daher drei Relationen der Form 


da + id§ = (a+ai) (dx —idé), 
dy + idy = (a+ai) (dy—idyn), 
dz + id = (a+ at) (dz—id). 


dx+idt= re”, 
dy +idyn= oe, 
dz+idg= Re", 
a+ ia = Ae”, 


oa B—f)i 
reli = Ar BM,” 
oe?! 4 0 el? - yi 
S =a ” ? 
» Fi » (B- F)i 

R € = A Re ; 


A=1, f=B-f, 
g=B => 
7 

f=p=—F=4B. 


daz + idt = red*', 
dy + idn= oei*, 
dz + id = Re* 


dx+id&  dy+tidn _ dz+idé 


/ 0 R 


Nun aber ist 
(dx + idé)? + (dy + tidy) + (dz + idg? = 0, 


r ae 9? a R2 _— 0, 


nun zunichst der Satz: 








Satz 17. Unter den imagindren Richtungen, die durch einen reellen 
Punkt hindurchgehen, und welche dabei den Kugelkreis treffen, giebt es 
keine, die sich selbst conjugirt ist. 

Hieraus fliesst unmittelbar 

Satz 18. Vertauscht man die conjugirten Punkte einer reellen Fléche 
unter sich, so vertauschen sich die beiden durch einen reellen Punkt der 
Fliche hindurchgehenden Minimalcurven. 
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Wenden wir nun diesen Satz auf eine beliebige reelle Minimal- 
fliche an, so ergiebt sich, dass die beiden durch einen reellen Punkt 
allgemeiner Lage hindurchgehenden Minimalcurven, die auf der Fliche 
gelegen sind, einander conjugirt sind. Und also ergiebt sich der Satz: 

Satz 19. Man erhiilt die allgemeinste reelle Minimalfliche, indem 
man, wie in Satz 16. geschehen, eine beliebige Minimalcurve 

x=A(t), y= Bf), «= Ci) 
mit der conjugirten Minimalcurve 
t= A, (rt), f= B,(t), 9 = C,(t) 
verbindet und darnach die Minimalfldche 
z= A(t) + A,(r), 
y = Bit) + Bit), 
= C(t) + C,(r). 


bildet. 

13. In der citirten Arbeit giebt Bonnet zugleich Methoden zur 
Auffindung von beliebig vielen reellen algebraischen Minimalflichen. 
Dagegen behandelt er nicht die Frage nach der Bestimmung aller 
reellen algebraischen Minimalflichen. Erst Weierstrass hat eine 
erschépfende Methode zur Bestimmung aller reellen algebraischen 
Minimalflichen gegeben. 

Indem ich im Folgenden eine neve Behandlung des von W eier- 
strass erledigten Problems entwickele, erlaube ich mir die -Aufmerk- 
samkeit darauf zu richten, dass bei meiner Behandlung das betreffende 
Problem in mehrere Unterprobleme zerlegt wird. Zugleich hebe ich 
schon hier hervor, dass ich in entsprechender Weise dasselbe Problem 
fiir einige andere interessante partielle Differentialgleichungen 2. O. 
erledigt habe. 


Ich bemerke zunichst, dass die (reelle oder imaginiire) Minimalfliche 
x= A(t) + A,(2), 
y= BO) + Br), 
= Ct) + G@ 
immer algebraisch ist, wenn die beiden Minimalcurven 


z=A (t), y=B (t), z= C (#) 
und 


a=A(t), y= B,(r), 2 = C,(t) 
algebraisch sind. Umgekehrt ist leicht einzusehen, dass diese hin- 
reichende Bedingung auch nothwendig ist. Denn sei iiberhaupt eine 
algebraische Minimalflache vorgelegt. Ich construire den Tangenten- 
kegel,. dessen Spitze in einem beliebigen Punkte des Kugelkreises ge- 
legen ist. Dieser Kegel ist algebraisch und folglich ist auch seine 
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Beriihrungscurve mit der vorgelegten Fliche algebraisch. Aber diese 
Beriihrungscurve zerfallt in Minimaleurven (die auf der Fliche gelegen 
sind), und zwar findet sich unter ihnen jedenfalls eine Minimaleurve 
jeder Schaar, Also schliessen wir, dass die auf einer algebraischen 
Minimalfliche gelegenen Minimalcurven simmtlich algebraisch sind. 
Also ergiebt sich: 

Satz 20. Man erhdlt alle algebraischen Minimalflichen, indem 
man in der friiher (Satz 6. und 1.) auseinandergesetzten Weise zwei be- 
liebige algebraische Minimalcurven verbindet. 

Hiermit ist das vorliegende Problem darauf zuriickgefiihrt, simmt- 
liche algebraische Minimalcurven aufzufinden. Und da dieses Hiilfs- 
problem schon in Nummer 10., und dies sogar in zwei verschiedenen 
Weisen erledigt wurde, so ist die Frage nach allen algebraischen Minimal- 
flichen erledigt. 

Fragt man mit Weierstrass insbesondere nach allen reellen 
algebraischen Minimalflichen, so erhilt-man, indem man die Sitze 
19. und 20. verbindet, unmittelbar die Anwort in der folgenden Form: 

Satz21. Man erhdlt die allgemeinste reelle algebraische Minimal- 
fliiche, indem man eine beliebige algebraische Minimalcurve mit der 
conjugirten Minimaleurve in der friiher (Satz 6. und 7.) auseinander- 
gesetzten Weise verbindet. 

Wiinscht man endlich die Bestimmung aller reellen algebraischen 
Minimalflachen eben in der von Weierstrass gegebenen Form zu 
erhalten, so braucht man nur Satz 14. mit dem vorangehenden Satze 
zu verbinden. Bezeichnet man dabei iiberhaupt den reellen Theil einer 
Function f mit R(f), so ergiebt sich der folgende von Weierstrass 
herriihrende Satz: 

Satz 22. Die allgemeinste reelle algebraische Minimalfliche wird 
dargestellt durch die Formeln 


z= R[(1 — s*) F'(s) + 2s F’'(s) — 2 F(s)], 
y = Rli(l + s*) F’(s) — 2is F'(s) + 2iF(s)], 
= R[2s F’(s) — 2F'(s)], 
in denen F(s) eine beliebige algebraische Function von s bezeichmet. 
Die vereinigten Sitze 20. und 21. leisten insofern mehr als Satz 22., 


weil sie alle algebraischen Minimalflichen, und nicht allein die reellen 
algebraischen Minimalflichen liefern. 


§ 4. 


Minimalflichen, deren Minimalcurven eine irreductible Schaar bilden. 


Durch jeden Punkt einer Minimalfliche, die keine imaginire 
Developpable ist, gehen zwei Minimalcurven, die im Allgemeinen zwei 
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verschiedenen Schaaren angehdren. Ausnahmsweise kann es jedoch 
eintreten, dass simmtliche Minimalcurven einer Minimalfliche eine 
irreductible Schaar bilden, welche dabei die Flaiche zweifach bedeckt. 
Solche Minimalflichen nenne ich Doppelfliichen. 
14. Es ist leicht die allgemeinen Gleichungen aller Minimal- 
flichen, die Doppelflichen sind, anzugeben. Seien in der That 
(1) a=A(t), y= Bi), «= Cid) 
die Gleichungen einer beliebiger Minimalcurve. Alsdann sind 
-“2= A(t) + A(z), 
y= BY) + Bir), 
z= C(t) + C(r) 
die Gleichungen einer Minimalfliche, deren sdimmtliche Minimalcurven 
mit der vorgelegten Minimaleurve congruent und gleichgestellt sind, 
Und da die beiden Gleichungssysteme 
= A(a) + A(t), 
= Bia)+ Bit), (a= Const.), 
= C(a) + C(t), 


z= A(t)+ A(a), 

y= Bit) + Bia), (a= Const.), 

e=C()+ Ca), 
dieselbe Minimalcurve darstellen, so bilden die auf unserer Fliche ge- 
legenen Minimalcurven eine irreductible Schaar, sodass unsere Minimal- 
fliche eine Doppelfliche ist. 

Es ist andererseits klar, dass hiermit die allgemeinen Gleichungen 
aller Doppelflaichen gefunden sind. Denn da eine allgemeine Minimal- 
fliche bestimmt ist, wenn auf derselben eine Minimalcurve aus jeder 
Schaar gegeben ist, so ist eine Doppelfliche bestimmt, wenn uur eine 
einzige auf derselben gelegene Minimaleurve vorgelegt ist. Also: 

Satz 23. Alle Minimalflichen, die Doppelfliichen sind, werden 
definirt durch die Gleichungen 

“= A(t) + A(r), 
(2) y = BY) + Br), 
s=C(t) + O(n), 


Se 8 


x» 


und 


vorausgesetzt , dass 
“z= A(t), y = Bit), 2= C(t) 





die Gleichungen einer beliebigen Minimaleurve sind. 
Zu bemerken ist, dass die Parameterwerthe 


t= a, t=) 
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denselben Punkt wie die Werthe 
t=b,- t=a 
liefern. 

15. Im Allgemeinen ist die durch die Formeln (2) gelieferte 
Doppelfliche imaginar, und es stellt sich daher die neue Aufgabe, alle 
reelle Minimalflachen zu finden, die Doppelflachen sind. 

Seien 


(3) _  wthi, oy tai, oti 

die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer reellen Doppelfliche. 
Alsdann gehdért auch der conjugirte Punkt 

(4) x — &i, y — ni, 2— fi 

unserer Fliche an. Wenn der erste Punkt eine Minimalcurve durch- 
liuft, so beschreibt der conjugirte Punkt die conjugirte Minimalcurve. 
Sollen nun simmtliche Minimalcurven unserer Fliche eine irreductible 
Schaar bilden, so muss eine jede Minimalcurve durch eine gewisse 
Translationsbewegung in die conjugirte Minimalcurve tibergehen konnen. 
Man kann daher in diesem Falle solche Constanten 


a+ ai, b+ Bi, e+ yt 
wahlen, dass der Punkt 
tta+(@--&)i, ytb+(B—y)i, e+e+(y— $1, 
derselben Minimaleurve, wie der Punkt (3) angehért, Also: 
Satz 24, Bilden die Minimalcurven einer reellen Minimalfldche 
eine irreductible Schaar, so ist es, wenn wir mit 
e+ti, ytni, 2+6% 
die Coordinaten eines variablen Punktes einer auf der Fliiche gelegenen 
Minimalcurve bezeichnen, immer méglich solche Constanten a-+ «ai, 
b+ Bi, e+ yi zu wahlen, dass der variable Punkt 
tt+a+(@a—s)i, ytd+(B—yi, z+e+(y—h 
der vorgelegten Minimalcurve ebenfalls angehort. 
Indem wir auf den neuen Punkt unserer Minimalcurve nochmals 


dieselbe Operation anwenden, erkennen wir, dass auch der Punkt mit 
den Coordinaten 


rH2a+ki, yt+2b4+qi, 24+2c4 fi 
unserer Minimaleurve angehért. Und durch 2m-malige Wiederholung 
derselben Operation erkennt man, dass jeder Punkt mit den Coordinaten 


(5) aw +2ma- &i, y+2mb-+ ni, z+2me-+ &i, 


wo m eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, unserer Curve angehort. 
Sind nun a, b, ¢ nicht simmtlich gleich Null, so bestimmen die 
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Coordinatenwerthe (5) unendlich viele Punkte, die unsere Minimalcurve 
mit der Geraden 





a —(@+ési) — ¥—(ytni) _ *—@+8i) 
a a b re, c 


gemein hat. Also ist die Curve transcendent, und folglich ist auch 
die zugehérige reelle Minimalflache transcendent. 


In dem vorliegenden Falle kénnen wir bemerken, dass unsere 
Minimalcurve die Translationsbewegung 


Az=a, Ay=b, Az=c 
gestattet. Folglich gestatten simmtliche Minimalcurven dieselbe Be- 
wegung, sodass die Fliche periodisch*) ist. Also: 
Satz 25. Wenn die Grissen a b c nicht stimmtlich gleich Null 
sind, so ist unsere Doppelfliche periodisch und also transcendent**). 
16. Soll also eine Doppelfliche algebraisch sein, so muss 


=—=b=c=(0 
sein. In diesem Falle entspricht jedem Punkte 


e+éi, ytni, 246i 
einer auf der Flaiche gelegenen Minimalcurve ein anderer Punkt 
z+ (a — §)i, y + (6 — ni, s+ - g)e 
derselben Minimaleurve. Man fiihre die Translationsbewegung 


Az=— Fi, Ay= — £i, Az=—2i 


auf unsere Curve aus. Hierdurch erhalten wir eine neve Minimal- 
curve, auf der jedem Punkte 


2 + (§— +) i, yt+ (n — ei, e+ (¢ — Y) i 
der conjugirte Punkt 


#—(@—5)i, »—-G—D)s *—6-H): 
zugeordnet ist. Daher ist die neue Curve sich selbst conjugirt. Also: 
Satz 26. Jede Minimaleurve einer reellen algebraischen Doppel- 


*) Hier mége angefiihrt sein, dass eine jede Periode einer Minimalfliche 
ihren Grund in einer Periode der Minimalcurven der einen Schaar hat. Aehnliche 
Siitze gelten fiir reelle algebraische Minimalflichen, die iiberhaupt eine Gruppe 
linearer Transformationen gestatten, bei denen der Kugelkreis invariant bleibt. 

**) Als Beispiel fiir periodische Doppelflichen mige die Schraubenfliche an- 
gefiihrt sein. Ein zweites Beispiel ist die Fliiche, deren Haupttangentencurven 
sich auf die Kugel als confocale sphirische Kegelschnitte abbilden. Diese beiden 
Flachen sind dadurch bemerkenswerth, dass sie gleichzeitig hinsichtlich einfach 
unendlich vieler Kegelschnitte Minimalfliichen sind. 
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fliiche kann durch eine zweckmdssige Translationsbewegung in eine sich 
selbst conjugirte Curve iibergefiihrt werden. 

Wir kénnen auch den noch allgemeineren Satz aussprechen: 

Satz 27. Jede Minimaleurve einer nicht periodischen Doppelfliche 
geht durch eine gewisse Translationsbewegung in eine sich selbst con- 
jugirte Curve iiber. 

Sei anderseits eine beliebige sich selbst conjugirte Minimalcurve 
vorgelegt : 

a=A(t), y= Bi), = C(t), 


und lass mich voraussetzen, dass die Parameterwerthe 


=Atpi, t=vtei 
zwei conjugirte Punkte geben. Gebe ich dann in den Gleichungen 


- A(t) + A(t), 

y = Bit) + Bir), 

e= C(t) + C(x) 
den Gréssen ¢ und t die Werthe 


t—=A-+ pi, t=v-+ Qt, 
so ist der hervorgehende Punkt reell. Die erhaltene Doppelfliche ist 
daher auch reell. Also: 

Satz 28. Kine sich selbst conjugirte Minimalcurve liefert immer 
eine reelle Doppelfldache. 

17. In der vorangehenden Nummer reducirten wir das Problem, 
alle reellen algebraischen Doppelfliichen zu finden, auf die Bestimmung 
aller sich selbst conjugirten algebraischen Minimalcurven. Es ist aber 
leicht das letzte Problem zu erledigen. Man nehme in der That eine 
beliebige reelle Gleichung zwischen den Ebenencoordinaten ¢, u, v, 

f(tuv) = 0, 
und fiige die Gleichung des Kugelkreises hinzu 
P+twtw=—O. 

Diese beiden Gleichungen bestimmen eine sich selbst conjugirte Develop- 
pable, deren Riickkehrkante eine sich selbst conjugirte Minimaleurve 
ist. Allerdings ist es hierbei denkbar, dass die Developpable und in 
Folge dessen auch die Riickkehrkante in Theile zerfillt, die paarweise 
einander conjugirt sind. Doch ist es klar, dass ein solches Zerfallen 
nur ausnahmsweise eintritt. 

Auf der anderen Seite ist klar, dass alle sich selbst conjugirten 
Minimaleurven in dieser Weise erhalten werden; denn im Ebenencoor- 
dinaten wird eine solche Curve eo ipso durch die Gleichung 


? + u? + v? = 0 
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zusammen mit einer anderen reellen Gleichung zwischen ¢, u, v dar- 
gestellt, Also ergiebt sich : 

Satz 29. Um alle*) reellen algebraischen Doppelfliichen zu finden 
verfihrt man folgendermassen. Zu der Gleichung des Kugelkreises in 
Ebenencoordinaten 

P+twtvw=—0 


fiigt man eine beliebige reelle algebraische Relation zwischen t, u, v hinzu: 


f (t, u,v) =0. 
Ist die hierdurch bestimmte Minimalcurve 
a= A(s), y= Bis), z= Cs) 
irreductibel, so bestimmen die Gleichungen 
z=RA(s), y= RBs), z= RCs) 
eine reelle algebraische Minimalfliche, die eine Doppelfliche ist. 
Nimmt man z. B. einen reellen Kegelschnitt, und sucht die um 
diesen Kegelschnitt und den imaginaren Kugelkreis umgeschriebene 
Developpable, so erhilt man bekanntlich eine sich selbst conjugirte 
Developpable achter Ordnung, deren Rickkehrkante eine sich selbst 
conjugirte Minimalcurve zwélfter Ordnung ist. Die zugehérige Minimal- 
fliche, die Herr Henneberg**) zuerst betrachtet hat, ist eine Doppel- 
fliche. Besonders interessant ist der ebenso von Herrn Henneberg 
betrachtete Fall, dass der vorgelegte Kegelschnitt eine Parabel ist. Mit 
diesen beiden Flichen werde ich mich sowohl in dieser wie in meiner 
nichsten Abhandlung iiber Minimalflichen beschiaftigen. 


§ 5. 
Bestimmung der Classe einer Minimalflache. 


Da eine Minimalfliche durch die auf derselben gelegenen Minimal- 
eurven bestimmt ist, stellt sich die allgemeine Aufgabe, die charakte- 
ristischen Zahlen einer algebraischen Minimalfliche z. B. ihre Classe, 
Ordnung u. s. w. zu bestimmen, wenn die betreffenden Minimalcurven 
bekannt sind. 

In diesem Paragraphen entwickele ich eine diusserst einfache Formel 
zur Bestimmung der Classe einer beliebigen algebraischen Minimal- 
fliche. Diese Formel ist jedoch verschieden, jenachdem die F'liche 
eine Doppelflache ist, oder nicht. Wir betrachten daher diese beiden 
Fille fiir sich. 


*) Dieser Satz ist deswegen bemerkenswerth, weil derselbe nicht giiltig bleibt, 
wenn man das Wort ,,algebraisch“ weglisst. 
**) Bei Henneberg werden die besprochenen Minimalfliichen dadurch definirt, 
dass sie die Evolute eines Kegelschnitts als geoditische Curve enthalten. 
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18. Wir wollen zunichst solche Minimalflichen betrachten, die 
keine Doppelfliichen sind, also solche Minimalflichen, die zwei ver- 
schiedene Schaaren von Minimalcurven enthalten. Sei K eine Curve 
der einen Schaar, K’ eine Curve der zweiten Schaar. Sei R und # 
der Rang dieser Curven; M und M’ die Maultiplicitiit des Kugelkreises 
auf den zugehdrigen Developpablen. Ich werde zeigen, dass die Classe 
der Flache durch die Formel 
M (Rk — M)+ U(r — mM’) 

ausgedriickt wird. 

Zunichst zeige ich, dass jeder Tangentenkegel, dessen Spitze auf 
dem Kugelkreise liegt, in M+ M’ Kegel zerfallt. Durch einen Punkt z 
des Kugelkreises gehen nimlich MTangenten an die Curve K. Jede 
sulche Tangente gehért einem Kegel an, der die Flaiche nach einer 
Curve von der Schaar K’ beriihrt. Ich behaupte, dass keine zwei 
unter diesen Tangenten die Flaiche in Punkten derselben Curve K’ 
beritihren kénnen. Wire nimlich dies allgemein der Fall, so miisste 
die Curve K’ durch eine endliche Translationsbewegung in sich selbst 
iibergehen kénnen, sodass K’ periodisch uud also transcendent sein 
wiirde. Daher giebt es M verschiedene Tangentenkegel, deren Spitze 
in a liegt, welche nach Curven XK’ beriihren. Dem entsprechend giebt 
es M’ Tangentenkegel, deren Spitzen in a liegen, welche nach Curven 
K beriihren. Und da jede durch a gehende Tangente entweder eine 
Curve K oder eine Curve K’ beriihrt, ergiebt sich der Satz: 

Satz 30. Jeder Tangentenkegel, dessen Spitze auf dem Kugelkreise 
liegt, zerfallt in M Kegel, die die Fliche nach Curven K’, und M’ Kegel, 
die nach Curven K beriihren. 

Die Kegel, die nach Curven K’ beriihren, sind von der Classe 
R’ — M’. Ebenso sind die Kegel, die nach Curven XK beriihren, von 
der Classe R — M. Also ist die Classe des gesammten Tangenten- 
kegels, dessen Spitze auf dem Kugelkreise gelegen ist, gleich 

M(R — M)+ M(R- MDM). 
Diese Zahl ist somit die Classe der Fliche. Also: 

Satz 31. Die Classe einer Minimalfliiche, die keine Doppelfliche 

ist, wird gegeben durch die Formel 

M (R— M)+ M(k — MN); 
R ist der Rang einer auf der Fliiche gelegenen Minimalcurve, M ist 
die Multiplicitiéit des Kugelkreises auf der zugehirigen Developpabeln; 
FR’ und M’ sind die entsprechenden Zahlen einer Minimalcurve der 
zweiten Schaar. 
Ist insbesondere die betreffende Fiche reell, so ist 

R=Rf, M=M*, 


und also ergiebt sich: 
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Satz32. Die Classe einer reellen Minimalfliche ist gleich2 M(R—M), 
vorausgesetst, dass die Fliche keine Doppelfliche ist. 

Wiinscht man die Classe einer Doppelfliche zu bestimmen, so 
verfahrt man in entsprechender Weise. Ist R der Rang einer allge- 
meinen auf der Fliche gelegenen Minimalcurve, M die Maultiplicitit 
des Kugelkreises auf der betreffenden Developpablen, so erkennt man, 
dass der Tangentenkegel, dessen Spitze auf dem Kugelkreise liegt, in 
M Kegel zerfallt, unter denen jeder nach einer Minimalcurve beriihrt. 
In Folge dessen ist die Classe eines jeden solchen Kegels gleich R—M. 
Also ist die Classe des gesammten Tangentenkegels gleich M(R — M.) 
Daher : 

Satz 33. Die Classe einer Minimalfliche, deren Minimalcurven 
eine irreductible Schaar bilden, ist gleich M(R — M)*). 

Diese letzte Formel gilt fiir alle Doppelflichen, sowohl die reellen 
wie die imaginiren. 

20. Transformirt man eine Minimalcurve durch reciproke Radien**), 
so erhalt man bekanntlich eine neue Minimalcurve. Insbesondere geht 
eine Minimalgerade in eine ebensolche Gerade iiber. 

Hieraus lassen sich leicht Schliisse ziehen, die fiir die Theorie 
der algebraischen Minimalflichen wichtig sind. Zunichst zeige ich, 
dass die Zahl R — M bei der besprochenen Transformation invariant 
bleibt. 

Bei der Transformation geht nimlich die Developpable einer 
Minimalcurve in die Developpable einer ebensolchen Curve iiber. Die 
vorgelegte Developpable wird von einer Minimalgeraden allgemeiner 
Lage in R — M Punkten geschnitten. Also wird auch die neue Develop- 
pable von einer jeden Minimalgeraden allgemeiner Lage in ebenso- 
vielen Punkten geschnitten. Und also kommt: 

Satz 34. Transformirt man eine Minimalcurve durch reciproke 
Radien, so bleibt die Zahl R — M invariant. 

Durch analoge Betrachtungen werden wir jetzt einen Minimal- 
werth der Zahl R — M herleiten. Die Developpable einer vorgelegten 
Minimalcurve schneiden wir mit einem Kreise, der die Curve in einem 
gewissen Punkte 2 trifft, sonst aber eine allgemeine Lage besitzi. 
Sodann fiihren wir eine Transformation durch reciproke Radien aus, 
indem wir den Punkt x zum Pol der Transformation wihlen. Hier- 
durch geht der Kreis iiber in eine Gerade allgemeiner Lage, welche 
die Developpable der neuen Minimalcurve in R” Punkten trifft, voraus- 


*) Selbstverstandlicherweise sehen wir hier, wie gewdhnlich, von cen imagi- 
niren Developpablen, die den Kugelkreis enthalten, ab. 
**) Man vergleiche z. B. Darboux: Sur une classe remarquable de courbes etc. 
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gesetzt, dass R” den Rang der neuen Minimalcurve bezeichnet. Folg- 
lich ist R” gleich der Zahl der Schnittpunkte der urspriinglichen 
Developpablen mit dem besprochenen Kreise, minus der Zahl dieser 
Schnittpunkte, die entweder im Punkte a oder unendlich entfernt 
liegen. Das heisst, es ist 

R" = 2(R — M)— a, 
wo @ die Zahl der im Punkte z vereinigten Schnittpunkte bezeichnet. 
Und da diese Zahl gleich 2 ist, wenn m kein singulirer Punkt der 
vorgelegten Minimalcurve ist, so kénnen wir setzen 

R’ = 2(R — M) — 2. 
Wiire nun R — M kleiner als 3, so ergibe sich fiir R” ein kleinerer 
Werth als 4. Es giebt aber keine Curve, deren Rang kleiner als 4 
ist. Also: 

Satz 35. Die Zahl R — M ist gleich oder grosser als 3. 

[Spiiter werden wir zeigen, dass R — M entweder gleich oder 
auch grésser als WM ist.] 

21. Die obenstehenden Entwickelungen fiihren zu einer einfachen 
Bestimmung der niedrigsten Classenzahl einer Minimalfliche. Dabei 
sehen wir von der Ebene und den imaginiren Developpablen ab. 

Es folgt zunichst aus den Sitzen 31., 32. und 35., dass die Classe 
einer reellen oder imaginiren Minimalfliche, die keine Doppelfliche 
ist, nicht kleiner als 6 sein kann. 

Dagegen kann die Classe einer Doppelfliche gleich 3 sein. Die 


Hypothese 
M(R— M)=3 





giebt namlich 

M=1, R=4 
und es giebt bekanntlich eine Minimalcurve 3. O., deren Rang gleich 
4 ist, und welche dabei den Kugelkreis als einfachen Kegelschnitt ent- 
hilt. Also: 

Satz 36. Es giebt eine Minimaljliche dritter Classe.*) 

Es fragt sich, ob es reelle Minimalflichen dritter Classe giebt. 
Um diese Frage zu beantworten, erinnern wir, dass eine jede Minimal- 
curve einer reellen algebraischen Doppelfliiche durch eine gewisse 
Translationsbewegung in eine sich selbst conjugirte Curve tibergehen 
kann. Hieraus aber fliesst der Hiilfssatz: 

Satz37. Eine Minimaleurve allgemeiner Lage einer reellen Doppel- 
fliche trifft den Kugelkreis in einer graden Anzahl von Punkten, die 
paarweise conjugirt sind. ; 


*) Diese Fliiche ist, wie ich beilaufig bemerke, eine Cayley’sche Linien- 
fliche 3. Ordnung. 
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Und da eine Minimalcurve dritter Ordnung den Kugelkreis nur in 
einem Punkte trifft, folgt: 

Satz 38. Es giebt keine reelle Minimaljliche dritter Classe. 

Um alle Minimalflichen 4'** Classe zu finden, setzt man 


M(R— M)=4, 
Mai, Rod. 


Es giebt bekanntlich eine Minimalcurve vierter Ordnung, deren Rang 
5 ist, deren Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegelschnitt 
enthalt. Also existirt eine Minimalfliche 4'* Classe. Da indess die 
besprochene Minimalcurve den Kugelkreis nur in einem Punkte trifft, 
so giebt es keine reelle Minimalflache vierter Classe. Also: 

Satz 39. Es giebt eine Minimalfliche vierter Classe, welche jedoch 
immer imagindr ist. 

Und da es nach Herrn Hennebergs schénen Untersuchungen eine 
reelle Minimalfliche 5'* Classe giebt, so folgt*): 

Satz 40. Die niedrigste Classenzahl der reellen Minimalflichen 
ist 5. 

Wie man sieht, sind alle Minimalflichen fiinfter Classe bestimmt 
durch die Gleichung 


woraus 


M(R— M)=5, 
woraus 

M=1, R=6. 
In spiiteren Paragraphen dieser Abhandlung werde ich mich mehr 
eingehend mit der Bestimmung aller Minimalflichen von gegebener 
Classe beschiftigen. Es gelingt mir u. A. alle reellen Minimalflichen 
anzugeben, deren Classe gleich einer beliebigen vorgelegten Primzahl ist. 


§ 6. 
Die Ordnung einer algebraischen Minimalfliche. 


Ich stelle mir jetzt die Aufgabe, die Ordnung einer vorgelegten 
algebraischen Minimalfliche 


z= A(t) + A,(0), 
(1) y= BO)+ Bo), 
z= C(t)+ C, (tr) 
zu bestimmen. Ich werde eine allgemeine Methode zur Erledigung 
dieses Problems entwickeln. Dabei bemerke ich, dass diese Methode 


sich iiberhaupt auf alle Flichen, deren Gleichungen die Form (1) be- 
sitzen, anwenden lisst. 


*) Man vergleiche hierzu den letzten Paragraphen dieser Abhandlung. 
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22. Ich schneide die vorgelegte Minimalfliche, deren Minimal- 
curven gwei verschiedene Schaaren bilden mégen, mit einer Geraden, 
die durch den gegebenen Punkt 

=a, y=b, se 


hindurchgeht , und welche dabei die Richtungscosinus «, B, y besitzt. 
Die Gleichungen dieser Geraden sind 


zx=a-+ ao, 
(2) y=b-+ Bo, 
2=c+79, 


wo @ die Distanz des laufenden Punktes 2, y, 2 von dem festen Punkte 
a, b, ¢ bezeichnet. Ich setze voraus, dass die Constanten a, b, ¢, «, B, y 
allgemeine Werthe haben. In Folge dessen kann ich annehmen, dass 
simmtliche Schnittpunkte zwischen der Flaiche (1) und der Geraden (2) 
verschieden sind und dabei endliche Coordinatenwerthe haben. Ich 
nehme ferner an, dass die Gerade (2) nicht eine solche Lage besitzt, 
dass zwei unter ihren Schnittpunkten mit cer Fliche demselben Werth- 
systeme ¢, tr entsprechen. Ich setze endlich voraus, dass die Gerade (2) 
auch nicht eine solche Lage besitzt, dass ein Schnittpunkt zu einem 
solchen Werthsysteme ¢, t gehort, fiir welches eine unter den Gréssen 
A(t), B(t), C(, A,(t), B(x), C,(r) unendlich wird. 

Nach diesen Festsetzungen ist die Ordnung der Fliche gleich der 
Zahl der Werthsysteme ¢, t, @, welche die Gleichungen 


A(t) + A,(t) =a + ag, 
(3) B(t) + By(t) =) + Be, 
Ct) + C(t) =e + 70 
erfiillen, ohne eine oder mehrere unter den Gréssen A(t), B(é), C(é), 
A,(t), B,(t), C,(t) unendlich zu machen, 
Wir schreiben die Gleichungen (3) folgendermassen 
A(t)—a=ag — A,(r), 
(4) Bit) —b = Be — B,(r), 
Cit) —c = ve — (2), 
und ersetzen sie darnach, indem wir 3 Hiilfsgréssen 2’, y’, z einfiihren, 
durch die 6 aquivalenten Gleichungen 
(5) “ = A(t)—a, y = Bit) —b, 2 = C(t) —e. 
(6) w=ag—A,(t), y=fo—Bi(r), #=yve—C,(r). 
Die drei Gleichungen (5) bestimmen eine Minimalcurve, die mit den 
Minimalcurven der einen Schaar unserer Flache congruent und gleich- 
gestellt ist. Die drei Gleichungen (6) bestimmen eine Cylinderfliche, 
23° 
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deren Erzeugenden die Richtungscosinus «, B, y besitzen, und welche 
dabei die Minimalcurve 


a—=—A,(t), y=—B (x), ¢& =— C(t) 
enthalt. Hiernach ist der folgende Satz gefunden: 
Satz 41. Die Ordnung der Fliche (1) ist gleich der Anzahl der 
im endlichen Raume gelegenen Schnittpunkte zwischen der Curve (5) und 
der Cylinderfliche (6). Vorausgesetzt ist dabei, dass die Grissen a, b, ¢, 
a, B, y allgemeine -Werthe haben*). 
Ist nun die Curve (5) von der Ordnung m, und die Curve 


at=A,(t), y= B,(t), = (,(t) 
und also auch die Curve 
=—A,(t), y=— Bt), 2=— C(t) 


von der Ordnung m,, so schneidet die Curve (5) die Cylinderfliiche (6) 
in mm, Punkten. Liegen dieselben siimmtlich im endlichen Raume, 
so ist die Ordnung der Fiche (1) gleich mm,. Liegen dagegen einige 
unter diesen Punkten, etwa w, unendlich entfernt, so ist die Ordnung 
der Minimalfliche gleich mm,—. Also: 

Satz 42. Erzeugen zwei algebraische Minimalcurven, deren Ordnung 
beziiglich gleich m und m, sein migen, eine Minimalfliche, so liisst sich 
die Ordnung dieser Fliiche durch mm,— @ ausdriicken. Hierbei ist 
@ eine positive Zahl, die nur vom Verhalten der beiden vorgelegten 
Minimalecurven im Unendlichen abhingt. 

Haben insbesondere unsere beiden Minimalcurven keinen gemein- 
samen unendlich entfernten Punkt, so ist @ gleich Null, so dass die 
Ordnung der Fliiche gleich mm, ist. 

Ist unsere Minimalfliiche insbesondere reell, so ist, da zwei con- 
jugirte Minimalcurven dieselbe Ordnung haben, m gleich m,. Setzen 
wir voraus, dass unter den unendlich entfernten Punkten einer Minimal- 
curve unserer F'liche sich keine solche finden, die zu einander conjugirt 
sind, so ist @ gleich Null, indem unsere Minimalcurve keinen unendlich 
entfernten Punkt mit der conjugirten Curve gemein hat. Also: 

Satz 43. Erzeugt eine Minimalcurve von der Ordnung m eine 


*) Man kiénnte sich von vorneherein denken, dass ein im endlichen Raume 
gelegener Schnittpunkt 2’ y’ 2 zwischen der Curve (5) und der Cylinderfliiche 
einem Werthsystem ¢,r entspriiche, fiir welches eine der Grissen A,t, Byrt, Cyt und 
also auch g unendlich wire. Dann aber bestiinden fiir diesen Werth von +t die 
Relationen 

As Be Ce 
ee ae 


und das ist unmiglich, da a, 8, y allgemeine Constanten sind. 











Le 
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reelle Minimalfliiche, die jedoch keine Doppelfliche ist, so ist die Ord- 
nung dieser Fliiche gleich m? — @. Die Zahl ist gleich Null, wenn 
die Minimaleurve keine conjugirte, unendlich entfernte Punkte besitet; 
dagegen grosser als Null, wenn die Curve solche Punkte enthiilt. 

23. Es fragt sich, wie man in jedem einzelnen Falle die Zahl a, 
das heisst die Anzahl der unendlich entfernten Schnittpunkte der 
Curve (5) mit dem Cylinder (6) bestimmt. 

Um dies zu beantworten, ersetzen wir die Curve (5) durch einen 
hindurchgehenden Cylinder, dessen Erzeugenden, wie diejenigen des 
Cylinders (6), die Richtungscosinus «, 6, y besitzen. Die Zahl @ ist 
gleich der Anzahl derjenigen gemeinsamen Erzeugenden dieser beiden 
Cylinder, die in der unendlich entfernten Ebene liegen. Hierbei ist 
zu bemerken, dass der Cylinder (6), nachdem die Constanten a, B, y 
gewahlt sind, eine bestimmte Lage besitzt, wihrend der neue Cylinder 
wegen der unbestimmten Parameter a, b, c zweifach unendlich viele 
Lagen besitzen kann. Diese Lagen gehen aus einer bestimmten solchen 
Lage durch Anwendung aller Translationen des Raumes hervor. Indem 
wir sowohl den festen wie den variablen Cylinder durch ihre Schnitt- 
curven mit einer festen Ebene ersetzen, erhalten wir den Satz: 


Satz 44. Die Zahl o ist gleich der Anzahl der wnendlich ent- 
fernten Schnittpunkte einer festen ebenen Curve mit einer variablen Curve 
derselben Ebene, auf die alle miglichen Translationen, welche diese Ebene 
invariant lassen, ausgefiihrt werden. 

Es ist leicht den letzten Satz durch ein analytisches Raisonnement 
herzuleiten. Die Gleichungen (4) geben durch Elimination von @ 


(7) B A(t) — «a B(t) — (Ba — ab) = — [BA,(t) — eB, (1), 
yA(t) — aC (t) — (ya — ac) = — [y A, (t) — & C,(1)], 


und da jedes Werthsystem ¢, t, welches diese beiden Gleichungen be- 
friedigt, und dabei den Gréssen A(t), B(t), C(é), A,(r), B(x), C, (7) 
endliche Werthe ertheilt, durch Einsetzung in (4) zugleich der Grosse @ 
einen endlichen Werth giebt, so ist die Ordnung der Fiche gleich der 
Anzahl derjenigen Werthsysteme ¢t, t, welche die beiden Gleichungen 
(7) erfillen, und dabei keine unter den Gréssen A(¢)---C,(t) un- 
endlich machen. 

Da nun die Parameter a, B, y allgemeine Werthe haben sollen, 
so kénnen wir annehmen, indem wir mit ¢, einen Werth von ¢ be- 
zeichnen, der eine der Gréssen A(t), B(t), C(t) unendlich macht, dass 
die Gleichungen 

Alte) _ Bite) _ Cite) 





a B y 
nicht bestehen, und ebenso, indem wir mit +, einen Werth von t be- 
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zeichnen, der eine der Gréssen A,(t), B,(t), C,(t) unendlich macht, 
dass die Gleichungen 
Aj(t,) _—§ B,(t,,) 
By Sree ee eM 
nicht bestehen. 

In Folge dessen ist die Ordnung der Fliche zugleich die Anzahl 
derjenigen Werthsysteme t, t, welche die beiden Gleichungen (7) erfiillen, 
und dabei keine unter den Grissen 

BA (t)—a Bit), yA(t)—aC (bt), 
B A,(t)—a@B,(t), yA,(t) — @C,(r) 
unendlich machen. 

Betrachten wir daher die beiden Curven 


x =f A(t) — a B(t) — (Ba — ab), 


y =y A(t) — a C(t) —(ya—ac), 
und 


2” = — [6 A,(t) — a B,(t)], 
y = — [yA,(r) — « C,(r)], 
so ist, kénnen wir sagen, die Ordnung der Fliche gleich der Anzahl 
der nicht unendlich entfernten Schnittpunkte unserer beiden Curven*), 
24. Handelt es sich darum die Ordnung einer Doppelfliiche 
“x= A(t)-+ A(t), 
y= BY) + BC), 
2= C(t) + C(r) 
zu bestimmen, so muss man sich erinnern, dass die beiden Werthsysteme 
t=a, t=), 
t=b, t=a 


denselben Punkt unserer Fliche liefern. Daher sind die Schnittpunkte 
der Fliiche mit den Geraden 


£=-a-+ ag, 
y=b-+ Bo, 
e= c+ v0 


allerdings wie im allgemeinen Falle durch die Gleichungen 
A(t)+ A(t) =a+ ag, 
Bit) + Blt) = b + Be, 
Ci) + C() =e + ye 


*) Diese beiden Curven sind, wie man sieht, Projectionen der beiden Minimal- 
curven 


x=A(t)—a, y= B(t)—b, z=—Cl(t)—ec 
und 


c=— A(t), y= — Bt), = — C(t). 














] 








Ueber Minimalflichen. 





359 


bestimmt; aber man hat jetzt zu beachten, dass je zwei Werth- 
systeme ¢, r, welche diese Gleichungen erfiillen und dabei keine unter 
den Gréssen A(¢)--- C(t) unendlich machen, demselben Schnittpunkte 
zwischen der Fiche und der Geraden entsprechen. Die in den friiheren 
Entwickelungen als Ordnungszahl gefundene Zahl ist daher jetzt durch 
2 zu dividiren. Also: 

Satz 45. Erzeugt eine Minimalfliche der m Ordnung eine Doppel- 
fliiche, so ist die Ordnung dieser Fliiche 4(m?— @), wo @ nach den 
fritheren Regeln bestimmt wird. 

Dieser Satz gilt fiir alle Doppelfliichen, sowohl die reellen wie die 
imaginiren. 


§ 7. 
Bestimmung der Zahl o. 


25. Ich werde jetzt zeigen, wie man die Anzahl der unendlich 
entfernten Schnittpunkte einer festen Curve mit einer variablen Curve, 
auf die successiv alle méglichen Translationen ausgefiihrt werden, be- 
stimmen kann. Hierzu brauche ich einen bekannten Satz iiber die 
Schnittpunkte zweier algebraischen Curven*). 

,Seien «=O, y=0,t =O drei gerade Linien einer Ebene, und 
sei t= 0, x =O ein gemeinsamer Schnittpunkt zweier Curven. Ich setze 

t x 
“Henrie 7 
und suche fiir jede Curve die Reihenentwickelung von t nach den 
wachsenden Potenzen von & Seiten 


Pp p+i p+ 

t= A,§* + 4,8 . +---+A,& +:°; 
r rth ri 

r= BE +BES f+ BET He 


diese Entwickelungen. 


, ° ° 5 0 r ° 
Es wird vorausgesetat, dass die Exponenten ; und — gleich oder 
grosser als 1 sind, sodass die Gerade x = keine Tangente unserer 
Curven ist. Man bildet die Differene t — t', die qs verschiedene Func- 
tionen von & darstellt. Bezeichnet man nun mit 

d(t — 1’) 
die Ordnung der infinitesimalen Grosse t — t’, auf — als Function 
von §, so ist die Summe 


*) Vergleiche Halphen, Bulletin de la Société mathématique, 1873. lm Jahre 
1869 theilte Weierstrass mir in einem Gespriiche denselben Satz mit, 
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> 8(r—2) 


eben die Anzahl der im Punkte t = 0, x =O vereinigten Schnittpunkte 
unserer beiden Curven.“ 


Ist insbesondere 2 >”, z. B 
q<s’ 


so ist 8(r—r’) = 2, und 


: > 8 (e—1) = ps, 


so dass ps die Zahl der vereinigten Schnittpunkte ist. Ist dagegen 
Rae 
q ir 
und ist dabei ¢ ein Maximumswerth der Grosse 6 (r—rt’), so ist offenbar 
eqs 
ein Maximumswerth fiir die Zahl der vereinigten Schnittpunkte. 

Hat die eine oder beide Curven mehrere derartige Entwickelungen, 
so verbindet man jede Entwickelung der einen Curve mit jeder Ent- 
wickelung der zweiten Curve und summirt die hierdurch erhaltenen 
Zahlen. 

26. Diese bekannte Theorie werden wir jetzt auf das im Anfang 
dieses Paragraphen gestellte Problem anwenden. 

Sei ¢ == die unendlich entfernte Gerade, und sei x = 0, t=0 
ein gemeinsamer Punkt der festen und der beweglichen Curve. Dabei 
nehmen wir an, dass unsere Curven nicht von der Geraden x = 0 
beriihrt werden. Sei 

p+k 


(8) r= > AE? 


die Reihenentwicklung eines Zweiges der festen Curve, und sei 
+i 


(9) t= > BE" 


die Reihenentwickelung eines Zweiges der beweglichen Curve. Ist 
nun z. B. 


p LA 
q < 


8 


so ist nach dem Vorangehenden die Zah] der im Punkte t= 0, x = 0 
vereinigten Schnittpunkte unserer Curve gleich 


= ps, 
wo das Summationszeichen sich darauf bezieht, dass jede Entwickelung 


der einen Curve mit jeder Entwickelung der zweiten Curve verbunden 
werden soll. 
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Ist dagegen 


) r E 
- ” as =y") 
so muss man in jedem einzelnen Falle eine gewisse Anzahl Glieder 
der Reihenentwickelungen (8) und (9) wirklich aufstellen und sodann 
die Formel 
2Zd(t—7) . 

apwenden. Hierbei tritt, wie wir sogleich zeigen werden, der merk- 
wiirdige Umstand ein, dass man einen Maximalwerth der gesuchten 
Zahl a priort angeben kann. Diess liegt darin, dass die Gréssen B; 
variable Parameter sind, indem die Entwickelung (9) eine variable 
Curve darstellt. 

Seien B,... Bj... die Werthe dieser Parameter, die einer be- 
stimmten Lage unserer beweglichen Curve entsprechen, und sei 


oder 


t f®\ 8 
— >) Bi ( ’ 
y y 


die entsprechende Entwickelung. Setzt man hier, indem man mit a 
und 6 unbestimmte Parameter bezeichnet, statt x und y beziiglich 
z+ at, y+ bt, so erhilt man die Gleichung 
= 
ma. See = >) Bi (218 , 
y+ bt "\Xy+ bt : 
welche die allgemeine Lage unserer beweglichen Curve darstellit. In- 
dem wir diese Entwickelung nach den gewohnlichen Regeln auf die Form 
eh 
t ) 8 
; ees P m (7) 
bringen, erkennen wir, dass 
B,= B,, B, = B,..., Brews Br-.-1 
sind; dagegen ist 


, ar re 
Dine = Bows + ae B, *. 


so dass B,_, und B;_,, fiir einen allgemeinen Werth von a, ver- 
schieden sind. 
Hieraus geht hervor, dass die Zahl 
2r—s 
——= 
*) Wenn ) ist, so ist 
q 8 
p=ir, q=is, 
wo 4 nicht gleich 1 zu sein braucht. 
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der-Maximumswerth der Ordnung der infinitesimalen Grosse 
pt+k r+i 


> at? — DBE 


ist, wenn . gleich : ist. 

In Folge dessen haben die Curven (8) und (9), wenn : =< ist, 
hichstens (2r—s)q im Punkte t=0, «x = vereinigte Schnittpunkte, 
die von den besprochenen Reihenentwickelungen herriihren. 

27. Wir werden jetzt bis auf Weiteres annehmen, dass eine jede 
unserer beiden Curven nur eine Reihenentwickelung im Punkte (t=O, 
x=) besitzt. Alsdann schneidet die unendlich entfernte Gerade die 
feste Curve in p Punkten, die im Punkte ((—0, =) zusammenge- 
fallen sind. Ebenso schneidet jene Gerade die bewegliche Curve in r 
Punkten, die im Punkte (¢=0, x=) zusammengefallen sind. Da nun 


r p 
~>1 und a 1 
ist, und folglich auch 
rp > Sp, rp>rq, 


) Yr . ° ia Ue 
so besteht, wenn 7 und : verschieden sind, der Satz: 


Schneidet die unendlich entfernte Gerade die feste Curve in p im 
Punkte (20, t=O) zusammengefallenen Punkten, und die bewegliche 
Curve in r solchen Punkten, so ist rp cin Maximumswerth der in die- 
sem Punkte vereinigten Schnittpunkte unserer Curven. Vorausgesetat ist 

° ? r . ° . . . 
dabei, dass : und : verschieden sind, ferner dass eine jede unserer 
Curven nur eine Reihenentwickelung im betreffenden Punkte besitet. 

Sodann wenden wir uns zu dem Falle 

y) r 
(10) c = — 


indem wir fortwihrend annehmen, dass jede Curve nur eine Reihen- 
entwickelung im betreffenden Punkte besitzt. Nach dem Vorangehen- 
den ist 

(2r—=s)q 
ein Maximumswerth der im Punkte (¢(=0, =O) vereinigten Schnitt- 
punkte unserer Curven. Ferner ist 


, = 
ra a 1, 
also kommt 


(r—s)?S0 
und zugleich 


r? S (2r—s)s, 


oder indem wir beriicksichtigen, dass — = ist, 
$s 











tf 
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rp > (2r—s)q. 
Hiermit ist nachgewiesen, dass der obenstehende Satz noch besteht, wenn 


die Exponenten * und / emander gleich sind. 


Lass uns jetzt voraussetzen, dass die feste Curve k Reihenent- 
wickelungen im Punkte (x0, t==() besitzt, und seien 
ee FEO, Pre 
“1? Qe qx % 


Pp 


die entsprechenden Werthe des Exponenten q) wir nehmen ferner an, 


dass die bewegliche Curve j Reihenentwickelungen in demselben Punkte 
besitzt, und dass 

1; . v; "; 

ed hs es ea 


die entsprechenden Werthe des Exponenten - sind. Alsdann erkennt 


man, indem man je zwei solche Reihenentwickelungen verbindet, dass 


die Summe 
D>! DF rive = (D} ri) (Di v«) 


der Maximumswerth der im Punkte (2=0, t=0() vereinigten Schnitt- 
punkte unserer Curven ist. Und da die feste Curve die unendlich ent- 
fernte Gerade in p, + p. +--+-—+ px im Punkte (c=0, t=) zusam- 
mengefallenen Punkten schneidet, und ebenso die bewegliche Curve 
dieselbe Gerade in r, +7, -+----+ 7; zusammengefallenen Punkten 
schneidet, so ergiebt sich ohne Beschrainkung der Satz: 

Satz 46. Schneidet die wnendlich entfernte Gerade die feste und 
die bewegliche Curve beziiglich in p und in r im Punkte (x0, t=O) 
zusammengefallenen Punkten, so ist pr ein Maximumswerth fiir die Zahl 
der in diesem Punkte vereinigten Schnittpunkte unserer beiden Curven. 


28. Im vorangehenden Paragraphen reducirten wir die Bestim- 
mung der Ordnung einer Minimalflache auf die Bestimmung der unend- 
lich entfernten Schnittpunkte einer festen ebenen Curve mit einer be- 
weglichen Curve derselben Ebene, auf welche alle mégliche Translationen 
ausgefiihrt werden. Und in den vorangehenden Nummern dieses Para- 
graphen zeigten wir, dass die Erledigung des reducirten Problems nur 
die Bestimmung einer gewissen Anzahl von Gliedern in den Reihen- 
entwickelungen zweier auf der Fliiche gelegener Minimalcurven verlangte. 

In spiteren Paragraphen werden wir vermdge dieser allgemeinen 
Theorie die Ordnung einer Reihe algebraischer Minimalfliichen be- 
stimmen. 

Hier beschrinken wir uns darauf zwei Formeln zu entwickeln, die 
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uns niitzlich sein werden, wenn wir spiiter die schwierige Aufgabe 
angreifen, alle reellen Minimalflichen von gegebener Ordnung anzugeben. 

Auf einer vorgelegten Minimalfliiche wihle ich eine Minimalcurve 
jeder Schaar. Ich nehme an, dass diese beiden Curven zusammen die 
unendlich entfernte Ebene in g von einander verschiedenen Punkten 
schneiden. Unter diesen g Punkten, die P,,P,,..., P, heissen mégen, 
gehéren im Allgemeinen einige nur der einen Curve, einige nur der 
zweiten Curve an, und endlich kénnen einige gleichzeitig beiden Curven 
angehéren. 

Im Punkte P, midge die erste Curve die unendlich entfernte Ebene 
in p, vereinigten Punkten treffen, im Punkte P, in p, vereinigten 
Punkten, u. s. w., und endlich in dem letzten Punkte P, in p, ver- 
einigten Punkten. Dabei kénnen unter den Zahlen p,, p,, . .. p, einige 
gleich Null sein. Jedenfalls ist die Zahl 


P+ +++ += Sex 
ws 
die Ordnungszahl der Curve. 
Dementsprechend midge die Minimalcurve der zweiten Schaar die 
unendlich entfernte Ebene iiberhaupt im Punkte P, in 2, vereinigten 
Punkten treffen. Alsdann ist die Zahl 


S+%+::- += > a, 
die Ordnungszahl der zweiten Curve. 
Nehmen wir nun an, dass unsere Fliche keine Doppelfliche ist, 
(was wir tibrigens schon implicite vorausgesetzt haben, indem wir von 


zwei Schaaren von Minimalcurven sprachen), so lehren unsere friiheren 
Entwickelungen, dass die Zahl 


(S$90)($=)— Noe 
ein Minimumswerth der Ordnung unserer Fliche ist. 
Ist die Fliche eine Doppelfliche, so ist p, = 2,, und also ist 


+(Sy-D) 


ein Minimumswerth fiir die Ordnung der betreffenden Fliche. 

Ist unsere Fliche reell und dabei keine Doppelfliiche, so sind die 
Minimaleurven der beiden Schaaren conjugirt, und daher von der- 
selben Ordnung, so dass 





ye-ds 
[> Px) — > Dus 


ein Minimumswerth fiir die Ordnung der Fliche. 


ist. Also ist 











pom Celio eo 
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§ 8, 


Minimalcurven, deren Developpable den Kugelkreis als einfachen 
Kegelschnitt enthalten. 


Es ist méglich eine volistiindige Theorie solcher Minimaleurven zu 
entwickeln, deren Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegel- 
schnitt enthalten. Hierauf begriinden wir in einem spiiteren Para- 
graphen (§ 10.) u. A. eine Bestimmung und Discussion aller reellen 
Minimalflichen, deren Classenzahl eine beliebig vorgelegte Primzahl ist. 

29. Wie wir in Nummer 10. sahen, bestimmen die W eierstrass’- 
schen Formeln 


x = (1—s*) F’ (s) + 2sF'(s) —2F(s), 
(1) y = i(1+s*) F’(s) — 2isF’(s) + 2iF(s), 
2 = 2sF"(s) —2F'(s), 
in denen F eine arbitriire algebraische Function von s bezeichnet, eine 


jede algebraische Minimalcurve. Aus den entsprechenden Differential- 
gleichungen 
dz = (1—s?)F’(s), 
dy = i(1+s*)F'’(s), 
dz = 2sF’"(s) 
folgt 
da: dy: dz = (1—s?*) : i(1+s?): 2s, 


so dass die beiden Verhiiltnisse 


dx dy 
dz’ dz 
rationale Functionen von s sind. Andererseits ist 
7 dx . dy 
ati i dz dz 


Hieraus fliesst einerseits, dass zu einem gegebenen Werthe des Para- 
meters s eine bestimmte Richtung der Tangente der Minimalcurve ge- 
hért, andererseits dass einer gegebenen Tangentenrichtung ein ganz 
bestimmter Werth von s entspricht. Krinnern wir daher, dass die 
Tangenten einer Minimalcurve siimmtlich den Kugelkreis treffen, so 
kénnen wir sagen: 

Die verschiedenen Werthe des Parameters s sind den Punkten des 
Kugelkreises eindeutig zugeordnet. Giebt man in den Formeln (1) der 
Grisse s einen gewissen Werth s,, so erhidlt man denjenigen Punkt oder 
diejenigen Punkte der betreffenden Minimalcurve, deren Tangenten den 
Kugelkreis in dem zu s, gehirigen Punkte treffen. 

Lass uns jetzt voraussetzen, dass F'(s) eine rationale Function von 
s ist; alsdann sind auch 2, y, 2 rationale Functionen von s. In diesem 


366 Sornus Lie. 


Falle hat daher unsere Minimalcurve nur eine Tangente, die den Kugel- 
kreis in einem vorgelegten Punkte schneidet. Der Kugelkreis ist daher 
ein einfacher Kegelschnitt auf der betreffenden Developpablen. Also: 

Satz 47. Ist F(s) eine rationale Function von s, so bestimmen 
die Formeln (1) eine Minimalecurve, deren Developpable den Kugelkreis 
als einfachen Kegelschnitt enthilt. 

Ist andererseits der Kugelkreis ein einfacher Kegelschnitt auf der 
Developpablen einer algebraischen Minimalcurve, so sind x, y, 2 rationale 
Functionen von s, und da wegen der Formeln (1) 


F(s) = — $ {(1—s*)'x + i(1+5*) y + 2sz} 
ist, so folgt, dass auch F(s) eine rationale Function von sg ist. Also: 

Satz 48. Man erhilt eine jede algebraische Minimalcurve, deren 
Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegelschnitt enthdlt, indem 
man in den Formeln (1) F(s) eine rationale Function von s sein lisst. 

Um die zu einer beliebig vorgelegten rationalen Function F' ge- 
hérige Minimaleurve zu discutiren, denken wir uns F’(s) zuniichst in 
eine ganze Function H(s) und in Ausdriicke der Form 

A 

($8 — @) 
zerlegt. Ist nun H(s) von der dritten oder noch héheren Ordnung, 
so werden die durch die Formeln (1) bestimmten Ausdriicke der Gréssen 
x,y, # unendlich, wenn man soo setzt. In diesem Falle giebt 
daher der Parameterwerth s = oo einen unendlich entfernten Punkt 
auf unserer Curve. Und da das Eintreten dieses Umstandes sich immer 
dadurch vermeiden lisst, dass man auf die Minimalcurve eine gewisse 
(reelle) Bewegung ausfiihrt (welche keine Translation ist), so kénnen 
wir uns auf den Fall, dass H(s) von der nullten, ersten oder zweiten 
Ordnung ist, beschrinken. 

Bestimmt man auf der anderen Seite die beiden Minimalcurven, 
die zu gwei rationalen Functionen f(s) und F,(s) gehéren, deren 
Differenz eine ganze Function von der zweiten Ordnung ist, so erkennt 
man, dass die eine dieser Minimalcurven durch eine gewisse Trans- 
lationsbewegung in die andere Minimalcurve iibergehen kann. Hieraus 
ergiebt sich der Satz: 

Satz 49. Hine jede Minimalcurve, die der Hypothese M = 1 ent- 
spricht, kann in der Weise erhalten werden, dass man in den Formeln (1) 
statt F'(s) eine gewisse rationale Function von s setzt, deren Nenner 
von hiherer Ordnung als der Zihler ist, und dass man darnach eine 
gewisse Bewegung auf die erhaltene Curve ausfiihrt. 

30. Wir kénnen daher voraussetzen, dass F’'(s) die Form 


k= (e) (k) . 
> An — AM) 
+ ke Mp 1 1 
F (s) = —— a tnttodiittetdee. —y Le eee ft a: —} 
=1 ( (8 — a) (8 — @,) ($s — a,) 


m 
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oder die fiquivalente Form 


k=9 j=m AM) 
® 8a a 


besitzt. Man findet 


F"(s) = > } ae 4" 
(s—a,)** 


Durch Einsetzung in (1) erhalten z, y, z die Form 


a eo +++ Mg +2q-—1 
m, +2 My+2 
+++ (say) 


Mat+2 
(S— 4) (s— 4g) ’ " 
wo der Index die Ordnung des Ziihlers angiebt. Insbesondere ist 


2 > 24 e) .3 2) §—a, Ken, temas mg +2q—2 
= . 52: — = 5 : — 
(s—a,)*? (s—a)"*"..-(s—a, "ar 


Wir werden zeigen, dass der Zihler 
Kin, $-1my-4+++-mg-+2q—2 
sich nicht mit einigen der Factoren des Nenners verkiirzen lisst. Lass 
uns in der That Voraussetzen, dass eine Verkiirzung z. B. mit s — a, 
mdglich wiire, sodass z die Form 
Kin +-+++-+-mg+2q—8 


Mo+2 mg +2 


= 
(s—a,)"** (s—a,) -++(s—a,) 


besiisse. Alsdann bestiinde eine Relation der Form 


¢ (m 2)s—a a eee en +2q—3 
2m, 1 = a “ 
” l m 2 a teed nm ~~ 92 ‘ 2 
(s—a)y™* (s ng — ai . (s—a,)"2* 
j=m,— 2j s(j-' a a bors So; ° s(j+ 2) — 
) 2 Ys ae! i+2 Y > sae cro ? 
j= 1 (s 4) &=2 j=l e 


wo die Grésse s — a, in dem Nenner links in der Potenz (s — a,)™+? 
auftritt, wihrend sie in den Nennern rechts nur in niedrigeren Po- 
tenzen vorkime. Und da der Zihler links sich nicht mit s — a, ver- 
kiirzen lisst, so ist unsere friihere Annahme unmidglich. Folglich ist 
der Nenner von z von der Ordnung 


m, + m+---+ m+ 2q, 
wihrend der Ziahler von z eine niedrigere Ordnung besitzt. Und da 


nach dem Vorangehenden auch nicht die Nenner und Zihler der 
Gréssen x und y von héherer Ordnung als der Nenner von ¢ sind, 


368 Sopuaus Liz. 


ergiebt sich, dass die Ordnung unserer Curve gleich 2m, + 2q¢ ist. 
Ferner ist klar, dass nur die Parameterwerthe s = a, unendlich ent- 
fernte Punkte unserer Curve liefern. Die unendlich entfernte Ebene 


schneidet unsere Curve in q verschiedenen Punkten, die simmtlich auf 


dem Kugelkreise gelegen sind. In jedem Punkte s = a, fallen m, + 2 
Schnittpunkte zwischen der Curve und der unendlich entfernten Ebene 
zusammen. In jedem solchen Schnittpunkte ist, wie ich beiliufig be- 
merke, die unendlich entfernte Ebene Osculationsebene der Curve. Also: 

Satz 50. Hat F(s) die Form (2), so ist die Ordnung der ent- 
sprechenden Minimalcurve gleich 


m, -+m,+---+m,+2 


Sie trifft die wnendlich entfernte Ebene in q ver cen Punkten (die 
siimmtlich auf dem Kugelkreise liegen) und zwar liegen im ersten Punkte 
m, + 2 Schnittpunkte der Curve und der Ebene vereinigt, im zweiten 
liegen m, + 2 Schnittpunkte vereinigt u. s. w. 
31. Jetzt werden wir den Rang unserer Minimalcurve bestimmen. 
Die Gleichungen 
dx 
=r-+6 —y 
dy 
ds 
dz 
£=@ ot é re 
in denen z, y, ¢ Coordinaten eines Punktes der Minimalcurve sind, 
wiihrend ¢ einen variablen Parameter darstellt, bestimmen siimmtliche 
Punkte 2’, y’, 2, die auf einer Tangente der Curve gelegen sind. Fasst 
man sowohl s wie « als variable Parameter auf, so bestimmen unsere 
Gleichungen alle Punkte, die auf der Developpablen der Minimalcurve 
gelegen sind. Die Schnittpunkte der Developpablen mit der Geraden 


(3) fAxv+ By +C =0, 
vo 
lL’ +Mz+N=0 


sind daher bestimmt durch die Gleichungen 
Ac+ By+O+2(4%° 4+ B%)= 
La+Me+N+0(1%% 4m a 
aus denen folgt 


(5) (Ax+ By+C) (“4 + m4) 


ds 


y=yte 


? 


(4) 


—(La+Me+N)(4 9% + BS) =0. 


Wir setzen voraus, dass die Constanten A, B, C, L, M, N allge- 
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meine Werthe haben. Alsdann ist der Rang der Curve, oder was auf 
dasselbe hinauskommt, die Ordnung der Developpablen gleich der An- 
zahl der Schnittpunkte zwischen der Developpablen und der Geraden (3). 

Da die Gerade eine allgemeine Lage hat, kénnen wir annehmen, 
dass sie nicht mit einer Tangente der Curve parailel ist, woraus hervor- 
geht, dass die Gleichungen 

dx = @ dx dz 
AG, + Ba; = at*3,-* 

nur unter der Voraussetzung gleichzeitig bestehen kénnen, dass gleich- 
zeitig 


dx dy __ _ 
get ert See 
das heisst, dass gleichzeitig 
Pas (s) — 0 


ist. 
Ist nun 2’, y’, 2 ein (im endlichen Raume gelegener) Schnittpunkt, 
so geht durch denselben eine bestimmte Tangente, deren Beriihrungs- 
punkt 2, y, 2 einem bestimmten Werthe s, von s entspricht. Und da 
fiir diesen Beriihrungspunkt die Gréssen 
. =o f= 
ds’ ds’ ds 
von Null verschieden sind, indem sonst die Gerade (3) eine particulire 
Lage hiitte, so geben die Gleichungen (4) einen endlichen Werth der 
Grosse «. Ebenso ist klar, dass s, von oo verschieden ist, indem sonst 
die Gerade (3) eine specielle Lage hitte. Hieraus ergiebt sich, dass 
jeder Schnittpunkt der Developpablen mit der Geraden (3) allgemeiner 
Lage ein endliches Werthsystem s, ¢ liefert, welches die Gleichungen 
(4) befriedigt. 
Lass uns andererseits voraussetzen, dass die Gleichungen (4) und 
also zugleich die Gleichung (5) durch ein endliches Werthsystem ¢, s 
befriedigt werden. Alsdann sind die entsprechenden Werthe von 2, y, z, 
dx dy dz 


; endlich ,*) und also liefern die Coordinatenwerthe 
ds’ ds’ ds ? 


wea ute Ge ete a 
einen im endlichen Raume gelegenen Schnittpunkt zwischen der Develop- 
pablen und der Geraden. 
Es fragt sich, ob jeder endliche Werth von s, der die Gleichung 
(5) befriedigt, zugleich einen endlichen Werth von « liefert. 
Der betreffende Werth von « ist endlich, ausgenommen, wenn die 
beiden Gleichungen 


*) Dies beruht darauf, dass keine unter den Gréssen a,, do,..-, a, fiir all- 
gemeine Werthe der Grissen A, B, C, L, M, N die Gleichung (5) befriedigt, 
wie in der naichsten Nummer nachgewiesen wird. 
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dz dy __ 
Aas +B ds —e, 


dx dz , 
8 7 M ds auG 


bestehen, das heisst nach dem Vorangehenden, wenn 

FF” (s) = 0 
ist. Unter den Lésungen der Gleichung (5) miissen also diejenigen 
als uneigentlich ausgeschlossen werden, welche zugleich F'”’(s) = 0 
ergeben. Also: 

Satz 51. Der Rang unserer Minimalcurve ist gleich der Zahl der 
verschiedenen Werthe von s, welche die Gleichung (5) befriedigen, und 
welche nicht gleichzeitig F’’ (s) = 0 erfiillen. 

32. Die Gleichung (5) kann auch folgendermassen geschrieben 
werden 
(6) AM(axdze—zdz) + BL(ydx—-azdy) + BM (ydz—2zdy) 

+ (CL—AN)dz+ CMdz— BNdy=0. 
Nun ist 
adz — zdx= (2s?+ 2) FF” —4s FF”, 
ydx—ady= — 4isk’F" +4iFF’, 
ydz — zdy = (—28°+2)iF’ F" + 4isFF’”, 
dz = (1—s*)F"", dy=i(1+s?)F", dz=2sF”. 
Daher ist F’” ein Factor der linken Seite der Gleichung (6), und uach 
dem letzten Satze kann dieser Factor weggelassen werden. 
Es ist (Nr. 30.) 
A” 


aie arn 
. —jaf 
"7 =!) ‘(s—a, prt ‘ 


a jG+1) AM 
re-22 3" 


Also nimmt die Gleichung (6) nach der Weglassung des Factors f”” 


die Form an: 


(7) AM | (2s? + 2) Bas. aR —4s 1) 5 | 
+ BL | ~ 48 I a, apt # ED ca 
+ BM {(—26° +2) PP rm aot sis 3} 


+ (CL—AN)(1—s?) + ache + BNi(1+s%) =0. 
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Durch Zusammenziehung erhilt die linke Seite folgende Gestalt: 
h 


Mm, +My + +++ Mg q+? 


(s o — (s— ae vie (s— a)" ? 





wo der Zihler eine ganze Function von der Ordnung 2m + q+ 2 
ist. Und da der Zihler fiir allgemeine Werthe der Gréssen A, B, L, M - 
sich nicht mit s — a,, s — a, ... oder s — a, verkiirzen lisst, indem 
die Gréssen 
v+i1, sund —s?+1 
nicht gleichzeitig mit einer Grésse s — a, dividirbar sind, so hat die 
Gleichung (7) Xm +¢q-+2 Wurzeln. Unter diesen Wurzeln findet 
sich eo ipso keine Grésse a,, a,...a,. Also ergiebt sich der Satz: 
Satz 52. Der Rang unserer Minimalcurven ist gleich 


m +m, +---+m+q+2. 
[Bei dem Beweise dieses Satzes haben wir vorausgesetzt, dass die 
Gleichung 


(Act By+C) (L9°4+M%)—(La+ Me+N) (AZ +B) =0 


keine gleichen Wurzeln besitzt. Ich werde andeuten, wie man dies be- 
weist. Die gleichen Wurzeln, die méglicherweise existiren, befriedigen 
zugleich die durch Differentiation hervorgehende Gleichung 

R rn(p@e a? 
(Ax+By+0\(L9$4+M5.)—(La+Me+N)(A o2 +BY) == 0, 


woraus: 


= e+ Ms dz A= +34 . 
oE x oe a ie y 
L~ 1s? +z ds? A a +2 ds? 


Diese Gleichung erhilt durch Ausmultipliciren die Form: 


dxd@’z dzda dy @ da d?y\ _ dzd*y dyd*z\ _ 
AM(F ds’ ds Tt BL ae ds ds? BMG, as aaa) 0 


woraus durch eine geometrische Ueberlegung hervorgeht, dass die 
Gerade (3) jedesmal die Developpable der Minimalcurve beriihrt, wenn 
die Gleichung (5) eine mehrfache Wurzel besitzt. Und da dies durch 
die allgemeine Lage der Geraden (3) ausgeschlossen ist, folgt, dass 
gleiche Wurzeln nicht auftreten kénnen]. 

33. [Es ist sehr leicht die Classe einer Minimaleurve, die der 
Hypothese / = 1 entspricht, zu bestimmen. Diess soll jetzt gezeigt 
werden, obgleich diese Bestimmung fiir das Folgende unwesentlich. ist. 

Die Gleichung der Osculationsebene 


(x’ — x) (dz d’y —dy d’ 2) + (y¥ —y) (da d?z—dzd*x) 
+ (¢ —2)(dy@?ux—dzdy) =0 
24* 


? 
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nimmt durch Ausfiihrung und Weglassung des unwesentlichen Factors 
F’’? die Form an: 


(1— s?)a’ + i(1+s?) y + 282’ = 4F(s) 
wo x, y, 2 die Coordinaten eines laufenden Punktes der Osculations- 
ebene sind. Und da 
k=q j=™m At) 

F(s) = — oo (s—a,) 
ist, so folgt, dass die Osculationsebenen , die durch einen beliebig vorge- 
legten Punkt gehen , durch eine Gleichung von der (m, + ----++ m,-++2)' 
Ordnung bestimmt sind. Hieraus folgt: 

Satz 53. Die Classe unserer Minimalcurve ist gleich 
m +:--+m,+ 2. 
Bezeichne ich die Ordnung, die Classe und den Rang unserer 
Minimaleurve beziiglich mit O, C und R, so ist also: 


O=m +---+m,+2¢q, 
C=m+.--+m+2, 
R=m+---+m+¢+2. 
Hieraus ergiebt sich die Relation 
0+C-—-2R+2=0, 
die fiir jede Minimalcurve besteht, deren Developpable den Kugelkreis 
als einfachen Kegelschnitt enthdlt. Merkwiirdig ist dabei, wie ich bei- 
laufig bemerke, dass diese Relation bei einer Transformation durch 
reciproke Radien ungedndert bleibt. 

Hier mége auch die Bemerkung ihren Platz finden, dass die im 
endlichen Raume gelegenen Spitzen und Inflexionstangenten einer jeden 
Minimaleurve beziiglich durch die Gleichungen 

F’’(s)=0 und F’’(s) =co 
bestimmt werden. Ist jedoch M = 1, so hat die Curve keine Inflexions- 
tangenten, deren Beriihrungspunkt im endlichen Raume gelegen ist. 

Die in diesem Paragraphen gegebene Bestimmung der Ordnung, der 
Classe und des Ranges einer Minimalcurve, die der Hypothese M = 1 
entspricht, fand ich urspriinglich durch einfache synthetische Be- 
trachtungen, indem ich niimlich den Einfluss eines jeden unendlich ent- 
fernten Punktes, der nur von der zugehérigen Reihenentwickelung ab- 
hingt, bestimmte. Eine fhnliche Discussion giebt die Bestimmung der 
genannten charakteristischen Zahlen einer ganz beliebigen Minimal- 
curve. | *) 





*) Die Classe einer Minimalcurve ist immer gleich der Multiplicitiit der un- 
endlich entfernten Ebene als Osculationsebene plus der zweifachen Multiplicitit 
des Kugelkreises auf die betreffenden Developpablen. 
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§ 9. 
Bestimmung aller sich selbst conjugirter Minimalcurven, die der 
Annahme M = 1 entsprechen. 


373 


Ich werde zeigen, dass es méglich ist, alle sich selbst conjugirten 
Minimaleurven, die der Annahme M = 1 entsprechen, zu bestimmen. 
Hieraus ergiebt sich sodann im niichsten Paragraphen uwnmittelbar die 
Bestimmung aller reellen Minimalflachen, deren Classenzahl eine beliebig 
vorgelegte Primzahl ist. 

34. Setzt man in den Weierstrass’schen Formeln einer Mini- 
malcurve 





"+23 FF’ —2F, 
y = i(1+s*) F” — 2isF’ + 2iF, 
e=2sF” — 2F’ 
und den entsprechenden Differentialgleichungen 
dzx=(1—s*)F", dy=i(1+s)F", dz=2sF” 
einmal 


(1) s=r(cosp+isin 9), 
ein andermal 


s = — = (cos p + isin 9), 


so erhilt man bekanntlich auf der Curve zwei Punkte, deren Tangen- 
ten conjugirte Richtungen haben. 

Ich werde annehmen, dass die Hypothese F’ = (s) eine sich 
selbst conjugirte Minimalcurve, und ebenso dass die Annahme F’'=¥ (s) 
eine andere sich selbst conjugirte Curve giebt. Bezeichne ich dann 
mit 4 eine beliebige reelle Constante, so ist vermége der vorangehenden 
Bemerkung leicht zu erkennen, dass auch die Annahme F' = ® + AW 
eine sich selbst conjugirte Curve liefert. 

Insbesondere egiebt die Function ® — ¥ eine sich selbst conjugirte 
Curve. 

Hiermit verbinden wir die folgende Bemerkung. 

Nach dem Vorangehenden wird jede sich selbst conjugirte Minimal- 
curve, die der Annahme IM = 1 entspricht, erhalten, wenn als Fs) 
eine gewisse Function der es 


pany > +Lis+4+Ms+N 


gewaihlt wird. Nun aber wissen wir einerseits, dass die unendlich ent- 
fernten Punkte einer sich selbst conjugirten Curve paarweise conjugirt 
sind, andererseits, dass die unendlich entfernten Punkte unserer Curve 
auf dem Kugelkreise in den Punkten s =a, liegen. Hieraus folgt, 
dass die Punkte s = a, paarweise conjugirt sind. 
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Seien iiberhaupt s=a, und s= 


o, zwei conjugirte Punkte des 
Kugelkreises und seien 


By» Gay +20, Bg, Gy, By, .-. hy 


die unendlich entfernten Punkte unserer Curve. Die zugehérige Function 
F, besitzt dann also die Form: 


k=g j=™, At By 
RO= >> Be ee + Ls? + Ms? + N, 
aS < 8 — a,)’ (8s— a, 


wo (s—a,) und (s—a,) in gleich hohen Potenzen auftreten. 
35. Nach diesen Vorbereitungen betrachte ich die Minimalcurve, 


die zu der Function 
no 'S! 


gehért, und zugleich die conjugirte siete deren charakteristische 
Function F’,(s) die Form 


j=m, A) 
j 





naa. ¥ 
8— da), 


omen J o2 . > 
F,(s) = he + Pa +Qs+R 
besitzt. Setze ich dann 
F,+F,=F;, 
so ist die zu J’, gehérige Minimaleurve sich selbst conjugirt. Anderer- 
seits ist auch die zu F, gehérige Minimalcurve sich selbst conjugirt. 


Also ist auch die zu F’, — F’; gehdrige Minimalcurve sich selbst con- 
jugirt. Nun aber besitzt F, — F, die Form 


=¥ j=m Be) co 
F, — F,= yy — - (L—P)s? + (M—Q)s+ (N—R), 
mnt &*! 


und da die Punkte des Kugelkreises, die den 


Oy, Boyes 


#arameterwerthen 
-» & entsprechen, nicht paarweise conjugirt sind, ergiebt 
sich, dass die Zidhler der Grissen (s—o,)) stimmtlich verschwinden: 
B” — c*®—0 
j j 
In Folge dessen reducirt sich die zu F, — F, gehirige, 


sich selbst 
conjugirte Minimalcurve auf den Punkt 


%, = 2(L— P) —2(N—R8), 
Y = 2i(L—P) + 2i(N—R), 
4 = — 2(M—Q), 
der reell sein muss. Die Gréssen L, M, N sind also durch die Gréssen 


P, Q, R bis auf drei arbitrire reelle Constanten x,, y,, 2 bestimmt. 
Dass diese drei Constanten arbitrdr sind, liegt darin, dass eine sich 
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selbst conjugirte Curve durch eine jede reelle Translation sich selbst 
conjugirt bleibt. 

Setzt man diese arbitriiren reellen Constanten x,, y), 2), wie man 
ohne wesentliche Beschrinkung thun kann, sémmtlich gleich Null, 
so kommt 

L=P, N=R, M=Q. 
Das Obenstehende fassen wir folgendermassen zusammen. 

Satz 54. Man findet eine jede sich selbst conjugirte Minimalcurve, 
die der Annahme M = 1 entspricht, folgendermassen. Auf dem Kugel- 
kreise wahlt man eine beliebige Anzahl von Punkten a,, ay, .. +, dg; 
unter denen keine zwei conjugirt sind, und bildet dann, indem man 
mit m,, My, ..., Mm, beliebige positive ganze Zahlen, mit A” arbitrére 
Constanten bezeichnet, den Ausdruck: 


Man bestimmt die zugehirige Minimaleurve, ferner die conjugirte 
Minimalcurve und endlich die zu der letzten Curve gehirige charakte- 
ristische Function 

k=g j=m BY 





o,= —4_ + Ps? + Qs + R. 
mi fi es 


Alsdann ist die der Function ®, + ©, entsprechende Minimalecurve im- 
mer sich selbst conjugirt. 

Die Besiimmung der Constanten B“, P, Q und R verlangt die 
Auflésung eines Systems linearer Gleichungen, und kann daher in jedem 
einzelnen Falle ausgefiihrt werden. 

36. Unsere friiheren Formeln fir die Ordnung, die Classe und 
den Rang einer Minimalcurve, die der Annahme M = 1 entspricht, 
geben fiir die sich selbst conjugirten Curven die folgenden Relationen: 


O = 2(m, +--+» + m,) +49, 
R= 2(m, +---+m,) + 29 + 2, 
C=2(m, +---+m,)+2, 
sodass die Ordnung, die Classe und der Rang in diesem Falle simmt- 
lich gerade Zahlen sind.*) 
Wiinscht man nun z. B. alle Minimalcurven der betreffenden Art, 
deren Rang gleich einer beliebigen geraden Zahl 2@ ist, zu finden, 
sO muss man zuniichst die Gleichung 


m +m-+---+m+9g+1l=—o 





*) Es ist tibrigens leicht zu erkennen, dass diese Zahlen fiir eine jede sich 
selbst conjugirte Minimalcurve gerade sind, 
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auf alle méglichen Weisen in ganzen positiven Zahlen auflisen. Sodann 
verfahrt man nach den Regeln des letzten Satzes. Also: 
Satz 55. Es ist immer midglich, alle sich selbst conjugirten Minimal- 


curven von gegebenem Range, die der Annahme M = 1 entsprechen, zu 
bestimmen. 


$ 10. 


Bestimmung aller reellen Minimalflichen, deren Classenzahl eine 
beliebige vorgelegte Primzahl ist. 


Die vorangehenden Entwickelungen erlauben alle reellen Minimal- 
flichen, deren Classenzahl eine beliebige vorgelegte Primzahl = ist, 
zu finden. 

37. Die Classe einer reellen Minimalfliche, die keine Doppelfliche 
ist (§ 5.), wird gegeben durch die Formel 

2M(R—WM), 
wiihrend die Classe einer Doppelfliiche (§ 5.) gleich 
M(R—M) 
ist. Da nun die Primzahl z, die grésser als 2 sein muss, eine un- 
gerade Zahl ist, so muss die Fiche eine Doppelfliiche sein. Also: 

Satz 56. Eine jede reelle Minimalfliiche, deren Classe eine ungerade 
Zahl ist, muss eine Doppelfliiche sein. Dies ist insbesondere der Fall 
bei jeder reellen Minimalfliiche, deren Classe eine Primzahl ist. 

Es handelt sich also darum, die Gleichung 

M(R-—-M)=x 

in allgemeinster Weise zu befriedigen, derart, dass die betretfende 
Minimalcurve sich selbst conjugirt ist. Da a eine Primzahl ist, und 
R — M nach einem friiheren Satze nicht gleich 1 sein kann, folgt 

M=1i, R—-Mex, 
und 

R=a-+1, 
wo x + 1 offenbar eine gerade Zahl ist. Andererseits fanden wir in 
dem vorangehenden Paragrapiicn die Formel 


R= 2(m, +----+m,) + 29+ 2. 


Also kommt 


a-+1 
2 =m +---+m+g9+1, 
welche Gleichung man in allgemeinster Weise befriedigen muss. 
Jedem Systeme ganzzahliger Lisungen dieser Gleichung entspricht 
nach dem vorangehenden Paragraphen eine sich selbst conjugirte 
Minimalcurve, die 


R—2 x—l 
gtm+:--+m = 7-4 


2 
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arbitrare Constanten*) enthilt. Die zugehérige reelle Minimalfliche 
ist von der z'* Classe. Und in dieser Weise werden alle derartige 
Flaichen bestimmt. Also: 

Satz 57. Um alle reellen Minimalflichen zu finden, deren Classe 
gleich einer gewissen Primzahl a ist, sucht man nack den Regeln des 
vorangehenden Paragraphen alle sich selbst conjugirten Minimalcurven, 
deren Rang gleich x + 1 ist, und welche dabei der Annahme M = 1 
entsprechen. Die zugehirigen Minimalflichen sind von der x Classe. 

38. Als Beispiel werden wir zeigen, wie man alle reellen Minimal- 
flichen der dreizehnten Classe bestimmen kann. 

Man soll die Gleichung 


os =T=—=m+m+---+m+g+1 
oder die aquivalente Gleichung 


6=—m+m+---+m+g 
in allgemeinster Weise durch ganze Zahlen befriedigen. Die folgenden 
Méglichkeiten kénnen eintreten: 


1) g=1, m=—5, 





2) g=2, m=—3, m—!l, 
3) g=2, m=—2, m=2, 
4) g=3, m=—1, m=—1, m—1. 
Ks giebt daher vier verschiedene Arten reeller Minimalflichen der 


dreizehnten Classe. Die Flichen der ersten Art werden erhalten, wenn 
man setzt 





ye A, A, A, 
F(s) = (s — a)> + (s —a)! > dee 1 (s — a) 
B, B a 
+ Goa + Goa FT He? 


die Constanten A,, A,,..., A, und a@ sind arbitrir, dagegen sind 
B,, B,,..., Bs; wnd @ eindeutig bestimmt, wenn die sechs ersten 
Constanten gewihlt sind. Man findet die B, und « nach den friiheren 
Regeln. ; 


2) Die Minimalflichen der zweiten Art werden erhalten, wenn 
man setzt 


*) Diese arbitriiren Constanten sind complexe Gréssen und sind daher der 
doppelten Anzahl reeiler Constanten iquivalent. Durch eine zweckmissige reelle 
Rotation der Minimalcurve liessen sich noch drei reelle Constanten entfernen, 
endlich kénnte eine vierte reelle Constante durch eine reelle Aehnlichkeitstrans- 
formation weggeschatft werden. 
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‘ A B, 
F (s) = we 2 a, > + a + r — + 8 — Mg 
D, 
+ (@— woe + Gs == oe. i 8—O_ 


Hier sind A,, A,, A,, B,, a, und a, arbitrire Constanten, wihrend 
die iibrigen Constanten eindeutig bestimmt sind, wenn jene gewahlt sind. 
3) Die Flaichen der dritten Art erhiilt ty wenn man setzt 


F(s) = (s — a4)? + me~ * ¥ (s a a ae 
C; C, D, D, 
< (s — a,)* + o = @ + (s — ag)® 7 S— a,’ 


darnach 4,, A,, B,, B,, a, und a, arbitrir wihlt, und endlich die 
iibrigen Constanten wie friiher bestimmt. 
4) Endlich die Flichen der vierten Art erhilt man, indem man 


setzt 
= A B Cc 
Pancha + Ber S 
D E F 
+ S— a, ss 8 — Ws + 8—a,’ 
darnach A, B, C, a,, a, und a, arbitrir wihlt, und endlich die 
iibrigen Constanten passend bestimmt. 
Es giebt daher vier Arten reeller Minimalflichen dreizehnter Classe. 
Betrachtet man dhnliche Flichen als identisch, so hiingen die F lichen 


jeder Art von acht reellen Constanten ab. 


§ 11. 
Bestimmung reeller Minimalflichen von beliebig gegebener Classe. 


Verlangt man, dass die Classe einer reellen Minimalfliiche gleich 
einer vorgelegten Zahl, die keine Primzahl ist, sein soll, so ist die 
Bestimmung der betreffenden Flichen mir nur in den einfacheren 
Fallen gelungen, und ich vermuthe sogar, dass eine allgemeine Er- 
ledigung dieses Problems sich nicht geben lisst. Doch scheinen mir 
die nachstehenden Entwickelungen bemerkenswerth zu sein. 

39. Ich will zunichst versuchen alle reellen Minimalfliichen ge- 
gebener Classe, die keine Doppelfliichen sind, zu bestimmen. Die Classe 
einer solchen Fliche ist gegeben durch 

2M(R — MN), 
woraus hervorgeht, dass die Classe immer gerade und dabei gleich 
oder grésser als sechs ist. 

1) Die Hypothese 

2M(R—M)=6 
giebt 


Me=l, R=—4., 
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Nun aber ist 


R=m+-+--+m+q+2, 


q=1, m—1, 


also ist 


und es wird 
yy A 
F(s) = ‘<< 
Die entsprechende Minimalcurve ist von der dritten Ordnung; dieselbe 
hat nur einen unendlich entfernten Punkt; daher hat sie keinen unend- 
lich entfernten Punkt mit der conjugirten Minimalcurve gemein. Die 
zugehérige Minimalfliche ist somit (§ 6. und 7.) von der neunten Ord- 
nung. Dies ist die von Herrn Enneper entdeckte Minimalfliche 
neunter Ordnung, sechster Classe. 
2) Die Hypothese 
2M(R—M)=8 


giebt 
2 M=w=i, Bub, 
und da 
R=m+-:---+m+¢q4+2, 

so folgt 

q=1, m =2, 
woraus 

’ . —_— A B 
F(s) = (s — a)? + s—a 


Die Ordnung dieser Minimalcurve ist gleich m, + 2q¢ = 4, sie schneidet 
die unendlich entfernte Ebene nur in einem Punkte. Die Ordnung 
der zugehérigen Minimalfliche ist sechszehn. 
3) Die Hypothese 
2M(k—M) = 10 
wird befriedigt in zwei Weisen. Entweder ist 
M=1, R=6, q=1, m=3, O—5S, 
so dass: 


eos | ail B c 
F(s) = (s —a)3 7 (s- a)? + ai 


Da die Minimaleurve nur eimen unendlich entfernten Punkt besitzt, 
so ist die Ordnung der betreffenden Minimalfliche gleich 25. 
Oder auch, es ist 
M=1, R=6, q=2, m=—=m=—1, O=—6, 


dabei ist die Classe der Curve gleich m, + m, + 2=— 4. Da die 
Minimaleurve zwei unendlich entfernte Punkte besitzt, so sind zwei 
Falle denkbar. Entwedér sind diese Punkte nicht conjugirte Punkte, 
dann ist die Ordnung der Fliche gleich 36. Oder auch, sie sind 
conjugirte Punkte, dann ist die Ordnung der Fliche gleich 30, 28 
oder 26. 
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4) Die Hypothese 
2M(R—M) = 12 
wird befriedigt durch 
M=1, R=7, q=1, m=—4, OG, 
die Ordnung der Fliche ist gleich 36. Oder auch, es ist 
Mel, Re, q=2, m—2, m=—1l, O=7; 


die Ordnung der Fliche ist, jenachdem die beiden unendlich entfernten 
Punkte nicht conjugirt, oder conjugirt sind, entweder 49 oder 43. 
Endlich kann 
M=2, R=5 
sein. Es giebt bekanntlich eine Minimalcurve, deren Rang fiinf ist, 
auf deren Developpable der Kugelkreis ein zweifacher Kegelschnitt ist. 
Die Ordnung dieser Curve ist vier, sie enthalt zwei unendlich entfernte 
Punkte. Haben dieselben eine allgemeine Lage, so ist die Ordnung 
der Fliche gleich 16; sind sie dagegen conjugirt, so ist die Ordnung 
der Fliche gleich 12. 
5) Die Hypothese 
2M(R—M) = 14 
giebt jedenfalls 
M=1, R=8. 
Dabei kénnen vier Unterfille eintreten: 
a) gq=1, m=—5, O=7, 
b) q=2, m=3, m—=—1, O=—8, 
c) q=2, m=—2, “Mm, = 2, O=8, 
qd) q=3, m—m—m=—1, O=—9. 
Im Falle a ist die Ordnung der Fliche gleich 49; im Falle 6 entweder 
64 oder 58; im Falle c entweder 64, 56, 54, 52 oder 50; endlich im 
Falle d entweder 81, 75, 73 oder 71. 
6) Die Hypothese 
2M(R—M) = 16 
giebt entweder 
M=1, R=9, 
in welchem Falle vier leicht bestimmbare Unterfille eintreten kénnen. 
Oder auch es ist 


But, But. 


Im naichsten Paragraphen werden wir zeigen, dass es nur zwei Minimal- 
curven vom Range 6 giebt, deren Developpable den Kugelkreis zwei- 
fach enthalt. Die eine Curve, die von der fiinften Ordnung ist, osculirt 
die unendlich entfernte Ebene in einem Punkte und schneidet sie in 
zwei anderen Punkten. Die entsprechende Minimalfliche ist von der 
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25'" oder 23'° Ordnung. — Die zweite Curve ist von der sechsten 
Ordnung. Sie hat zwei unendlich entfernte Spitzen, deren Tangenten 
den Kugelkreis beriihren. Die entsprechende Minimalfliiche ist von 
der 36", 30%" oder 28'? Ordnung. 
7) Die Hypothese 
2M(R—M) = 18 
giebt entweder 
M=1, R=10, 
welcher Fall wie gewdhnlich discutirt wird. Oder auch, es ist 
M=3, R—6. 


Es fragt sich, ob eine solche Minimalcurve existirt. Ist dies der Fall, 
so kénnte man sie, durch eine Transformation durch reciproke Radien, 
deren Pol auf der Curve liegt, in eine neue Minimaleurve, deren Rang 
(§ 5.) gleich 

2(R-—-M)—2=4 
ist, tiberfiihren. Die neue Minimalcurve wiirde dann von der dritten 
Ordnung sein. Fiihrt man andererseits eine Transformation durch 
reciproke Radien auf eine Minimalcurve dritter Ordnung aus, so erhilt 
man eine Minimalecurve vierter Ordnung, vom Range 6, von sechster 
Classe. Dabei ist M—3. Die Curve schneidet die unendlich entfernte 
Ebene in vier verschiedenen Punkten. Die zugehérige Minimalfliche 
ist von der Ordnung 12, 14 oder 16 (siehe den niichsten Paragraphen). 

8) Die Hypothese 

2M(R— M) = 20 
giebt entweder 

M=1, R=—1l11, 
welcher Fall wie gewohnlich erledigt wird, oder auch 

M=—2, R=T, 
und da Schwarz alle Curven vom Range 7 bestimmt hat, wird es 
wohl nicht schwierig sein, durch Verfolgung seiner Betrachtungen 
die Hypotheses M—2, R=7T in allgemeinster Weise zu erfiillen. 
Kinen anderen Weg zur Erledigung dieser Frage gebe ich spiater an. 

Die Hypothese 

2M(R—M) = 22 
giebt mit Nothwendigkeit 

M=1, R=12; 
die entsprechenden Fliichen werden wie gewohnlich bestimmt. 


Soll endlich 
2M(R—M) = 24 


sein, so sind die folgenden Fille denkbar: 
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a) M=1, R—=13, 
b) M=2, R=8, 
c) M=38, R—=7, 
@ M=i, Bol. 


Es ist leicht nachzuweisen, dass die Fille a, b und ¢ wirklich Minimal- 
flichen geben. Dagegen kann der letzte Fall nicht eintreten; denn 
es besteht (§ 8.) allgemein die Formel 

R=2M +N, 
wo N die Multiplicitiit der unendlich entfernten Ebene als Osculations- 
ebene bezeichnet. Und in Folge dessen ist die Zahl R —2WM nie 
negativ. 

40. Jetzt werden wir versuchen reelle Minimalflichen von ge- 
gebener Classe unter der beschriinkenden Voraussetzung, dass die be- 
treffenden Flichen Doppelfléchen sind, zu bestimmen. 

Die Classe einer solchen Fliche ist gegeben durch die Formel 

M(R—M). 
1) Die Hypothese 
M(R—M)=3 
wiirde geben 
Mei, R=4, O=3. 
Es giebt aber keine sich selbst conjugirte Minimalcurve dritter Ord- 
nung*), da jede Minimaleurve 3. O. nur einen unendlich entfernten 
Punkt besitzt. Es giebt also keine reelle Doppelfliche dritter Classe. 
2) Die Hypothese 
M(R—M)=4 
giebt 
M=1, R=5. 
Nun aber wissen wir, dass der Rang einer jeden sich selbst conjugirten 
Minimaleurve, die der Annahme M = 1 entspricht, eine gerade Zahl 
(§ 9.) ist. Daher giebt es keine Doppelfliiche vierter Classe. 
3) Die Hypothese 


= 5 





M(R—M) 
giebt 

M=—1, R=6, 
und da (§ 9.) 


R=2(m,+---+m,)+2g4+2 
g=1, m=—1. 


F(s) = 545 + 3 


s—a@ 


ist, so folgt 





*) Allgemeiner kénnte man sagen: Es giebt keine sich selbst conjugirte 
Minimalcurve, deren Ordnung eine wngerade Zahl ist. 
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Die Ordnung und Classe der betreffenden Curve sind beziiglich gleich 
6 und 4. Die Ordnung der Fliche ist (§ 6., 7.) gleich 


bse eh A 


2 


Diese Fliche ist von Henneberg entdeckt worden. Nach meinen 
friiheren Entwickelungen miissen a und b conjugirte Punkte des Kugel- 
kreises sein. A kann arbitrir gewihlt werden; hinterher wird B nach 
meinen friiheren Regeln bestimmt. Betrachtet man fihnliche Flichen 
als identisch, so enthilt die vorliegende Fliche gar keine Constante, 
wie die Entwickelungen in Nummer 37. zeigen. 
4) Die Hypothese 
M(R—M)=6 
wird nicht durch die Annahme 
Me=1, R=T7 
erfillt, da A eine gerade Zahl sein soll. Es bleibt also nur die 
Annahme 
M=2?, R=5, 
die aus demselben Grunde keine sich selbst conjugirte Minimalcurve 
geben kann.*) Es giebt daher keine reelle Doppelfliiche sechster Classe. 
5) Die Hypothese 
M(R—M)=7 


giebt 
M-=1, R=8 
und 
R=8 =2(m,+---+m)+ 29+ 2, 
woraus 
g=1, m=2 
und - 
’ A 
P= soe tia = = es ra 


Hier sind A, B und a arbitriir, dagegen C, D und a@ bestimmt, Be- 
trachtet man iihnliche Flichen als identisch, so enthilt die Fliche 
noch zwei reelle Constanten. Die Ordnung der betreffenden Minimal- 
curve ist 8; die Ordnung der Fiche ist gleich 


“ait — 28, 
6) Die Hypothese 
M(R—M)=8 
wird nicht befriedigt durch die Annahme 


*) Man kénnte die Ueberlegung auch in mehr specieller Form durchfiihren: 
Es giebt allerdings eine Minimalcurve vom Range 5 mit zwei unendlich entfernten 
Punkten. Da aber diese Punkte ungleichartig sind, kann die Curve nicht sich 
selbst conjugirt sein. 
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M=1, R=9, 
da R keine ungerade Zahl sein darf. Es bleibt noch die Hypothese 
M=2, R—6. 

Nun habe ich mich allerdings tiberzeugt, dass es eine Doppel- 
fliche achter Classe giebt, die dieser Annahme entspricht; es ist mir 
aber nicht gelungen zu entscheiden, ob diese Flaiche reell sein kann. 
Ist dies méglich, so muss die Ordnung der betreffenden Fliche gleich 

B—3+t-—2- 3 in 


2 
sein*). 
7) Die Hypothese 
M(R—.M)=9 
wird befriedigt durch 
M=1, R=10, 
woraus entweder folgt 
g=1, m=3 


J 
oder auch 


g=2, m=—m=—1, 
so dass es jedenfalls zwei verschiedene Arten reeller Doppelfliichen 
neunter Classe giebt. Man hat ferner die Hypothese 
' M=3, R=—6, 
die ich noch nicht erledigt habe. Ich habe allerdings gefunden, dass 
es eine Doppelfliche 9'** Classe, 6" Ordnung giebt; ich weiss aber 
nicht, ob diese Flache reell sein kann. (Vergl. die beiden folgenden 
Paragraphen.) 
§ 11. 
Eine polare Beziehung zwischen zwei Liniencomplexen. 

41. Bei den Untersuchungen iiber Minimalcurven, die, wie ich 
zeigte, fiir die Theorie der algebraischen Minimalflichen von grésster 
Wichtigkeit sind, stiitzt man sich hiufig vortheilhaft auf einen Zu- 
sammenhang zwischen allen Minimalcurven und allen Curven, deren 
Tangenten einem linearen Liniencomplexe angehéren. In einer linien- 
geometrischen Abhandlung (Ueber Complexe --- Math. Ann. Bd. V.) 
habe ich diesen Zusammenhang, der durch eine eigenthiimliche Ab- 
bildung vermittelt wird, schon ziemlich ausfiihrlich besprochen. Hier 
werde ich denselben etwas niher verfolgen. 

Interpretirt man in den Gleichungen 

—Ze=u—(X+iY), 
(Z—iY)e=my—Z 
X, Y, Z und 2, y, 2 als Cartesische Punktcoordinaten zweier Raiume, 


*) Ich finde nachtriiglich, dass diese Fliche nie reell ist [Nr. 78]. 
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so werden den Punkten 2, y, 2 diejenigen Geraden im Raum X, Y, Z 
zugeordnet, die den Kugelkreis schneiden. Auf der anderen Seite 
werden den Punkten X, Y, Z alle Geraden eines gewissen linearen 
Complexes im Raume 2, y, ¢ zugeordnet. Schreibt man die Gleichungen 
der geraden Linien im Raume 2, y, 2 folgendermassen 
re=2—O0, Se—y—G, 
so ist 
rt+t+o=0 

die Gleichung in Liniencoordinaten des besprochenen linearen Complexes. 

Jede Curve, deren Tangenten diesem linearen Complexe gehéren, 
wird durch meine Abbildung einer Minimaicurve im Raume X, Y, Z 
zugeordnet. 

Bei der Abbildung ist der Kugelkreis ein. Fundamentalgebilde im 
Raume X, Y, Z. Im Raume gz, y, 2 tritt die unendlich entfernte Ge- 
rade der xy-Ebene als Fundamentalgebilde auf. Diese Gerade mége 
mit g bezeichnet werden. 

Es bestehen jetzt mehrere Relationen zwischen den charakte- 
ristischen Zahlen zweier entsprechenden Curven. Wir werden die- 
jenigen dieser Relationen, die wir spiter brauchen, entwickeln. 

Es sei k eine Curve, deren Tangenten dem linearen Complexe an- 
gehéren; sei o ihre Ordnung, ¢ ihre Classe, r ihr Rang, m die Multi- 
plicitiit der Geraden g als Tangente*), ¢ die Zahl der Inflexionstangenten, 
die g nicht schneiden, s die Zahl der Spitzen, deren Tangente g nicht 
schneidet. Endlich mége mw die Anzahl derjenigen Schnittpunkte 
zwischen der Curve und einer beliebigen durch g gehenden Ebene 
sein, die auf g liegen. 

Sei andererseits K die entsprechende Minimalcurve im Raume 
X, Y, Z Sei O ihre Ordnung, C ihre Classe, R ihr Rang, M die 
Multiplicitiét des Kugelkreises auf der Developpablen, J die Zahl der 
Inflexionstangenten, deren Beriihrungspunkt nicht unendlich entfernt 
ist, S die Zahl der Spitzen, die nicht auf dem Kugelkreise liegen. 

42. Wir werden einige zwischen diesen Zahlen bestehende Rela- 
tionen entwickeln. 

1) Wir nehmen einen Punkt des Kugelkreises, der nicht auf K liegt. 
In diesem Punkte legen wir eine beliebige Tangentenebene an den 
Kugelkreis. Diese Ebene schneidet K in O im endlichen Raume ge- 
legenen Punkten. Andererseits enthiilt diese Ebene einfach unendlich 


*) Bestimmter ausgesprochen soll m folgendermassen definirt werden. Eine 
Gerade allgemeiner Lage im Raume a, y, 2 schneidet die Developpable unserer 
Curve in r Punkten; begegnet sie insbesondere der Fundamentalgeraden g, so giebt 
es unter den r Schnittpunkten eine gewisse Anzahl, die in den Schnittpunkt der 
beiden Geraden zusanmengefallen sind. Diese Anzahl bezeichne ich mit m. 

25 
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viele Minimalgeraden, deren Bildpunkte z, y, 2 eine gerade Linie y 
erzeugen, die g schneidet. Nun aber trifft y ausser g eine gewisse 
Anzahl und zwar » — mTangenten der Curve k. Die Bildpunkte dieser 
Tangenten sind die friiher besprochenen OPunkte im Raume X, Y, Z; 
daher ist 


O=r—m. 

2) Ich schneide die Developpable der Minimalcurve mit einer be- 
liebigen Minimalgeraden, und erhalte R — M im endlichen Raume 
gelegene Schnittpunkte. Die Punkte unserer Geraden geben im 
Raume z, y, ¢ einfach unendlich viele Complexlinien, die einen ebenen 
Biischel bilden. Unter diesen Complexlinien giebt es 0, welche die 
Curve k treffen. Nun aber sind die R — MSchnittpunkte in (X, Y, Z) 
die Bildpunkte von den soeben besprochenen o Complexlinien. Also 
kommt 

o= hk — mM. 

3) Eine durch g gehende Ebene schneidet die Curve & in o— yw Punkten, 
die nicht auf g liegen. Nun aber sind iiberhaupt die Punkte unserer 
Ebene Bildpunkte aller Minimalgeraden, die durch einen gemeinsamen 
Punkt des Kugelkreises gehen. Daher sind die besprochenen o—u Punkte 
die Bildpunkte derjenigen Tangenten der Curve K, die durch den be- 
sprochenen Punkt des Kugelkreises gehen. Und da es jedesmal 
MTangenten giebt, die einen Punkt des Kugelkreises treffen, so ist 


M=—o—~w. 


[Friiher haben wir schon benutzt, dass jede Ebene, die den Kugel- 
kreis beriihrt, aufgefasst als von Minimalgeraden erzeugt, im Raume 
x, y, 2 eine Gerade y liefert, die g schneidet; und zwar ist y eine 
Complexlinie. Diese Bemerkung giebt eine Relation zur Bestimmung 
der Classe unserer Minimalcurve. Die Osculationsebenen der Minimal- 
curve beriihren niimlich den Kugelkreis, und liefern daher Complex- 
linien y, die g schneiden. Daher liefern die durch einen Punkt gehen- 
den Qsculationsebenen der Minimalcurve diejenigen Linien des linearen 
Complexes, die gleichzeitig die Curve k, die Gerade g und ausserdem 
noch eine Complexlinie schneiden. Die Classe der Minimaleurve ist 
daher gleich der Zahl der Schnittpunkte zwischen der Curve k und 
derjenigen Fiche zweiten Grades, deren Erzeugende Complexlinien 
sind, welche ausser g noch eine Complexlinie schneiden; vorausgesetzt 
wird dabei, dass von den auf g gelegenen Schnittpunkten abgesehen 
wird. Diese Methode hiingt genau zusammen mit unserer friiheren 
Formel 

C=2M+N, 
wo N die Multiplicitit der unendlich entfernten Ebene als Osculations- 
ebene der Minimaleurve bezeichnet. Hier mége noch das Folgende, 
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dessen Richtigkeit spiiter nachgewiesen wird, zugefiigt sein. Beriihrt 
k die Gerade g, so osculirt die Minimalcurve die unendlich entfernte 
Ebene. Ist g eine gewéhnliche Inflexionstangente, so ist die unendlich 
entfernte Ebene eine zweifach zihlende Osculationsebene der Minimal- 
curve. Schneidet k die Gerade g ohne sie zu beriihren, so hat die 
Minimalcurve eine Spitze auf dem Kugelkreise, die Tangente der Spitze 
ist zugleich die Tangente des Kugelkreises. | 

Man sieht leicht, dass 

i=S, J=s 

ist. 

[ Beiliutig mége bemerkt werden, dass die in §8. gefundene Relation 


0+C—2R+4+2=—0, 


die fiir eine ausgedehnte Kategorie von Minimaleurven bewiesen wurde, 
fiir die entsprechenden Complexcurven die noch einfachere Relation 


y—20+2=0 
liefert. Die betreffenden Complexcurven sind dadurch charakterisirt, 
dass sie eine gewisse Complexlinie in 0 — 1 Punkten treffen. | 


43. Ich werde nun diese Abbildung auf die einfachsten Minimal- 
curven anwenden. 

Ich nehme im Raume z, y, ¢ eine Raumcurve 3. O., deren Tan- 
genten dem linearen Complexe gehéren, dabei setze ich voraus, dass 
die Curve die Gerade g beriihrt. Also ist 


om 3, r=r4, m=l, p=2, i=0, s=QO; 


dementsprechend ist 
M=1, O=3, R=4, J=0, S=0. 


Diese Formelu zeigen, dass es eine Minimalcurve 3. O. giebt, deren 
Developpable den Kugelkreis als einfachen Kegelschnitt enthilt. Der 
Rang derselben ist gleich 4. Dies ist bekanntlich richtig. Wir er- 
kennen ferner, dass die Beriihrung zwischen g und der Coifplexcurve 
3 Q. eine Osculirung der Minimaleurve mit der unendlich entfernten 
Ebene giebt. Hieraus folgt der allgemeine Satz, dass eine jede Complex- 
curve, die g beriihrt, eine Minimalcurve liefert, die die wnendlich ent- 
fernte Ebene osculirt. 

Sei andererseits gegeben eine Complexcurve 3. O., die g schneidet. 
Alsdann ist 

om3, r=a4, m=O, pol, t=0, s=—0; 
dementsprechend ist 


M=2, O=4, R=5, J=0, S= 


25* 
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Und es giebt in der That eine Minimalcurve vierter Ordnung 
und vom Range 5, die den Kugelkreis zweifach enthilt. Diese Curve 
hat bekanntlich keine im endlichen Raume gelegene Spitze, auch 
keine Inflexionstangente, deren Beriihrungspunkt im endlichen Raume 
liegt. Dagegen hat unsere Curve,-wie ich als bekannt voraussetzen 
darf, eine unendlich entfernte Spitze, deren Tangente den Kugelkreis 
beriihrt. Hieraus folgt, dass jede Complexcurve, die g schneidet, ohne 
jedoch diese Gerade zu beriihren, eine Minimalcurve mit einer unendlich 
entfernten Spitze liefert. Die Tangente der Spitze beriihrt den Kugel- 
kreis. 

Die Gerade g beriihrt die Developpable in einem Punkte, der als 
Schnittpunkt dreifach zahlt; daher schneidet g die Developpable in 
noch einem Punkte. Die hindurchgehende Erzeugende bildet sich im 
Raume (X, Y, Z) ab als einen unendlich entfernten Punkt der Minimal- 
curve. Und da die Spitze als drei zusammengefallene unendlich ent- 
fernte Punkte zahlt, so folgt, dass der soeben gefundene unendlich 
entfernte Punkt nur einfach zahlit. Hieraus fliesst der allgemeine Satz: 
Die unendlich entfernten Punkte einer Minimalcurve entsprechen bei 
unserer Abbildung denjenigen LErzeugenden der Complexcurve, die g 
schneiden. Eine Erzeugende, deren Beriihrungspunkt nicht auf g liegt, 
giebt einen einfach zdhlenden unendlich entfernten Punkt auf der Minimal- 
curve. 

Lass uns endlich die Complexcurve 3. QO. allgemeiner Lage be- 
trachten. Es ist dann 


o=m3, r=4, m=0, p=0, i=0, s=0 
und also kommt 
M-=3, O=4, R=6, J=0, S=0O. 


Hiermit erkennen wir die Existenz einer Minimalcurve vierter Ord- 
nung, vom Range 6, die den Kugelkreis dreifach enthdlt*). Die Gerade 
g schneidet die Developpable der vorgelegten Minimalecurve in vier 
verschiedenen Punkten; dementsprechend hat unsere Minimalcurve 4. O. 
vier verschiedene unendlich entfernte Punkte. Die Classe dieser Minimal- 
curve ist gleich 6. 

44. Ich wende mich nun zur Betrachtung von Curven 4. 0., 
deren Tangenten unserem linearen Complexe gehéren, um spiter die 
entsprechenden Minimalcurven zu untersuchen. Der Kiirze wegen 
brauche ich wie friiher das Wort Complexcurve um eine Curve, deren 
Tangenten dem linearen Complexe angehéren, zu bezeichnen. 





*) Dieser Specialfall der Curven 4. O. zweiter Gattung scheint zuerst von 
mir bemerkt worden zu sein. 
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Kine Complexcurve 4. O. kann bekanntlich nicht auf zwei Flichen 
zweiter Ordnung liegen*). Hieraus folgt, dass die Punkte einer solchen 
Curve sich eindeutig auf die Punkte einer .Geraden beziehen lassen. 
Dieses vorausgesetzt, denke ich mir in einem beliebigen Punkte p der 
Curve die zugehérige Osculationsebene construirt. Dieselbe schneidet 
die Curve ausser in p nur noch in einem anderen Punkte x. Hiermit 
ist eine eindeutige Zuordnung je zweier Punkte der Curve festgestellt. 
Und da die Curve vom Geschlechte Null ist, kéunen wir schliessen**), 
dass es jedenfalls einen Punkt p, giebt, dessen zugeordnete Punkt z, 
mit p, zusammenfillt. In diesem Punkte schneidet die Osculations- 
ebene die Curve in vier zusammengefallenen Punkten. Und also ist 
entweder die Osculationsebene eine stationire Ebene, und gleichzeitig 
der betreffende Punkt ein stationiirer Punkt; oder auch die zugehdérige 
Tangente ist eine stationire Tangente. 

Jedenfalls ist klar, dass eine jede Ebene, die durch die Tangente 
im Punkte p, hindurchgeht, die Curve ausser in p, nur noch in einem 
Punkte schneidet. 

Dieses vorausgesetzt werde ich der Complexcurve 4. O. eine solche 
Lage geben, dass die Gerade g die Curve im Punkte p, beriihrt. Es 
ist ***) 

om4, r=6, w=3. 


M=1. R=6b. 
Die erhaltene Minimalcurve ist daher die bekannte Curve 4. U. 
vom Range 5, die eine Spitze enthiilt. 
Es ist leicht die Darstellung dieser Curve vermége der Weier- 
strass’schen Formeln zu finden; denn es ist (Nr. 33.) 


O=m,+---+m,+ 2q, 
R=m+---+m+q+2 


4==m,+---+m,+ 29, 
5=m+---+m+qt+2 


und durch Elimination 


Hieraus folgt 


woraus 


q=1, m=2, 


*) Die Curven 4. O., die auf zwei Flichen zweiten Grades liegen, sind, wenn 
ich nicht irre, genau untersucht. Dagegen sind die Specialfille der iibrigen Curven 
4. O. noch nicht eingehend genug betrachtet worden. 

**) Man nehme eine feste Gerade y, die die Curve in drei Punkten schneidet, 
und construire die Ebenen yp und yz; dieselben bilden eine Involution mit zwei 
Doppelelementen, Die Gerade pz ist niimlich eine Complexlinie. 

*t*) Der Rang einer allgemeinen Curve 4. O., die nur auf einer Fliche zweiter 
Ordnung liegt, ist 6. Der Rang einer speciellen Curve dieser Art kann bekannt- 
lich nicht gleich 5 oder 4 sein. 
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so dass »’ F- 
. 
cp = a mr) 

wird. Diese Minimalcurve hat eine unendlich entfernte stationiire 
Ebene; dementsprechend ist im Raume des linearen Complexes die 
Gerade g eine Inflexionstangente der Complexcurve 4, 0. Dass diese 
Curve noch eine Inflexionstangente besitzt, geht daraus hervor, dass 
die Minimalcurve eine im endlichen Raume gelegene Spitze besitzt. 

In dieser Weise finden wir den folgenden Satz, der miglicher- 
weise einen kleinen Beitrag zur Theorie der Raumcurven 4. O. liefert: 

Es giebt nur eine Curve vierter Ordnung, deren Tangenten einem 
linearen Complexe gehiren. Dieselbe besitet zwei Inflexionstangenten*). 

Auf diese Weise habe ich bekannte Eigenschaften einer Minimal- 
curve zur Auffindung von Eigenschaften der entsprechenden Complex- 
curve verwerthet. Jetzt werde ich, indem ich der gefundenen Complex- 
curve eine mewe Lage gebe, aus ihren bekannten Eigenschaften die 
charakteristischen Zahlen derjenigen Minimalcurve, die der neuen Lage 
entspricht, herleiten. 

Lass mich zuniichst annehmen, dass die Gerade g eine gewohnliche 
Tangente der Complexcurve 4. O. ist. Alsdann ist 


o=4, r=6, m=1, w=2, i=2, s=0; 





also kommt 
M=2, R=6, O=5, S=2, J=0. 


Die Gerade g trifft zwei Erzeugende der Complexcurve; dem- 
entsprechend erkennen wir, dass die Minimalcurve zwei einfach zaihlende 
unendlich entfernte Punkte besitzt; ausserdem osculirt sie die unendlich 
entfernte Ebene in einem Punkte. 

Lass mich ferner annehmen, dass die Complexcurve 4. O. die 
Gerade g in zwei verschiedenen Punkten schneidet, was nach dem Vor- 
angehenden denkbar ist. Alsdann ist 


o=4, r=6, m=0, w=2, i=—2, s=0 
und folglich wird 
M=2, R=6, O=6, S=2, J=0. 


Die Gerade g trifft die Developpable nur in den beiden Punkten 
der Complexcurve. Dementsprechend hat die Minimalcurve nur zwei 
unendlich entfernte Punkte, welche alle beide Spitzen sind, deren Tan- 
genten den Kugelkreis beriihren (Nr. 43.). 


*) Diese Curve, welche ich im Jahre 1870 eben in dieser Weise fand, war 
schon friiher von Cayley und Cremona betrachtet worden. 
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Wir kénnen sodann annehmen, dass die Gerade g die Complex- 
curve nur in einem Punkte schneidet, alsdann ist 


o=4, r=6, m=0, w=1, s=0, i—2 (oderi=—1), 
woraus 
M=3, R=17, O=6, J=0, S=—2 (oder S—1). 


Endlich kénnen wir annehmen, dass die Gerade g die Complex- 
curve g gar nicht schneidet, dabei ist denkbar, dass doch noch die 
eine oder beide Inflexionstangenten die Gerade g treffen. Es ist leicht, 
die charakteristischen Zahlen der drei betreffenden Minimalcurven an- 
zugeben. 

45. Die vorangehenden Entwickelungen erlauben u. A. die all- 
gemeinsten Minimalcurven, die den Annahmen 

M=2, R=6 
oder 

M=3, R=T7 . 
oder endlich 

M=4, R=8 
entsprechen, anzugeben. Denn es wird jedenfalls 


R—-M=4=0, 


sodass die entsprechende Curve im linearen Complexe von der vierten 
Ordnung ist. Und wir haben soeben die allgemeinste Complexcurve 
vierter Ordnung bestimmt. Soll insbesondere 
M=2, R=6 
sein, so kommt, da o = 4 ist, 
u = » 

Diese Relation kann aber nur in zwei Weisen erfiillt werden. 
Entweder ist g eine gewohnliche Tangente der Curve oder auch, es 
schneidet g die Curve in zwei verschiedenen Punkten. Die beiden 
entsprechenden Minimalcurven sind friiher discutirt worden. — 

Ich erinuere zum Schlusse noch an Folgendes. Wird der Raum 
“x, y, @ linear transformirt, und geht dabei unser linearer Complex in 


sich iiber, so wird nach meinen Untersuchungen (Ueber Complexe, 
Math. Ann. Bd. V.) der Punktraum X, Y, Z conform transformirt. 


§ 12. 
Bestimmung reeller Minimalflichen von gegebener Ordnung. 


Das Problem, alle reelle Minimalfliichen von gegebener Ordnung 
zu bestimmen, ist im Allgemeinen mit bedeutenden Schwierigkeiten 
verkniipft. Doch ist seine Erledigung mir in mehreren speciellen 
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Fallen gelungen. Und ich vermuthe, dass der von mir eingeschlagene 
Weg noch weiter fiihren kann. Wie bei den entsprechenden Unter- 
suchungen iiber Minimalflichen gegebener Classe betrachte ich die 
zweierlei Arten von Minimalflichen fiir sich. 


46. Zuerst werde ich suchen reelle Minimalflichen gegebener 
Ordnung zu bestimmen, indem ich die Doppelfliichen ausschliesse. 

Ich wihle (vergl. Nummer 28.) auf einer reellen Minimalfliche, 
die keine Doppelfliche ist, eine Minimalcurve jeder Schaar. Der In- 
begriff dieser beiden Curven schneidet die unendlich entfernte Ebene 
in einer geraden Anzahl von Punkten, die paarweise conjugirte Punkte 
des Kugelkreises sind. Seien 


P,:-. P,, T, +--+ TT, 
diese Punkte und seien P, und Tl, jedesmal conjugirte Punkte. Ich 
setze voraus, dass fiir die eine Curve jeder Punkt P, als p,-facher 
Schnittpunkt mit der unendlich entfernten Ebene zihlt, und dass 
ebenso fiir dieselbe Curve jeder Punkt TT, als 2,-facher Schnittpunkt 
zahit. Alsdann zihlen die Punkte P, und TI, fiir die zweite Curve 
beziiglich als 2,-facher und p,-facher Schnittpunkt. 


Die Ordnung einer jeden auf unserer Flaiche gelegenen Minimal- 
5S 5 5 
curve allgemeiner Lage ist gleich 


>p + > . 


Die Ordnung der Fliche ist nach unseren friiheren Untersuchungen (§ 6- 
und 7.) jedenfalls nicht kleiner als 


(>'»: + >m) —2 > Pe Wk 


und also auch nicht kleiner als 


>?P an > , 

Ich kann ohne Beschrinkung annehmen, dass p, p, Pq sammt- 
lich grésser als Null sind, wihrend einige unter den Zahlen x, 2, ... 2, 
im Allgemeinen gleich Null sind. Ich nehme ferner an, dass jede 
Zahl p, gleich oder grésser als x, ist, und endlich dass », gleich oder 
groésser als p, 41 ist. 

47. Es ist jetzt leicht alle reellen Minimalfliichen, deren Ordnung 
nicht grésser als 16 ist, und welche dabei keine Doppelflichen sind, 
zu bestimmen. Zuniichst zeige ich, dass es keine derartige F'liche 
giebt, deren Ordnung kleiner als 9 ist. 

Existirte eine Flaiche, deren Ordnung O’ kleiner als 9 wiire, so 
miisste, da 


(1) OS > + Sm 








ist 


Is 
(2 


di 
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ist, p, kleiner als 3 sein. Sei nun zunichst 
P=2, a, =2. 


Ist dabei p, grésser als Null, so miisste wegen der Formel 


(2) o> (>'» + my —2 SP Wy 


die Ordnung der Fliche jedenfalls gleich 17 sein. Es bleibt also nur 
die Hypothese p, = 0 zu untersuchen. Ks lisst sich aber nachweisen, 
dass es keine Minimalcurve 4. O. giebt, die die unendlich entfernte 
Ebene in zwei distincten, doppeltzihlenden Punkten schneidet. Denn 
es giebt keine derartige Minimaleurve 4. 0., die auf zwei Flichen 
zweiter Ordnung liegt. Und die Minimalcurven 4. O., die nur auf 
einer Fliche zweiter Ordnung liegen, und welche dabei bekanntlich 
vom Range 6 sind, entsprechen nothwendig, da R — M S 3 ist, einer 
der folgenden Annahmen 


Mal, Ret, Oued 
Nu; Rub, Ow’, 
Mui8,, Raié, Owe, 


unter denen die erste unmdglich ist, indem die beiden Gleichungen 


my oss my +g +2— R=, 
m+:--+m+2q =O=—4 


die unmégliche Relation g = 0 nach sich ziehen wiirden. Die zweite 
Annahme (vergl. Nummer 44.) giebt 


R-—-M=4=0, r=6, m=r—O=2, 


sodass die Curve im linearen Complexe von der Geraden g in zwei 
consecutiven Punkten beriihrt wiirde; dann aber hitte die Minimal- 
curve die unendlich entfernte Curve zu stationirer Osculationsebene, 
womit wir auf Widerspruch gefiihrt sind. Endlich die dritte An- 
nahme wiirde geben 


R—M=3=0. 


Nun sahen wir allerdings in Nummer 43., dass die Annahme 0 =3 
auf Minimalcurven 4. O. fiihren kénnte, doch waren die unendlich 
entfernten Punkte dieser Curven nie so gelegen, wie oben verlangt 
wurde*). - In dieser Weise erkennen wir, dass es keine Minimalcurve 
4. O. giebt, die der Hypothese p, = 2, 2, = 2 entspricht, und dass 
in Folge dessen die Hypothese p, = 2, 7, = 2... oder sage ich 


*) Ich bemerke beiliufig, dass die Entwickelungen des Textes eine erschépfende 
Bestimmung aller Minimalcurven 4. O. liefern. 
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kurzweg die Hypothese (22)... keine Fliiche giebt, deren Ordnung 
niedriger als 17 ist. 

Wir wenden uns jetzt zu der Hypothese (21) ..., das heisst wir 
setzen voraus, dass p, = 2, x, = 1 ist, wihrend wir die Werthe der 
Zahlen p,, 2, u.s. w. unbestimmt lassen. Ist nun p, gleich 2, so ist 
die Ordnung der Fliche gleich oder grésser als 21. Ich werde nach- 
weisen, dass die Hypothese p, = 1 nur fiir Minimalcurven, deren Ord- 
nung grésser als 4 ist, eintreten kann. Existirte in der That eine 
Minimaleurve 4. O., die der Hypothese 


p,=2, a1—1, p,—1, ~1=—0, p,=—0 
entspriche, so miisste 
R=6 


sein, wahrend M nicht grésser als 3 sein kénnte. M kann nicht 
gleich 1 sein, da die Zahlen p, und 2; nicht simmtlich grésser als 2 
sind. Die Hypothese M = 2 giebt 


o=4, r=6, m=r—O=2. 


In Folge dessen miisste g eine Inflexionstangente der Complex- 
curve, und andererseits die unendlich entfernte Ebene eine stationiire 
Osculationsebene der Minimalcurve sein, sodass wir auf Widerspruch 
gefiihrt sind. Endlich die Hypothese M = 3 giebt 


o=m3, r=4, m=0, ~=O. 


Wir haben aber friiher gesehen, dass die dieser Complexcurve 
entsprechende Minimalcurve die unendlich entfernte Ebene in vier 
verschiedenen Punkten schneidet. Hiermit ist nachgewiesen, dass 
Minimalcurven, die der Hypothese 


Pp, = 2, a,=1, pP,=1--- 


entsprechen, von fiinfter oder noch héherer Ordnung sind. Folglich 
ist die Ordnung der entsprechenden Flichen gleich oder grésser als 19. 

Ist p, = 2, x, = 0, so muss p, grésser als Null sein, indem es 
keine Minimalcurve zweiter Ordnung giebt. Ist p, gleich 1, so muss 
unsere Curve nach dem soeben Entwickelten jedenfalls von der fiinften 
Ordnung sein, so dass die betreffende Fliche jedenfalls von der 23'" Ord- 
nung sein muss. Ist endlich p, = 2, so muss die Minimalcurve jeden- 
falls von der fiinften, die Fliiche jedenfalls von der 25'°" Ordnung sein. 

So bleibt nur noch die Annahme, dass p, gleich 1 ist, und dass 
in Folge dessen die a, und die iibrigen Gréssen p, gleich 1 oder 
Null sind. MHierbei kénnen verschiedene Unterfille eintreten. Zu- 
nichst werden wir annehmen, dass die betreffenden Minimalcurven 
von der vierten Ordnung sind. Alsdann giebt die Hypothese (11) (11) 
eine Fliche zwélfter Ordnung, die Hypothese (11) (10) (10) eine 
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Flache vierzehnter Ordnung, endlich die Hypothese (1,0) (1,0) (1,0) (1,0) 
eive Flache sechszehnter Ordnung. Diese drei Flaichen sind (Nr. 43.) 
siimmtlich von der achtzehnten Classe. Ist die Ordnung unserer Mini- 
maleurve grésser als vier, so ist die Ordnung der betreffenden Flache 
jedenfalls grésser als 21. 

Hiermit ist nachgewiesen, dass die Ordnung einer jeden reellen 
Minimalfliche, die keine Doppelfliiche ist, jedenfalls grésser als 8 ist. 

Wiinscht man, indem man fortwiihrend alle Doppelflichen aus- 
schliesst, alle reellen Minimalflichen von der neunten Ordnung zu bestim- 
men, so zeigen die obenstehenden Entwickelungen, dass p, nicht kleiner 
als 3 sein darf. Auf der anderen Seite zeigt die Formel (1), dass p, auch 
nicht grésser als 3 sein kann, und dass dabei die 2 ung die tibrigen 
px gleich Null sein miissen. Und da es nur eine Minimalcurve dritter 
Ordnung giebt, fliesst hieraus der Satz: 

Satz 58. Die Enneper’sche Minimalfliche neunter Ordnung, 
sechster Classe ist die einzige Minimalfliche neunter Ordnung, die keine 
Doppelfliiche ist. 

48. Verlangt man alle Flichen, deren Ordnung nicht 16 tiber- 
steigt, so kann p, nicht grésser als 4 sein. Ist p, gleich 4, so miissen 
die x, und die iibrigen p, gleich Null sein. Die zugehérige Minimal- 
curve ist daher von der vierten Ordnung. Liegt dieselbe auf zwei 
Flichen zweiten Grades, so ist ihr Rang gleich 5; die betreffende 
Fliche ist von der Ordnung 16 und von der Classe 8. Ist dagegen die 
Minimaleurve eine soleche Curve vierter Ordnung, die nur auf einer 
Fliche zweiten Grades gelegen ist, so muss nach einer friiheren Be- 
merkung die Grésse M entweder gleich 2 oder gleich 3 sein. Ist 

M=2, O=4, R=éG, 
so kommt 

o=4, r=6, m=r—O=2, w=0—M=?, 

was contradictorisch ist, indem eine Complexcurve 4. 0. nicht eine 
solehe Lage hinsichtlich der Geraden g haben kann, dass gleichzeitig 
m=—=2, uw = 2 ist. Ist andererseits 

M=3 O=4, R=6, 
so kommt 

o=3, r=4, m=r—O0=—)0, 

sodass unsere Minimalcurve vier verschiedene, und nicht wie friiher 
vorausgesetzt, vier vereinigte unendlich entfernte Punkte haben miisste. 
Hiermit ist gezeigt, dass die Hypothese (4,0) nur eine Fliiche sechs- 
zehnter Ordnung, achter Classe giebt. 

Ist p, = 3, so kann a, nicht grésser als 2 sein, und dann miissen 
die iibrigen p, und x, gleich Null sein, so dass die Minimalcurve von 
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der fiinften Ordnung ist. Ich werde zeigen, dass die Ordnung der 
entsprechenden Minimalflachen jedenfalls grésser als 16 ist. 

Lass mich zuniichst voraussetzen, dass die durch den Punkt P, 
hindurchgehenden Curvenzweige durch eine cinzige Reihenentwickelung 
dargestellt, und dass ebenso die durch TT, gehenden Zweige durch 
eine einzige Entwickelung dargestellt sind. Der niedrigste Exponent 


; ; 3 3 3 
der ersten Entwickelung ist dann entweder > oder 5 oder >. Der 


niedrigste Exponent der zweiten Eutwickelung ist . oder =: Unsere 
Annahme fiihrt also auf sechs verschiedene Fille: 

1) Sind die niedrigsten Exponenten beziiglich : und ‘, so ist 
die Ordnung “der betreffenden F'liiche gleich oder grésser als 21. 

2) Die Exponenten ; 
grésser als 20 ist. 


po| vo 


geben nur Flaichen, deren Ordnung 


3) Die Exponenten - . geben nur Flichen, deren Ordnung 
grosser als 18 ist. 
4) Die Exponenten >, : geben nur Flichen, deren Ordnun 
P 2? 3 g 
grosser als 16 ist. 
5) Die Exponenten - : geben nur Flachen, deren Ordnung 
grosser als 18 ist. 


6) Die Exponenten >. 


indem keine Raumcurve 5'* Ordnung gleichzeitig einen dreifachen und 
einen zweifachen Punkt haben kann. 


Sind die durch P, gehenden Zweige nicht durch eine einzige, 
sondern durch zwei oder drei Entwickelungen dargestellt, so sind die 


‘ ° ‘ 1 2 
entsprechenden niedrigsten Exponenten im ersten Falle 


1? 1? 
: 2 Ss 2 : ; 
azweiten Falle >, >, ;- Sind andererseits die durch TT, gehenden 


2 ° ° eye 
; kénnen nicht gleichzeitig vorkommen, 


im 


Zweige durch zwei Entwickelungen dargestellt, so sind die entsprechen- 


1 
den Exponenten ;, * 


Indem man successiv alle méglichen Fille berechnet, und dabei be- 
riicksichtigt, dass ein dreifacher und zweifacher Punkt nicht gleich- 
zeitig auftreten kénnen, erkennt man, dass die Annahme (3,2) nur 
Flachen giebt, deren Ordnung grdsser als 16 ist. 

Die Hypothese (3,1) giebt bekanntlich nur eine Minimalcurve 
vierter Ordnung, fiinften Ranges. Die entsprechende Minimalfliche ist 
von der gwilften Ordnung und der zwilften Classe. Die Hypothese 
(3,1)... giebt nur Flaichen, deren Ordnung grisser als 18 ist. 

Die Hypothese (3, 0) giebt die Enneper’sche Fliche neunter Ord- 
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nung. Die Hypothese (3,0)... giebt nur eine Iliiche sechszehnter 
Ordnung, zwolfter Classe. 

Die Flaichen, die den Hypothesen p, = 2 und p, = 1 entsprechen, 
sind friiher bestimmt worden. Und also ist es uns wirklich gelungen alle 
reellen Minimalflichen, deren Ordnung niedriger als 17 ist, und welche 
dabei keine Doppelflichen sind, zu bestimmen. Ich stelle die be- 
treffenden Flachen in dem folgenden Schema zusammen. 


Hypothese. | Ordnung. | Classe. 

(4,0) oe x 

(3, 1) 12 12 

(3,0) (1,0) . eo: ae 

(3, 0) | 9 | 6 

(1, 1) (1,1) 12 | 18 

(1,1) (1,0) (1,0) 4 | 18 
(1,0) (1,0) (1,0) (1,0) 6 | 18 


49. Es ist schwieriger, alle Doppelfléchen von gegebener Ordnung 
zu bestimmen. Ich werde diejenigen Resultate, die ich bis jetzt er- 
halten habe, auseinandersetzen. 

Da die betreffenden Minimalcurven sich selbst conjugirt sind, so wird 


pr = M- 


Bezeichnen wir die Ordnung der Doppelfliiche mit 0”, so ist nach 
unseren friiheren Untersuchungen 


o52(Sp)— Se, 
O"S >'r: i 


Verlangen wir, dass O” niedriger als 9 sein soll, so muss nach der 
letzten Formel p, entweder gleich 2 oder gleich 1 sein. 

Da es keine Minimaleurve 4. O. giebt, die der Hypothese (2,2) 
entspricht, so erkennen wir, dass die Annahme p, = 2 nur Doppel- 
fliichen , deren Ordnung griésser als 12 ist, liefert. 

Es bleibt also nur die Annahme p, = 1. Die Hypothese 


(1,1), (1,1) 
giebt bekanntlich (Nr. 40., 43.) eine Doppelfliiche sechster Ordnung, 
neunter Classe, wobei indess wie friiher unentschieden bleibt, ob die- 
selbe reell sein kaun. —— Die Hypothese 


und also zugleich 
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(1,1) (1,1) (1,1) 
giebt nur Doppelfliichen, deren Ordnung grisser als 14 ist. Also kommt, 
indem wir zugleich an unsere friiheren Ergebnisse erinnern: 

Satz 59. Giebt es reelle Minimaljlichen, deren Ordnung niedriger 
als neun ist, so muss ihre Ordnung gleich sechs, thre Classe gleich 
neun sein. 

Wir stellen sodann die Frage nach den reellen Doppelflichen, 
deren Ordnung nicht grésser als 15 ist. 

Es ist zuniichst klar, dass p, nicht grésser als 3 sein darf. Und 
da wir schon die beiden Hypothesen p, = 2 und p, = 1 behandelt 
haben, bleibt nur die Hypothese p, = 3 iibrig. Ist dabei p, grésser 
als Null, so ist die Ordnung der betreffenden Doppelflichen jedenfalls 
gleich 22. Wir haben daher nur zu untersuchen, welche Doppelfliichen 
der Hypothese 

(3,3) 
entsprechen. 

Es kénnen drei verschiedene Fille eintreten; wir werden dieselben 
der Reihe nach betrachten. 

1) Lass uns zuniichst voraussetzen, dass die durch P, gehenden 
Curvenzweige durch dieselbe Reihenentwickelung dargestellt werden, 


und dass der niedrigste Exponent gleich . ist. Die entsprechenden 


Minimalflichen sind von der fiinfzehnten Ordnung. Hierher gehért die 
Henne berg’sche Fliche fiinfter Classe. Es ist mir nicht gelungen 
zu entscheiden, ob es mehrere reelle Doppelflichen fiinfzehnter Ord- 
nung giebt, die unserer Hypothese entsprechen. Ist dies der Fall, so 
ist ihre Classe dargestellt durch die Formel 


M(M + 4) 
und also gleich 12, 21 oder noch grosser. 

2) Wir setzen fortwihrend voraus, dass die durch P, gehenden 
Zweige durch eine einzige Entwickelung dargestellt sind; und sei jetzt 
der niedrigste Exponent gleich - Die Ordnung der entsprechenden 
Doppelfliichen ist gleich 

Rent Nanak ab A 


2 


= 11. 


Es ist mir nicht gelungen zu entscheiden, ob diese Hypothese 
reelle Doppelflichen liefert. 


3) Es bleibt nur die Annahme, dass die durch P, gehenden 


Zweige durch zwei Entwickelungen dargestellt sind, und dass + und ; 


die betreffenden Exponenten sind. Die Ordnung der entsprechenden 
Flaichen ist gleich 
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36 — 2-2 Riis Qt 2-1 ag. 
Ich weiss indess nicht, ob diese Hypothese reelle Doppelfliichen liefern 
kann. 

Friiher haben wir schon gesehen, dass die Hypothese p, = 2 jeden- 
falls nur Flichen, deren Ordnung grésser als 12 ist, liefert. Ich werde 
versuchen diese Hypothese etwas niher zu discutiren, Ist p, grésser 
als 1, so ist die Ordnung der betreffenden Flichen jedenfalls grésser 
als 23. Andererseits kann p, nicht Null sein, indem die Hypothese (2,2) 
keine Minimalcurve vierter Ordnung liefert. Daher muss p, = 1 sein. 
Ist dabei p, grésser als Null, so ist die Ordnung der betreffenden 
Flichen grésser als 25. Wir brauchen somit nur die Hypothese 

(2,2) (1,1) 
zu untersuchen, Es kénnen drei Fille eintreten: 

1) Lass uns zunachst voraussetzen, dass die durch P, gehenden 

Curvenzweige durch eine einzige Entwickelung dargestellt sind, und 


dass der betreffende Exponent gleich : ist. Die Ordnung der ent- 
sprechenden Doppelflichen ist gleich 


36 —2-2—2.- 


1 a 
; -== 15. 


2) Lass uns andererseits voraussetzen, dass die durch P, gehenden 
Zweige durch eine einzige Entwickelung dargestellt sind, und dass der 


9 


betreffende Exponent gleich = ist. Die Ordnung der entsprechenden 
Doppelfliichen ist gleich 
a eT a 


9 
3) Endlich haben wir noch die Annahme, dass die durch P, 
gehenden Zweige durch zwei Entwickelungen dargestellt sind und dass 


die betreffenden Exponenten gleich und sind. Die reellen Doppel- 


flichen, die dieser Aunahme entsprechen mégen, sind von der 13' 
Ordnung. 

Aus dem Vorangehenden fliesst der Satz: 

Satz 59. Es giebt keine reelle Doppelfliiche, deren Ordnung gleich 
einer der folgenden Zahlen 


2,3, 4,5, 7, 8, 9, 10, 12, 14 
ist. Dagegen lasse ich wnentschieden, ob die Ordnung einer reellen 
Doppelfliiche gleich 6, 11, oder 13 sein kann*). 

*) Die interessante Frage, ob es Doppelflichen sechster Ordnung giebt, kann 
nach dem Vorangehenden auch folgendermassen formulirt werden: Kann eine 
Minimaleurve 3. O, durch eine Transformation durch reciproke Radien in eine 
sich selbst conjugirte Curve umgewandelt werden? 
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Im Uebrigen betrachte ich den folgenden Satz als das wichtigste 
Ergebniss meiner Untersuchungen iiber Minimalflichen gegebener 
Ordnung: , 

Satz 60. Die Summe der Ordnung und der Classe einer reellen 
Minimalfliche, sie mige eine Doppelfliiche sein oder nicht sein, ist immer 
grisser als 14. 


§ 13. 
Der Asymptotenkegel zerfallt in Ebenen. 


50. Ich werde jetzt die unendlich entfernten Punkte einer alge- 
braischen Minimalfliche bestimmen. Dabei setze ich zunichst voraus, 
dass die Minimaleurven der einen Schaar keinen unendlich entfernten 
Punkt enthalten, der zugleich den Minimalcurven der zweiten Schaar 
angehort. 

Sei 

z=A(t), y= Bi), 2e—C(h 
eine Minimaleurve der einen Schaar, deren Ordnung gleich m sein 
mag. Und sei 


z=A,(t), y=B(t), e=—C,(t) 


eine Minimaleurve der zweiten Schaar, die von der p'* Ordnung ist. 
Alsdann ist die Ordnung der Filiche gleich mp. 

Die Curven der ersten Schaar haben m gemeinsame unendlich ent- 
fernte Punkte; ebenso haben die Curven der zweiten Schaar p gemein- 
same unendlich entfernte Punkte, wobei zu bemerken ist, dass einige 
unter diesen m oder p Punkten vereinigte Lage haben kénnen. Ich 
verbinde die m Punkte mit den p Punkten durch gerade Linien, und 
erhalte hierdurch mp Gerade, unter denen einige unter Umstiinden 
zusammenfallen. 

Ich wihle einen beliebigen unendlich entfernten Punkt Q, der 
jedoch nicht auf den besprochenen Geraden liegen darf, und ziehe 
eine durch Q gehende Gerade allgemeiner Lage. Um die Schnittpunkte 
dieser Geraden mit unserer Fliiche mp'*' Ordnung zu finden, verfaihrt 
man nach den Untersuchungen in § 6. folgendermassen. Man con- 
struirt die beiden Kegel, welche beziiglich die Minimalcurven 

az=A(t)—a, y= BH) —b, z—Cih—e 
und 
= —A,(t), y= — Bt), = — C(t) 


enthalten, und fiir welche dabei Q@ gemeinsame Spitze ist. Man be- 
stimmt die gemeinsamen Erzeugenden dieser Kegel. Die Zahl dieser 
Erzeugenden, die nicht in der unendlich entfernten Ebene liegen, ist 
gleich der Zah! der im endlichen Raume gelegenen Schnittpunkte 
zwischen der Fliiche und der durch Q gezogenen Geraden. Nun aber 
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ist klar, dass unsere Kegel nach den gemachten Voraussetzungen keine 
gemeinsame, unendlich entfernte Erzeugende haben. Und da unsere 
Kegel beziiglich von der m'** und der p'" Ordnung sind, so haben 
sie mp gemeinsame im endlichen Raume gelegene Erzeugenden, die 
wegen der unbestimmten Parameter a, b, c simmtlich verschieden 
sein mntissen. Dementsprechend schneidet eine durch Q gehende Gerade 
allgemeiner Lage die Fliche in mp verschiedenen Punkten. Und da 
die Ordnung der Fliche gleich mp ist, folgt, dass @Q nicht auf der 
Fliache liegt. 

Liegt dagegen die Kegelspitze auf einer unter den besprochenen 
mp Geraden, so haben die Kegel jedenfalls eime gemeinsame unend- 
lich entfernte Erzeugende, und also liegt die Spitze auf der Flache. 

Setzit man daher voraus, dass die Minimalcurven der einen Schaar 
keinen unendlich entfernten Punkt mit den Curven der zweiten Schaar 
gemein haben, so besteht die Schnittcurve der Flache mit der unendlich 
entfernten Ebene nur aus mp Geraden: den Verbindungsgeraden der m 
unendlich entfernten Punkte der Minimalcurven der einen Schaar mit 
den p entsprechenden Punkten der zweiten Schaar. 

51. Jetzt werden wir annehmen, dass die Curven der einen Schaar 
unendlich entfernte Punkte mit den Curven der zweiten Schaar gemein 
haben. Um die Ueberlegung méglichst eingehend fiihren zu kénnen, 
scheint es mir zweckmiissig, die Reihenentwickelungen der Minimal- 
curven in der Umgebung des besprochenen gemeinsamen Punktes aut- 
zustellen. 

Ich wihle mein Coordinatentetraeder in der folgenden Weise. 
Sei ¢= 0 die unendlich entfernte Ebene, und z= 0 eine beliebige 
andere Ebene. Ich ziehe eine zur Ebene z= 0 senkrechte Gerade 
und lege durch dieselbe zwei Ebenen, die den Kugelkreis beriihren. 
Seien = 0 und y=0 diese Ebenen. Wiahlt man diese vier Ebenen 
zu Coordinatenebenen, so erhiilt die Differentialgleichung aller Minimal- 
curven folgende Form: 


at ay — (a ey = 0. 


t x z 
“healed De thr. ya 


als neve Coordinaten ein. Dieselben sind jetzt nicht mehr homogene, 
sondern absolute Coordinaten. Hierdurch nimmt die obenstehende 
Differentialgleichung die Form an: 
dt (dt —td&) = (td&—€dr)’. 

Nun werde ich die allgemeinen Reihenentwickelungen einer durch den 
Punkt suv, Beek: Band 

des Kugelkreises hindurchgehenden Minimaleurve suchen. Ich setze: 
26 


Ich fiihre 


Mathematische Annalen. XIV. 
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P p+ p+x 


r=Met+ Mt? +---— > Mt? => Me, 
E— Lf + 1,0 +---— D> L.¢% 


und versuche, indem ich die M, als gegebene Grissen betrachte, die 
Coefficienten LZ, und die Exponenten r, derart zu bestimmen, dass 
die Differentialgleichung identisch befriedigt wird. Man findet die 
Bedingungsgleichung 
as 2,’ Dix (x—r;) M, My Ltt" —? 
= 2,2, (1—2,)(1 —2,)M,M, Crore, 

die identisch bestehen soll. 

Indem wir zuniichst voraussetzen, dass keine unter den Gleichungen 

HA. MH 1 
stattfindet, ergiebt sich, dass 2a, + 7,—2 der niedrigste Exponent 
links, und 2, der niedrigste Exponent rechts ist. Also ist 
2m, +1 —2—2m, 
woraus 
f= 2. 


Es ergiebt sich ferner, dass 


. 1 - 2 r 
r= 2+ -e r, = 2+ q & & Ww. 
und im Allgemeinen 
So a 2q+%x . 
hae q 
Wir werden zeigen, dass die Coefficienten 
Bs Bei +05 Sente~t 
durch die Gréssen 
M,, M,, ee My—29—1 
volistiindig bestimmt sind. Die Grésse ZL; tritt naimlich zuerst auf in 
dem Gliede 
o) 0 ‘hoe 
my (%,—1i) M, M, Lie 2 ent gh 
In Folge dessen ist Z; im Allgemeinen eine unzweideutige Function von 
Beis Bey 0x9 Bpehy- Egy Bley + - +5 ES 
ausgenommen ist dabei nur der Fall, dass r; = 2, ist. In Folge dessen 
ist LZ, bestimmt durch M,, LZ, durch M, und M, u. s. w., und end- 
lich Zp—eg—1 bestimmt durch M,, M,, ..., My—2q~-1; 80 dass der 
folgende Theil 


2q+1 p-—l 


Ly + LE % + +++ + Lyi 


der Reihe =L,€* durch die vorgelegte Reihe 2M, "* vollstiindig be- 
stimmt ist. 
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Ist 2) == 1), so bleiben die obenstehenden Betrachtungen allerdings 
nicht mehr giiltig. Dabei ist jedoch zu bemerken, dass in der Reihe 
ZL, &* die Coefficienten der Gréssen 

ee 2 

eee See ye 
gleich Null sind, und somit durch die vorgelegte Reihe unzweideutig 
bestimmt sind.*) 

Ist endlich 


x,—=1 und a, 2 Yo» 
so muss 
" ee 
T+ +%—2—m%+72, 
sein, woraus folgt: 
€ 
ry = 2+ H,— %), 
so dass 7, grésser als 2 ist. Auch in diesem Falle sind daher die 
Coefficienten der Gréssen 
7=i 29 
q q 
ca b= s0— Se 


gleich Null, und somit durch die vorgelegte Reihe unzweideutig be- 
stimmt. 

Zu bemerken ist, dass 7, nur dann gleich 1 sein kann, wenn 
gleichzeitig x, = 1 ist; diesen einfachen Fall schliessen wir vorliéufig aus. 

52. Fir das Folgende ist es nothwendig, die Reihenentwickelungen 
einer Minimalcurve fiir eine etwas allgemeinere Lage des Coordinaten- 
tetraeders aufzustellen. - 

Ich setze: 


et = t’, 
or = x, 
oy = y + ax, 
oz=2 + Bx 
und ; 
— f hed =; s =€ 


und fiihre nun tr, &, ¢ als neue Coordinaten ein. Es ist 


t= 


1+ ai? 
eee 
oT Abas 
+ 8E 
~ Lbae 
*) Die Annahme 
Ny = 1 


kann nur eintreten, wenn z, kleiner als 2 ist, wie man leicht einsieht. 


26* 
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Durch Einfiihrung dieser Werthe findet man zuniichst eine Entwickelung 
2q p—1 
v= Dg bo * +--+ Lp—24 if ‘ Ys, 
wo jede Grosse LZ; durch die Coefficienten L,... LZ; bestimmt ist. 
Man findet ferner 


P 
a + BE)! 
ita’ M,( er) ale 
und durch Ausfiihrung kommt 
es 


2 
v= M+ UE +--- 


p-4q 2¢ pt 

+M,? py * eS ee ee ae 

53. Lass mich annehmen, dass die beiden Minimaleurven 
2=A(t)—a, y=B(t)—b, z—C(t) -—e 


und 
a=— A(t), y=—B,(t,), 2=—C,(4) 
einer Minimalfliche durch den auf dem Kugelkreise gelegenen Punkt 
s=azQ, E=0, £=0 
hindurchgehen. Die Reihenentwickelungen dieser Curven seien 
p+e 
r= > ME', t= D> Le 


und 
p+x 


= > Mit?) bh = DD 
Ich nehme an, dass 
M, = Mio,..-M1=— M1, MZ M,,, 
ist, wobei bekanntlich 
"a7 ~ 9 
ist. Alsdann ist, wenn wir mit uw die kleinste der Zahlen v und 
p — 2q bezeichnen, nach dem Vorangehenden 
L, = Ino... Dy-1 = Dy, p-1, 

wihrend im Allgemeinen 

' Du 2 Li, n 
ist. Seien 


p+x 


v= DMI ET, = DL 


% ets .7 
u => My, .€ . ? E => Dy, xf" * 


und 
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die Reihenentwickelungen in den neuen Variabeln. Es ist dann zu- 
nichst klar, dass 


LT, = Iy,o ee ey Lu. = Ti, p—1 
wird. Ist nun v < p — q, so ist 
M, _ Mio jie M,-1= M,, v-1, M, Z M;.,, . 
Ist dagegen v = p — q, so kommt allerdings 
M, = Mio... My-o-1 = Mip-,-1, 
waihrend man nicht ohne Weiteres einsieht, dass 
M;_, = Miry—s 
sein muss. Ks ist 


M,-, = M,-, + ; BM,Ly-24..-; 


, p , 
My, p—¢ = Mi, p-¢ + q BM, Ly,p—-24--- 


und da M,_, und M,,»—, verschieden sind, so ist klar, dass M,_, 
und M;,,—, jedenfalls nur fiir specielle Werthe des Parameters B 
einander gleich sein kénnen. Da indess die Parameter a, b, ¢ all- 
gemeine Werthe haben sollen, so lehren die Entwickelungen der Num- 
mer 26., dass M,_, und M;,,_, auch nicht fiir specielle Werthe von 
B einander gleich sein kénnen. Folglich ist 
d(t—t,) = d(r'—T1,). 
Haben die Reihenentwickelungen unserer Minimalcurven die Form 


p+x 
c= Mt! , ED Leo 
und 
P+% 
1 = > Mix . ? E, er a 
wo 
P> Pr 
q< 4% 


ist, so ergiebt sich sogleich, dass 
0(t—t,) = 0(t' — t,’) 

ist. 

Erinnern wir nun, dass der Punkt 

i=), ¢ =O, y = 0) 
einen jeden unendlich entfernten Punkt, der nicht auf der Tangente 
= (, t=O des Kugelkreises liegt, darstellén kann, so ergiebt sich 

aus unseren friiheren Untersuchungen (§ 6. und 7.) der Satz: 

Gehort ein gewisser Punkt Q des Kugelkreises sowohl den Minimal- 
curven der einen Schaar, wie den Curven der zweiten Schaar, so liegen 
diejenigen unendlich entfernten Punkte der betreffenden Minimalfliche, 
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die von den durch Q hindurchgehenden Curvenzweigen herriihren migen, 
auf der Tangente des Kugelkreises in Q. 

Beriihrt die Tangente des Kugelkreises in Q sowohl die Minimal- 
curven der einen Schaar wie die Curven der zweiten Schaar, so ist 
es leicht zu beweisen, dass die betreffende Tangente wirklich auf der 
Fliche liegt. Aus den beiden Entwickelungen einer Curve der einen 


Schaar 


2¢q 2q+1 
b—Loo' + Le" +---, 
Pp p+1 


c= ME'+ ME! 4+... 


folgen nimlich, indem man & als unabhingige Variable einfiihrt, zwei 
Entwickelungen der Form 


q q+ 
” 2 ¢ 24 
4 = 1,6 7+ Lg a or 
Pp p+ 


t= me'+ me"! +... 


und dementsprechend kommt, wenn 


2% 2q,+1 
gE, — L106" + L116 7 + me Ve 
Pr P+ 


tT = MioS"™ + Mis" +--- 


die Reihenentwickelungen einer Curve der zweiten Schaar sind, durch 
Einfitihrung von & als unabhingiger Variabeln 


u a+1 
” 2 2¢ 
Go = Lo + Lig +---, 
Pr mati 


* = my,o8 ™ + m1 § si +::: 


Hieraus folgt, wenn z. B. : > % ist, 
1 


. Y ; 
d(t—t,) = re > d(t—t,) = pq, 


~ " ? y o ¢ 
O(c —t,) = ‘a > O(t”— 1,") = 2pq,, 


so dass 
3° a - am 
a d(t"—t,") > > d(t — t,) 
wird. Ist andererseits . = “a so kommt 
q 1 
2p—4 , ‘ 
d(e—1) SP=4, Do(e—2,) < Cp—au, 


0 


d(c” —1,") > — 





“ ? > i(e"— 4") Sp- 2a, 








so, di 


wird.’ 

] 
wenn 
wenn 
ist ix 


Dies 


der | 
Berii 
auf 
jeder 
wick 


Doe! 


gen¢ 
flick 
endl 
Bas 
krei 
Ver 
Des 


ist; 


unc 


ist. 


Pu 














Ueber Minimalflichen. 


so, dass auch jetzt 
> oe" —n") > D'o(e— 4) 
wird.*) 


Diese Forme] bleibt, wie man ohne Schwierigkeit erkennt, giiltig, 
wenn die Tangente des Kugelkreises in Q nur die eine, dagegen nicht, 
wenn sie keine unter den Minimalcurven beriihrt. In dem letzten Falle 


ist in der That 
> a(t” — 1") = > a(e—1,). 


Beriihrt eine Tangente des Kugelkreises alle Minimalcurven, die 
der einen Schaar angehdren, so liegt diese Tangente auf der Fliiche. 
Beriihrt dagegen diese Gerade keine Minimalcurven, so liegt sie nicht 
auf der Fliche. 

Die Multiplicitiit einer solchen Geraden auf der Fliche wird in 
jedem Falle bestimmt, indem man in den friiher betrachteten Ent- 
wickelungen die nothwendige Anzahl von Gliedern wirklich berechnet. 
Doch halte ich es nicht fiir nothwendig, hierauf niher einzugehen. 

Aus den vorangehenden Betrachtungen ergiebt sich nun der fol- 
gende Satz, der die unendlich entfernten Punkte einer jeden Minimal- 
fliiche vollstindig bestimmt : 

Satz 61. Schneiden die Minimalcurven der einen Schaar die un- 
endlich entfernte Ebene, und also auch den Kugelkreis in den Punkten 
P,, P,,..., P,, wiihrend die Curven der zweiten Schaar den Kugel- 
kreis in dew Punkten T1,, Tl,, ..., Te treffen, so liegen sééimmtliche 
Verbindungsgeraden verschiedener Punkte P, 11 auf der Fliche**). 
Desgleichen, wenn P, mit Tl, identisch ist, so gehirt die Tangente des 


Dies giebt: 


*) Ausnahmsweise kann es z. B. eintreten, dass 


Pp Pi 
= > 1 r = Ee a 
2 q a 


: : ' ae a 
ist; alsdann ist, wenn wir z. B. annehmen : < : : 
1 


» ” ” 
az O(t —t )—=PyM, 
So(e- 4) <ep—aay oder = pq 


PP >(2P—-—Dh, PM>PY 


ist, folgt auch in diesem Falle 


Pr é (c’—1,") > > d(t —t%). 


**) Ist die Fliche insbesondere reell, und sind dabei P; und TT; conjugirte 
Punkte des Kugelkreises, so sind die Geraden P;1T; eo ipso reell. 


und da 
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Kugelkreises in diesem Punkte der Fliiche an, sofern sie von allen 
Minimalcurven der einen Schaar beriihrt wird, sonst nicht. 

Dieser Satz gilt fiir alle nicht developpablen Minimalflichen, sie 
mégen reell oder imaginiir, Doppelfliichen oder nicht Doppelfliichen 
sein. Mein Satz vervollstiindigt eine frihere Angabe von Geiser. 
Derselbe hat niimlich gefunden,*) dass der Schnitt einer algebraischen 
Minimalfliche mit der unendlich entfernten Ebene nur aus dem Kugel- 
kreise und aus geraden Linien bestehen kann. Nach dem Obenstehen- 
den kann der Kugelkreis nur auf den developpablen und zugleich 
imaginiren Minimalfliichen liegen. Ueberdies ist im Vorangehenden 
die Lage der betreffenden Geraden bestimmt. 

54. Es ist leicht nachzuweisen, dass jede Minimalfliche eine An- 
zahl unendlich entfernter conischer Punkte enthilt. Seien in der That 
c, und k, zwei auf einer Minimalfliche gelegene Minimalcurven, und 
lass mich annehmen, dass c, den Kugelkreis im Punkte @Q schneidet, 
ohne jedoch denselben zu beriihren. Fiihre ich nun ¢, in Translations- 
bewegung, indem ich &, als Directrix benutze, so beschreibt die Tan- 
gente von c, im Punkte Q einen Kegel, dessen Ordnung gleich der 
Ordnung der Curve k/, sein wird, wenn nicht zufilligerweise auch k, 
durch den Punkt Q hindurchgeht. Folglich ist Q ein conischer Punkt, 
dessen Tangentenkegel der soeben besprochene Kegel ist. Beriihrt ¢, 
den Kugelkreis in Q, so ist dieser Punkt ein ausgearteter conischer 
Punkt. Also: 

Satz 62. Die Schnittpunkte der auf einer Minimalfliche gelegenen 
Minimaleurven mit der unendlich entfernten Ebene sind conische Punkte 
der Fiche. 

Da nun alle Tangentenkegel einer Fliche durch die conischen 
Punkte derselben hindurchgehen, fliesst aus dem Vorangehenden u. A. 
der Satz: 

Satz 63. Die Tangentenkegel einer Minimalfliche schneiden den 
Kugelkreis in gewissen gemeinsamen Punkten. Ausserdem giebt es jedoch 
variable Schnittpunkte. 


§ 14, 
Die Ordnung der Tangentenkegel einer Minimalflaiche. 


55. Ich werde zeigen, wie man am besten verfaihrt, wenn man 
die Ordnung der Tangentenkegel einer Minimalfliche zu bestimmen 
wiinscht. Zuniichst werde ich voraussetzen, dass die Kegelspitze un- 
endlich entfernt ist, so dass der Kegel ein beriihrender Cylinder wird. 
In diesem Falle ist die Ordnungsbestimmung iusserst einfach. 

Ich nehme einen allgemeinen Punkt des Kugelkreises und construire 


*) Mathematische Annalen Bd. III, pag. 530. 
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den Tangentenkegel, dessen Spitze der gewihlte Punkt ist. Der erhaltene 
Kegel zerfallt nach dem Vorangehenden in M+ M’ Kegel, deren jeder 
die Flache nach einer Minimalcurve beriihrt; ausserdem wird unter 
Umstiinden die unendlich entfernte Ebene ein Theil des gesammten 
Tangentenkegels sein. Die besprochenen M und M’ Kegel sind be- 
ziiglich von der Ordnung O' und O. Also ist die Ordnung des eigent- 
lichen Tangentenkegels, dessen Spitze ein allgemeiner Punkt des Kugel- 
kreises ist, gleich MO’ + M’O. 

Man verlege jetzt die Spitze des Tangentenkegels in einen allge- 
meinen Punkt der unendlich entfernten Ebene. Alsdann zerfallt unser 
Kegel in die unendlich entfernte Ebene und einen beriihrenden Cylinder. 
Sei @ die Multiplicitaét der unendlich entfernten Ebene als reductiblen 
Theiles des Tangentenkegels, und sei 6 die Ordnung des Cylinders. Als- 
dann ist a+ 6 die Ordnungszahl eines Tangentenkegels allgemeiner 
Lage; die Spitze mége unendlich entfernt oder im endlichen Raume 
legen. 

Ks ist klar, dass die beiden Zahlen a und # ungeiindert bleiben, 
wenn die Spitze die unendlich entfernte Ebene durchliuft, dabei voraus- 
gesetzt, dass man solche Punkte vermeidet, die auf der Flache liegen. 
Und da der Kugelkreis nicht auf der Fliche liegt, schliessen wir, dass 

6 = MO'+ M’O 
ist. Also: 

Satz 64. Die Ordnungszahl eines beriihrenden Cylinders ist gleich 
MO' + M’'O, oder wenn die Fliiche cine Doppelfliche ist, gleich MO. 
Ist die Fliche reell und keine Doppelfliche, so ist die besprochene Zahl 
gleich 2MO. 

56. Wiinscht man weiter zu gehen und die Ordnungszahl eines 
allgemeinen Tangentenkegels zu bestimmen, so hat man die Zahl « 
zu bestimmen. Ks ist leicht einzusehen, dass « sich als die Summe 
einer Reihe Zahlen a;; darstellen lisst. Bezeichnen wir nimlich wie 
friiher die unendlich entfernten Punkte der auf unserer Flache gelegenen 
Minimalcurven beziiglich mit 


; i ee 8 
a ee 


so besteht bekanntlich die Schnittcurve der Fliche mit der unendlich 
entfernten Ebene aus den Geraden P;T. Beriihrt die Flache die 
Ebene nach einer gewissen Geraden P; TI, so veranlasst dieser Um- 
stand, dass jeder Tangentenkegel, dessen Spitze uneudlich entfernt ist, 
die unendlich entfernte Ebene etwa «;, mal als reductiblen Theil ent- 
halt. Daher wird 


8 
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wo jede Zahl a, sich nur auf die Gerade P;TT, bezieht. Die Zahl a;, 
ist bestimmt durch die Reihenentwickelungen derjenigen Zweige unserer 
Minimaleurven, die durch P; und TI; hindurchgehen. Doch gehe ich 
auf die Berechnung der e@,, nicht naher ein. 

57. Es ist leicht beliebig, viele Minimalflachen zu construiren, 
fiir welche « = 0 ist; wir kéunen sogar beliebig viele Minimalflichen 
construiren, die die unendlich entfernte Ebene richt beriihren. 

Man zeigt namlich zuniichst, dass 

2M M’ 

die Zahl der parallelen Tangentenebenen der Fliche ist. Wiinscht 
man in der That durch eine unendlich entfernte Gerade alle médglichen 
Tangentenebenen an die Fliiche zu legen, so verfahrt man folgender- 
massen. Man bestimmt die Schnittpunkte P und Q der Geraden mit 
dem Kugelkreise, und wihlt eine Minimalcurve aus jeder Schaar, etwa 
c, und k,. Man bestimmt die M auf c, gelegenen Punkte z, deren 
zugehérige Tangenten den Kugelkreis in P (oder @Q) treffen; ebenso 
sucht man die M’ auf k, gelegenen Punkte a’, deren zugehiérige Tan- 
genten den Kugelkreis in @ (oder P) treffen. Man zieht die durch 
die M Punkte a gehenden Curven k, und zugleich die durch die M’ 
Punkte xz’ gehenden Curven c. 

Die gezogenen Curven ¢ und & schneiden sich in MM’ Punkten, 
deren zugehérige Tangentenebenen die verlangte Richtung haben. 
Endlich findet man MM’ weitere solche Punkte, indem man die Punkte 
P und Q vertauscht. Also: 

Satz 65. Kine Minimalfliche hat 2MM’ parallele Tangenten- 
ebenen, unter denen, wenn die Fliiche reell ist, 2M reell sind. Ist die 
_ Fliiche eine Doppelfliche, so sind unsere Zahlen mit 2 zu dividiren. 

Nun ist die Classe einer Minimalfliche gleich 

M(R—M')+ M'(R-—NM), 
also ergiebt sich durch Subtraction, dass 
M(R— M') + M'(R—M)—2MM' 
die Multiplicitaét der unendlich entfernten Ebene als Tangentenebene 
ist. Also: 

Satz 66. Die Multiplicitét der unendlich entfernten Ebene als 
Tangentenebene ist M(R’—2M’) + M’(R—2M), oder wenn die Fliche 
reell ist: 2M(R—2M). Ist die Fliiche eine Doppelfliche, so ist die 
besprochene Zahl gleich M(R—2M). 

Ist daher R = 2M, so beriihrt die zugehdrige reelle Minimalfliche 
die unendlich entfernte Ebene gar nicht. 

Um solche Minimalflichen zu finden, verfahre ich folgendermassen. 
Ich nehme eine Curve, deren Tangenten unserem linearen Complexe 
gehéren, und welche dabei eine allgemeine Lage hinsichtlich der Ge- 
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raden g hat. Iu Folge dessen schneidet g die zugehérige Developpable 
in r verschiedenen Punkten. Dabei ist 
m=, p=Q, 
folglich wird fiir die entsprechende Minimalcurve 
M=o, R—M=o0, R=20=2M, 
so dass die dieser Minimalcurve entsprechende reelle Minimalfliche gar 
nicht die unendlich entfernte Ebene beriihrt. 

Der Tangentenkegel einer solchen Fliche ist nach dem Voran- 
gehenden von der Ordnung 2 MO (oder MO, wenn die Fliche eine 
Doppelfliche ist). 

58. Die Ordnung eines Tangentenkegels ist nach Pliicker gleich 
der Classe einer ebenen Schnittcurve der Fliiche. Insbesondere schliessen 
wir, dass jede auf einer Minimalfliiche gelegene ebene Curve MO’ + M’O 
(oder MO) parallele Tangenten besitzt. Hieraus folgt weiter, dass 
unsere Curve (17 0’-++ M’O)* Brennpunkte besitzt. Ist die Fliche reell, 
so giebt es 2MO (oder MO) reelle Brennpunkte. Also: 

Satz 67. Die auf einer reellen Minimalfliche liegenden ebenen 
Curven haben 2. M0 reelle Brennpunkte; diese Zahl ist mit 2 zu dividiren, 
wenn die Fliche eine Doppelfliche ist. 


59. Es giebt eine andere bemerkenswerthe Methode zur Bestimmung 
der Ordnung eines Tangentenkegels. Ich werde dieselbe in aller 
Kiirze entwickeln, obgleich ich noch nicht alle mit derselben verbun- 
denen Schwierigkeiten erledigt habe. 

Ich schneide einen Tangentenkegel mit einem Kegel, der dieselbe 
Spitze besitzt und welcher dabei den Kugelkreis enthilt. Die Ord- 
nung des Tangentenkegels ist gleich der Zahl der gemeinsamen Er- 
zeugenden, dividirt durch 2. Es giebt zweierlei solcher Erzeugenden: 
diejenigen, die durch die Punkte P;, 1, gehen, und diejenigen, deren 
Beriihrungspunkt im endlichen Raume liegt. Ich werde eine Methode 
entwickeln zur Bestimmung der letzteren. 

Betrachtet man in den Gleichungen 

E= A(t) + A(t) + 24’), 

n= Bit) + B,(t) + eB, 

¢= C(t) + G(r) + eC") 
t, t als gegebene Parameter, ¢ als eine variable Grosse, so erhilt man 
alle Punkte €, 7, € auf einer Tangente einer Minimalcurve c. Be- 
trachtet man dagegen &, y, € als gegeben, so bestimmen unsere Glei- 
chungen alle durch diesen Punkt gehenden Tangenten an Curven der 
Schaar ec. ; 

Ich fiihre drei neue Gréssen a’, y’, 2 ein, und ersetze meine drei 
Gleichungen durch die sechs folgenden iiquivalenten: 
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(1) &@=At)+eA(), y= BO +eBO, f= CH) + eC, 
(2) #=—§—A,(r), y=n—B(r), #=e—C,(r). 

Die drei Gleichungen (1) bestimmen alle Punkte auf einer Develop- 
pablen einer Minimalecurve c. Die Gleichungen (2) bestimmen eine 
Minimaleurve, die zu den Curven der Schaar & collinear verwandt ist. 

Die Anzahl der im endlichen Raume gelegenen Schnittpunkte zwischen 
der Curve (2) und der Developpablen (1) ist gleich der Anzahl der- 
jenigen Tangenten, die durch den Punkt &, y, € gehen, und welche 
dabei eine Curve c beriihren. 

In dieser Weise bestimmt man diejenigen gemeinsamen Erzeugen- 
den der besprochenen Kegel, deren Beriihrungspunkt im endlichen- 
Raume liegt. Hierzu fiigt man die nach den Punkten P; und TI, hin- 
laufenden Geraden, welche ebenfalls gemeinsame Erzeugende sind. Hier- 
bei lasse ich jedoch unentschieden, wie man die Multiplicitdt dieser letzten 
Geraden als gemeinsamer Erzeugender unserer Kegel bestimmt.*) 


§ 15. 
Die parabolische Curve und die Doppeldeveloppable einer Minimalflache. 


60. Die beiden auf einer Minimalfliche gelegenen Schaaren Minimal- 
eurven ¢ und & bestimmen nach dem Vorangehenden (§ 2.) eine ge- 
meinsame Umhiillungscurve 2. Diese Curve ist eo ipso der Ort der- 
jenigen Punkte, in denen die beiden Minimalrichtungen zusammen- 
fallen. Und also enthilt diejenige Developpable, die unsere Fliche 
lings Z beriihrt, den imaginiren Kugelkreis. Also ist © nach einer 
Bemerkung von Darboux eine auf der Fliche gelegene Kriimmungs- 
linie. Dass 2 zugleich eine Haupttangentencurve ist, beweist man 
folgendermassen. 

Ist iiberhaupt eine Fliiche und ein Liniencomplex gegeben, so ist 
der Ort aller Punkte, deren Complexkegel die Fliche beriihrt, immer 
dann eine Haupttangentencurve, wenn die Beriihrungserzeugende den 
besprochenen Ort beriihrt. Dieser Satz, angewandt auf eine Minimal- 
fliche und den Inbegriff aller Minimalgeraden, giebt: 

Satz 68. Die Umhiillungscurve aller auf einer Minimalfliiche ge- 
legenen Minimalcurven ist eine Haupttangentencurve und zugleich eine 
Kriimmungslinie der Fliche. 

Wenn unsere Minimalfliche keine Doppelfliche ist, so ist die 
Curve 2 eine Riickkehreurve der Fliche. Folglich ist sie zugleich ein 
Theil der parabolischen Curve. Ist dagegen die Flaiche eine Doppel- 
fliche, so ist 2 keine Riickkehrcurve, und auch keine parabolische Curve. 


*) Die gesuchte Zahl hingt offenbar nur ab von der Art des conischen 
Punktes P; oder TT,. 
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Um iiberhaupt die im endlichen Raume gelegene parabolische 
Curve einer Minimalfliche zu bestimmen,. stellen wir nach den in 
Nummer 3. gegebenen Regeln die Differentialgleichung der Haupitan- 
gentencurven auf. Man erhilt die Gleichung 


(s —o)? (F’" (s)\ds? — 0” (6)do”) = 0, 
oder durch Wegwerfung des Factors (s—o)’; 
F’’ (s)ds? — 0” (6)do? = 0. 


Sollen daher die beiden Haupttangenten zusammenfallen, so muss eine 
der Gleichungen 
F''(s)=0, F"(s) =o, 
0’ (6)=0, 0” (6) =a 

bestehen. Wenn daher eine Minimalcurve etwa aus der Schaar ¢ eine 
Spitze oder Inflexionstangente besitzt, so ist die durch einen solchen 
Punkt gelende Minimaleurve & immer ein Theil der parabolischen 
Curve. Also: 

Satz 69. Die parabolische Curve einer Minimalfliche besteht ausser 
aus den unendlich entfernten Geraden der Fliche nur aus Minimalcurven. 

Die unendlich entfernten Geraden gehéren immer der parabolischen 
Curve an. 

61. Es ist leicht nachzuweisen, dass die Doppeldeveloppable einer 
Minimalfliche , die keine Doppelfliche ist, im Allgemeinen zerfallt. 

Ich nehme eine Doppeltangentialebene, und ziehe durch den ersten 
Beriihrungspunkt die beiden Tangenten ¢ und t, die den Kugelkreis 
treffen, und ebenso durch den zweiten Beriihrungspunkt die entsprechen- 
den Tangenten ¢, und t,. Alsdaun ist ¢ etwa mit ¢, und t mit 7, 
parallel. Dies vorausgesetzt, sind zwei Falle denkbar. Entweder be- 
rihren ¢ und ¢, Minimalcurven, die derselben Schaar angehéren, Oder 
auch beriihren ¢ und ¢, Minimalcurven, die nicht derselben Schaar ge- 
héren. In Folge dessen zerfallen die Doppeltangentialebenen einer 
Minimalfliche im Allgemeinen in zwei Schaaren, deren jede eine 
Developpable erzeugt. Also: 

Satz 70. Die Doppeldeveloppable einer Minimalfliche, die keine 
Doppelfliiche ist , zerfillt im Aligemeinen in zwei Theile. 

Ich werde zeigen, wie man die beiden Theile der Doppeldevelop- 
pable analytisch bestimmt. Seien 


dz = 2sF''(s)ds + 260" (e)de, 

dx = (1— s*)F’’(s)ds + (l—o?)®” (e)de, 

dy = i(1+s?) F’'’ (s)ds + i(1+6°)0” (6)de 
die Differentialgleichungen einer Minimalfliche. Die Relation 
dz — pdx —qdy=0 
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giebt 
2s — p(l—s*) — ig(i+s’) =0, 
26 — p(1—o?) — iq(1+o?) = 0, 
woraus 
so—1 i+se 
PP ste? 1 ~ie+o). ° 


Erinnern wir nun, dass die Punktcoordinaten z, x, y sich folgender- 
massen ausdriicken : 


2= D> fils) F%) + Shilo) (0), 
x= >! 9:(s) F@(s) + >} g:(0) (6), 
= > vi(s) FO (s) + > (5) 0 (6), 


wo F' die drei Differentialquotienten F'’(s), F’(s) und F'(s) darstellt, 
so finden wir zur Bestimmung der Grdsse 
— px—qy=w 


eine Gleichung der Form 


a >! ui(s, 6) FP“ (s) + > U(G, s)OO(o), 

die wir als Gleichung der Fiche in Ebenencoordinaten betrachten. 

Soll nun unsere Fliiche Doppeltangentialebenen der ersten Art 
besitzen, so ist es nothwendig, dass jedenfalls die eine der Gréssen 
F'(s) und ®(6) eine mehrdeutige Function des betreffenden Arguments 
ist.*) Lass mich mit F,(s) und F’,(s) zwei Werthe von F(s) bezeich- 
nen, die demselben Argumente s entsprechen. Ebenso seien ®, (6) 
und ,(6) zwei Werthe von ®(6), die demselben 6 entsprechen. Als- 
dann werden die Doppeltangentialebenen der ersten Art bestimmt 
durch die beiden Gleichungen 


w= > x(s, 6) F°(s) + >? (6, 8) 0” (6), 
w= > uls, 6) Fe (s) + >» yi(G, s) o” (6) 


und also geniigen sie zugleich der Gleichung 


y FO + FY 7 oO + ol 
w= > x (s, 6) - 5) +> ui (G, 8) 9 vs. 


“ 


die eine neue Minimalfliche bestimmt. Hiermit ist eine neue Minimal- 
fliche gefunden, die in die Doppeldeveloppable der ersten Art ein- 
geschrieben ist. 

Die Doppeltangentialebenen der zweiten Art sind bestimmt durch 
die beiden Gleichungen 


*) Ist daher M = 1, so existirt keine Doppeldeveloppable der ersten Art. 
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w= >! u(s, 6) F(s) + SI u(o, 8) (6), 


w= SI u(6, 8) F (6) + Si x (s, 6) 0%) 
und geniigen daher zugleich der Gleichung 


Fo o Fa o® 
w= Suls, 0) =~ OF 9 + Su (6,8) OES © | 


die eine neue Minimalfliiche, und zwar eine Doppelfliche bestimmt. 

Die Doppeldeveloppable der zweiten Art ist daher einer gewissen 
Doppelfliche umgeschrieben. So z. B. kann in die Doppeldeveloppable 
zweiter Art einer Enneper’schen Minimalfliche eine Henneberg’sche 
Minimalfliche eingeschrieben werden.*) 


Indem ich schliesse, fiige ich noch einige Bemerkungen iiber die 
Singularititen einer Minimalfliche hinzu. 

Gehen durch einen im endlichen Raume gelegenen Punkt einer 
Minimalfliche mehr als eine Minimalcurve der einen Schaar, so gehért 
dieser Punkt einer auf der Fliiche gelegenen Doppelcurve. 

Geht durch einen im endlichen Raume gelegenen Punkt nur eine 
Minimaleurve aus jeder Schaar, und ist dabei der betreffende Punkt 
kein singulirer Punkt der besprochenen Curven, so ist derselbe auch 
kein singulirer Punkt der Fliiche (vorausgesetzt, dass der Punkt nicht 
auf der Umhiillungscurve aller Minimalcurven gelegen ist). Ist unser 
Punkt ein Doppelpunkt oder Spitze der einen Curve, so ist die zweite 
eine Doppeleurve oder Riickkehreurve der Fiche. 

Soll daher eine Minimalfliche im endlichen Raume gelegene conische 
Punkte besitzen, so miissen alle Minimaleurven der Fliche durch den-. 
selben Punkt gehen. Man sieht so unmittelbar, dass der Tangenten- 
kegel eines solchen conischen Punktes, wie Geiser bemerkt hat**), den 
Kugelkreis enthalt. 

§ 16. 
Berichtigung eines Fehlers. 

In einer friiheren Abhandlung in Bd. 2 der norwegischen Zeit- 
schrift ,,Archiv for Mathematik og Naturvidenskab“ beschiftigte ich mich 
mit ‘hnlichen Untersuchungen wie die in dieser Arbeit dargestellten. 
Durch eine Ungenauigkeit kam ich in jener Abhandlung zu dem falchen 
Schlusse, dass alle algebraischen Doppelfliichen imaginir seien, wihrend 
ich die Existenz der periodischen reellen Doppelflichen richtig erkannte. 
Dieser Irrthum veranlasste einige falsche Resultate. So behauptete ich 


*) Die beiden im ‘l'exte besprochenen Flichen beriihren sich nach einer 
Minimalcurve, die auf der Enneper'schen Fliche die Umbhiillungscurve aller 
Minimalcurven ist. Diese Bemerkung dehnt sich auf beliebige Minimalflichen aus. 
**) Math. Annalen Bd. III, pag. 534. 
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z. B., dass die Classe einer reellen Minimalflache immer grdsser als 
fiinf sein miisste; wihrend meine Untersuchungen eigentlich nur zeigten, 
dass eine Minimalfliiche, deren Classe kleiner als sechs wire, eine 
Doppelfliche sein miisste. Meine Abhandlung gab eine richtige Be- 
stimmung aller Doppelflichen dritter, vierter, fiinfter Classe, u. s. w.; 
wie gesagt behauptete ich aber irrthiimlicherweise, dass diese Flichen 
simmtlich imaginar seien. 

Erst im September 1877 erfuhr ich, dass Herr Henneberg schon 
im Jahre 1875 eine reelle Minimalfliche fiinfter Classe entdeckt hatte. 
Ich bemerkte dann sogleich meinen Irrthum, und sah zugleich, dass 
die Classe einer reellen Doppelfliiche grésser als vier sein miisste. 
Hieriiber gab ich der Gesellschaft der Wissenschaften in Christiania 
Nachricht in einer kleinen Note, die zugleich einige weitere Resultate 
enthielt. 

Nachtriaglich erfahre ich durch eine briefliche Mittheilung Henne- 
berg’s, dass er schon friiher in einer Vorlesung den Satz bewiesen 
hatte, dass die Classe einer reellen Minimaltliche grésser als vier sein 
muss. (Man vergleiche seine elegante Abhandlung im neunten Bande 
der Annali di matematica,) Meine Untersuchungen gehen indess weiter. 
So z. B. bestimmen sie alle reellen Minimalflichen, deren Classenzahl 
eine beliebige vorgelegte Primzahl ist. 

Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir einige weitere Unterschiede 
zwischen meinen und Herrn Henneberg’s Resultaten zu besprechen. 
Herr Henneberg findet, dass die Ordnung seiner reellen Minimal- 
fliche fiinfter Classe gleich siebzehn ist, wihrend nach mir alle reellen 
Minimalflichen fiinfter Classe von fiinfzehnter Ordnung sind. Nach 
meiner allgemeinen Theorie der unendlich entfernten Punkte einer 
Minimalfliche muss die Henneberg’sche Fliche drei unendlich ent- 
fernte Gerade enthalten, unter denen eine reell ist, wahrend die beiden 
anderen den Kugelkreis in den Schnittpunkten der ersten Linie be- 
riihren. Henneberg findet aber, dass seine Flaiche fiinf unendlich 
entfernte Gerade enthilt. Endlich scheint mir, dass Henneberg das 
Geschlecht seiner Fliche unrichtig bestimmt. Es besteht nimlich iiber- 
haupt der Satz, dass das Geschlecht einer jeden Minimalfliche, deren 
erzeugende Minimalcurven vom Geschlechte Null sind, gleich Null ist.*) 
In diesen Punkten, die allerdings in Hennebergs werthvoller Arbeit 
nur eine untergeordnete Wichtigkeit haben, wihrend sie in meinen 
Untersuchungen eine wesentlichere Rolle spielen, scheint mir Henne- 
berg sich geirrt zu haben. 


*) Dieser Satz besteht auch, wenn die Fliche eine Doppelfliche ist. 
Christiania, 20. Juni 1878. 
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Ueber die Erniedrigung der Modulargleichungen. 


Von Feurx Kiem in Miincher. 
(Mit 2 lithogr. Tafeln.) 


Die functionentheoretische Methode, deren ich mich neuerdings 
bediente, um die Modulargleichungen fiir die niedersten Transformations- 
grade n = 2,3, 4,5, 7,13 zu untersuchen*), soll im Folgenden dazu 
verwandt werden, die Resolventen fiinften, siebenten und elften Grades 
zu definiren, welche man, einem beriihmten Satze von Galois zufolge, 
fiir »=5,7,11 aufstellen kann. Unter der Definition einer Glei- 
chung, die (wie die hier in Betracht kommenden) einen Parameter 
enthalt, verstehe ich dabei im Riemann’schen Sinne die Verzweigung, 
welche die Unbekannte, als Variable aufgefasst, in Bezug auf den 
Parameter besitzt: Verzweigung so verstanden, dass nicht nur die 
Lage und Multiplicitiit der Verzweigungspunkte, sondern auch die Art 
angegeben wird, wie vermédge der Verzweigungspunkte die einzelnen 
Functionszweige zusammenhiingen. 

Es ist ein allgemeines Problem, zu dessen Erledigung seither sehr 
wenig geschehen ist: die algebraische Gleichung, welche zu einer in 
diesem Sinne definirten Verzweigung gehoért, in einfachster Form wirk- 
lich aufzustellen. In den drei hier behandelten Fillen vereinfacht sich 
dasselbe, ebenso wie in den in meiner friiheren Abhandlung behandelten 
Beispielen, indem das Geschlecht p der Gleichung iibereinstimmend 
gleich Null wird. In Folge dessen kann man den Parameter (die 
absolute Invariante J des elliptischen Integrals) in den drei Fallen bez. 
gleich setzen einer rationalen Function fiinften, siebenten, elften Grades 
der Unbekannten, und wir haben die viel leichtere Aufgabe, diese 
rationale Function aus der uns bekannten Verzweigungsart zu _be- 
rechnen. In der That geniigen bei m = 5 und » =7 ein paar Zeilen 
Rechnung, um die betr. rationale Function zu bilden, wiihrend sich 
bei m = 11 Weitliufigkeiten einstellen, die ich noch nicht tiberwun- 
den habe. 


*) Ueber die Transformationen der elliptischen Functionen ete., diese Annalen 
Bd. XIV, pag. 111 ff. — Citate auf blosse Seitenzahlen, welche im Folgenden vor- 
kommen, beziehen sich auf dicse Abhandlung. 


Mathematische Annalen. XIV, 27 
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Meine Endformeln fiir » = 5, 7 sind iibrigens nicht eigentlich neu. 
Denn bei » = 5 komme ich, wie dies vorauszusehen war, zu der be- 
kannten Gleichung: 

2 — 1025+ 457 = C, 
die Brioschi zuerst aufgestellt hat*) und zu der andererseits die Be- 
trachtung des Ikosaeders hinleitet**), — wihrend ich bei n = 7 eine 
Gleichung erhalte, die im Wesentlichen zusammenfiallt mit derjenigen, 
die Hermite in seinen hierhergehérigen Untersuchungen gewonnen 
hat.***) Es liegt dies an dem gewissermassen zufilligen Umstande, 
dass bei m = 7 die von Hermite gebrauchte Discriminante der zwischen 


4 ass= . . . ° 
j/x, V/A bestehenden Modulargleichung mit den rationalen Invarianten 
des elliptischen Integrals enge zusammenhiingt; sie ist, abgesehen von 
Factoren, welche A+) verschwinden lassen, geradezu gleich g,?. 


§ 1. 
Die Angaben von Betti. Plan der Untersuchung. 


Das Galois’sche Theorem, um welches es sich hier handelt, 
wurde bekanntlich zuerst von Betti bewiesen;7+), der die ganzzahligen 
linearen Substitutionen 

o’ — sett (ad — py=1) 
in Bezug auf die Moduln 5,7, 11 untersuchte. Die Gesammtheit dieser 
Substitutionen erweist sich in Bezug auf diese Moduln mit nur 60, 
168, 660 fiquivalent, und nun kommt das Galois’sche Theorem darauf 
zuriick, dass sich, in den einzelnen Fallen, Untergruppen bilden lassen, 
welche nur den fiinften, siebenten, bez. elften Theil der Gesammtheit 
enthalten. 

Diese Untergruppen lauten nach Betti’s Angaben folgendermassen. 


1) n= 5. Die Untergruppe umfasst alle diejenigen Substitutionen 


of = HOFF, (@d—fy=1), 


welche modulo 5 mit einer der folgenden 12 iibereinstimmen: 


*) Sue metodo di Kronecker etc. Atti del Istituto Lombardo II. 
**) Siehe Annalen Bd. IX, pag. 204, Bd, XII, pag. 523. 

*#*) Vgl. Sur la théorie des équations modulaires et la résolution de l’équa- 
tion du cinquiéme degré (Paris 1859), sowie wegen der hier in Betracht kommen- 
den Gleichung insbesondere: Sur l’abaissement de l’équation modulaire du huititme 
degré, in Tortolini’s Annali di Matematica, II, pag, 59. 

+) Wegen der Bezeichnungen siehe immer meine vorige Abhandlung. 

++) Sopra l’abbassamento delle equazione modulari delle funzione ellitiche; 
Tortolini, Annali di scienze matematiche etc. Bd. IV. (1853). Siehe auch 
H ermite’s Bemerkung in einem Briefe an Jacobi, Crelle’s Journal 40 p.289 (1850). 
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— @—2”’ —1° 


— 1 o-+2 z= o—2 o—t ott. 
+ @, in @’ -+- Y se ale o+ 2? + 3: o -{- ee + 3- 
Ich werde diese Untergruppe die Gruppe I nennen. 


2)n=T7. Bei n=7 giebt es zwei Untergruppen, die in Betracht 
kommen, und die ich mit II, und II, bezeichnen will. Dieselben um- 
fassen alle diejenigen Substitutionen, welche modulo 7 entweder zu 
folgenden 24: 


ais a a” a2 2b ay es b 
, wo? —b”’ o+2b’ 
oder zu den folgenden 
nie a 422 3b 4 b 
pes: a’ o@—b’ o — 3b 


congruent wird. Hier bedeuten a, b quadratische Reste modulo 7. 


3) m= 11. Auch bei »=11 giebt es zwei Untergruppen, die 
ITI, wnd III, genannt werden sollen. Die erste umfasst alle Sub- 
stitutionen, welche modulo 11 zu folgenden 60 congruent sind: 


a wo — 2b o—b 
ay ee ae ee 


Fiir die andere lauten diese Formeln: 


os a ie o— 6b - o—b 
? wo? PS Se o — 6b 


Beidemal bedeuten a, b quadratische Reste modulo 11. — 


: - x “ors 


Die verschiedenen Ausdriicke ———~ sind vermége der Substitu- 


tionen dieser Untergruppen zu nur r tint, sieben, elf Représentanten 
iiquivalent, fiir welche man am einfachsten die folgenden nimmt: 


@,a+il,@a+2,...,.0+(m—1). — (m=5,7,11).— 


Ich benutze diese Angaben nun folgendermassen. Ich denke mir 
eine in der positiven Halbebene @ iiberall eindeutige Function y(a@), 
welche die Eigenschaft hat, bei den Substitutionen der Untergruppe J, 
oder Il, oder III ungeiindert zu bleiben, nicht aber bei allen Sub- 


stitutionen Oo Letztere Eigenschaft kommt, wie bekannt, der 


\- absoluten Invariante J zu, und iiberdies nimmt J nur fiir solche Werthe 
e @ denselben Werth an, die durch eine Substitution von der Form 
ao + B — vs . 
a a mit einander verkniipft sind. 
h Daher gehéren zu jedem J » Werthe von y: 


y(@), y(@+1),..., yf@+(n—1)) 
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und y ist mit J durch eine algebraische Gleichung vom Grade n ver- 
bunden. 

Man breite jetzt die complexen Werthe von J iiber eine Ebene 
aus und construire iiber letzterer die y entsprechende n-bliittrige Fliiche. 
Ich verlange dann zunichst, Lage und Multiplicitit ihrer Verzweigungs- 
punkte anzugeben, dann aber zu bestimmen, wie vermdge der Ver- 
zweigungspunkte die n verschiedenen Functionszweige zusammenhiingen. 

Was die erstere Frage betrifft, so kbnnen nach den Entwickelungen 
meiner vorigen Arbeit (pag. 128) Verzweigungspunkte nur bei J = 0, 
1, co vorkommen, und zwar kénnen bei J = 0 (sofern das Blatt nicht 
unverzweigt bleibt) immer nur je drei, bei J —1 (unter der ent- 
sprechenden Kinschriinkung) immer nur je zwei Blitter cyklisch ver- 
bunden sein. Man hat also nur anzugeben: 1) wie bei J =o die 
Verzweigung beschaffen ist, 2) wie viele Blitter bei J = 0, resp. J = 1 
isolirt verlaufen. Dies beantwortet sich, wie ich sogleich bei » = 5 
ausfiihre, durch eine einfache Betrachtung der parabolischen und der 
elliptischen Substitutionen (siehe pag. 122), welche in der Gesammtheit 
der Substitutionen ee enthalten sind. 

yo+ od 

Die zweite Frage erledigt sich durch Betrachtung des zur Function 
y(@) gehérigen Fundamentalpolygons (pag. 133). Den n eben ange- 
gebenen Repriisentanten entsprechend kann man als Fundamentalpolygon 
fiir y in den drei Fiillen ein Aggregat von 5, 7, 11 nebeneinander 
liegenden Elementarvierecken (siehe pag. 122) wihlen. Man findet 
dann leicht, wie die Kanten dieses Fundamentalpolygons auf der betr. 
Riemann’schen Fiche zu vereinigen sind, und da, wie schon ange- 
geben, p= 0 wird, kann man in der Ebene durch nebeneinander- 
liegende Dreiecke die gewiinschte Verzweigung versinnlichen. 


§ 2. 
Der Fall » — 5. 


Um die Verzweigungspunkte -zuniichst der fiinfblittrigen Fiiiche 
zu bestimmen, lassen wir vor allen Dingen J seinen Unendlichkeits- 
punkt umkreisen. Dann verwandelt sich ein passend gewihltes zu- 
gehériges o in a+ 1. Die Wurzel y(@) geht also in -y(@-+ 1) iiber, 
diese in y(@+2) u. s. w. Demnach haben wir als ersten Satz: Bei 
J = co hiingen die fiinf Blatter in einem Cyklus zusammen. 

Betrachten wir ferner den Werth J=1. Wir kénnen diesem 
Werthe entsprechend @ =i wiihlen, so dass also die fiinf Repriisen- 
tanten in folgende Zahlen iibergehen: 


i, t+1, «+2, 1+3, i+ 4. 
Nun ist jeder Punkt (¢-+-%) festbleibendes Element bei einer elliptischen 
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Substitution von der Periode Zwei (pag. 123), die sich, wie man leicht 
findet, durch folgende l'ormel darstellt: 


(1) of — Fo +1) | 


o—k 


Hier setze man k=(, 1,...4 und frage nun, ob die betreffende 
Substitution mit zu der Untergruppe I gehért, welche y(@) ungeiindert 
lisst? Ist das der Fall, so ist y(@) fiir diesen Werth von  unver- 
zweigte Function von J, anderenfalls nicht. — Man findet so, dass bei 
J = 1 nur ein Blatt unverzweigt bleibt. Denn die Formel (1) giebt fiir 


k=O, 1,...4 nur dann eine Substitution I, wenn k = 0 genommen 


. « ° l 
wird, naimlich @ = — —. 
@ 


Genau so beantwortet sich die Frage fiir J=0O. Man wiihle als 
zugehdrige Werthe von @ die folgenden: 


eo, etl, e+2, 0+3, e+4, 
—1+V—3 


wo @= , und schreibe allgemein eine der beiden elliptischen 


Substitutionen von der Periode Drei hin (pag. 123), welche 9 +k un- 
geiindert lassen. Man findet fiir eine der letzteren: 
(k—l}o — (k®@—k+1) 


9 , oo a 
(2) _— o—k 


? 

und setzt man hier & der Reihe nach = 0,1,...4, so trifft man zwei- 
mal und nur 2weimal auf Substitutionen der Gruppe I, nimlich bei 
k=—=2 und bei Kk=4. Daher: Bei J =O verlaufen zwei Blitter 
isolirt. 

Fassen wir zusammen, so folgt: Bei J = co héingen alle Blitter 
in einem Cyklus, bei J = 1 zweimal zwei, bei J =0 einmal drei zu- 
sammen. Das Geschlecht p wird also gleich Null. 

Betrachten wir jetzt das Fundamentalpolygon, wie es durch die 
Figur 1. auf der ersten beigegebenen Tafel versinnlicht wird. 


Der Substitution m’ =o + 5 entsprechend sind jedenfalls die 
beiden verticalen Kanten 1 und 12 zu vereinigen, so dass ein Fiinfeck 
entsteht, wie es Figur 2. vorstellt. 


Von den Kanten dieses Fiinfecks sind nun (wie in der Figur be- 
reits angedeutet ist) den Substitutionen (1), (2) entsprechend folgende 
zusammenzufiigen: der einen Substitution (1) entsprechend 11 und 2, 
den zwei Substitutionen (2) entsprechend einmal 4 und 5, 3 und 6, 
das andere Mal 8 und 9, 7 und 10. Dadurch ist aber bereits iiber 
alle Kanten verfiigt, und man erhilt die Figur 3., welche die Ver- 
zweigung bei » = 5 in der gewiinschten Weise erliiutert. 
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§ 3. 
Der Fall n = 7. 


Von den beiden Gruppen II, und ff, will ich hier nur die erste 
betrachten. Bei IJ, ergeben sich durchaus analoge Resultate, mit einer 
Abweichung, die am Schlusse des Paragraphen angegeben wird. 

Man schliesst sofort, wie bei » = 5: 

1) Bei J = w héingen alle Blitter der nun siebenblittrigen Fliche 
im Cyklus zusammen. 

2) Bei J=1 héngen zweimal zwei Blitter zusammen. Denn 
unter den Substitutionen (1): 
,__ ko — (k?+1) 


@ 
a—k 


(wo nun k die Werthe 0, 1,...6 annehmen kann) finden sich, 
; = 0,4, 5 entsprechend, drei, welche der Gruppe IJ, angehoren. 

3) Bei J = 0 hiingen zweimal drei Blitter zusammen. Denn 
unter den Substitutionen (2): 

, k—1)@ — (k®—k+1) 

ls ra) + k + 
findet sich fiirk —0,1,...6 nur eine, welche II, angehért, nimlich 
diejenige, welche k = 2 entspricht. 

Demnach ist also wieder p = Null. 

Wir haben des Ferneren ein Fundamentalpolygon, welches durch 
Figur 4. vorgestellt wird. 

Hier sind vor allen Dingen o’ = @ +7 entsprechend die beiden 
Kanten 1 und 16 zu vereinigen, so dass das Siebeneck der Figur 5. 
entsteht. 

Es ist ferner den drei in Betracht kommenden Substitutionen (1) 
entsprechend 15 mit 2, 9 mit 10, 11 mit 12 zu vereinigen, und der 
einen Substitution (2) entsprechend 4 mit 5, 3 mit 6. Hieraus folgt 
von selbst, dass 7 mit 14, 8 mit 13 zu verbinden ist, und man erhilt 
die Zeichnung der Figur 6. 

Wie man sieht, ist dieselbe unsymmetrisch. Vertauscht man rechts 
und links, so erhilt man diejenige Figur, welche der Gruppe II, ent- 
spricht, 


§ 4. 
Der Fall » — 11. 


Von den beiden Gruppen III, und III, die bei » = 11 auftreten, 
betrachte ich wieder nur die erstere. Dann ergeben sich hinsichtlich 
der elfblittrigen Fliche, welche das zugehérige y(@) als Function von 
@ darstellt, zuniichst folgende Siitze: 











lo lo) 


_ 
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1) Bei J = cw héngen die 11 Blétter in einem Cyklus zusammen. 

2) Bei J = 1 héngen viermal zwei Blitter zusammen. Denn unter 
den Substitutionen (1): 

,__ ko—(k*+1) 

= o—k 
finden sich fiir k = 0, 1, 2,...10 drei, welche der Gruppe III, an- 
gehéren, den Werthen k = 0, 1, 8 entsprechend. 

3) Bei J = 0 hiingen dreimal drei Blitter zusammen. Denn unter 
den Substitutionen (2): 


Se (k — 1)m— (®—k+1) 
oa—k ‘ 


gibt es zwei, welche zu III, gehéren, entsprechend k = 4 und k = 7. 

Dementsprechend ist p = Null. 

Betrachten wir jetzt das Fundamentalpolygon (siehe lithogr. ‘Tafel 
Fig. 7), so erhalten wir zuniichst durch Vereinigung von 1 und 24 das 
Elfeck der Figur 8. und dann durch Beriicksichtigung der zu III, ge- 
hérigen Substitutionen (1), (2) die Figur 9. 

Auch sie ist wieder unsymmetrisch; vertauscht man rechts und 
links, so erhilt man diejenige Figur, welche der Gruppe Il], ent- 
spricht. 


8 5. 


Allgemeines iiber die Aufstellung der Gleichungen. 


Da in den drei Fiillen p iibereinstimmend gleich Null ist, so kann 
ich y so wihlen (pag. 127), dass J eine rationale Function von y ist: 


_ oy) 
oa w(y) 


(Hier bedeuten m und w ganze Functionen von y beziiglich vom 
fiinften, siebenten, elften Grade.)— Nun sollen fiir J = co simmtliche 
Wurzeln y coincidiren. Daher ist w(y) die fiinfte, beziiglich siebente 
oder elfte Potenz eines linearen Ausdrucks. Man kann also, da y noch 
drei willkiirliche Constante enthilt*), ~ einfach gleich Eins nehmen, 
und also schreiben 


J= 9(y)- 
Es enthilt y dann noch zwei willkiirliche Constante. 


ay+6 


*) Insofern statt y jede gebrochene lineare Function ced 


kéunte. 


eingefiihrt werden 
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Nun soll nach den iiber die Verzweigung gemachten Angaben (y) 
in den drei Fiillen folgende Eigenschaften besitzen: 

1) Bei n = 5 soll p(y) einen linearen Factor cubisch und p(y) — 1 
einen quadratischen Factor doppelt enthalten; 

2) Bei n=T soll p(y) einen quadratischen Factor cubisch und 
»(y) — 1 einen quadratischen Factor doppelt enthalten; 

3) Bei n=11 soll p(y) einen cubischen Factor dreifach und y (y) —1 
einen biquadratischen Factor doppelt enthalten. 


Es fragt sich, wie weit p(y), abgesehen von den zwei noch in y 
enthaltenen willkiirlichen Constanten, durch diese Angaben bestimmt 
ist. Dies hiingt offenbar davon ab, wie viele n-blittrige Riemann’ sche 
Fliichen es gibt, welche die von uns angegebene Zahl und Lage der 
Verzweigungspunkte besitzen. Um hieriiber zu entscheiden, denke man 
sich eine solche Fliche lings derjenigen » Linien, welche das Stiick 
der reellen Axe von J =0 bis J = 1 itiberlagern, zerschnitten. Sie 
wird dann wegen des cyklischen Zusammenhangs der » Blitter bei 
J = oo in eine einfach zusammenhiingende, einfach berandete Fliche 
verwandelt sein, die in eine Ebene ausgebreitet, eben ein solches Finf-, 
Sieben-, Elf-Eck ergiebt, wie es Figur 1, 4, 7 vorstellt, — oder 
vielmehr (wenn man die Mittelpunkte der Seiten, welche J = 1 ent- 
sprechen, als Ecken mitzihlt) ein Zehn-, Vierzehn-, Zweiundzwanzig- 
Eck. Es handelt sich jetzt offenbar darum, aufzuzihlen, wie oft man 
die Kanten eines Zehn-, Vierzehn-, Zweiundzwanzig-Ecks in der Art 
zu einem doppelt iiberdeckten Linienzuge zusammenbiegen kann, dass 
die Ecken der einen Art eine gewisse gegebene Anzahl von Malen zu drei, 
die Ecken der anderen Art eine gewisse gegebene Anzahl von Malen zu 
zwei zusammenstossen, wihrend die iibrig bleibenden Ecken der einen, 
sowie die der anderen Art isolirt bleiben. Der Versuch ergiebt, dass 
diess bei » = 5 iiberhaupt nur einmal, bei n = 7 zweimal, bei n = 11 
aber zehnmal mdglich ist. Ich schliesse also: 

Die Anzahl der Functionen p(y), welche den aufgefiihrten Be- 
dingungen geniigen, ist fiir n=5, 7, 11 beziiglich 1, 2, 10. 

Es wird sich also die Berechnung der Functionen p(y) bei n = 5 
und » = 7 verhiltnissmissig einfach gestalten (wie sich sogleich be- 
stiitigt), bei m= 11 aber zu complicirteren Rechnungen Anlass geben. 
Wir werden ferner bei » = 5 und n=7 die Functionen (y) un- 
mittelbar alle gebrauchen kénnen, da es sich ja bei » =7 um die 
zwei Gruppen II, und II, handelte. Dagegen wiirden wir bei » = 11 
den zwei Gruppen III, und II], entsprechend unter den 10 Functionen 
g(y) noch erst zwei auszusuchen haben, was eine neue Art der Frage- 
stellung bedingen wiirde. Ich lasse desshalb im Folgenden den Fall 
nm = 11 unerledigt und behandele nur » = 5 und n= 7, 
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§ 6. 
Formeln fiir » = 5. 


In Anbetracht der beiden in y enthaltenen willkiirlichen Constanten 
kénnen wir bei » = 5 setzen: 


yp = C(y’? + ay + bd) (y — 3), 
y— v= Cyl(y? + ay + By, 
y= 1. 


-Man benutze nun zuniichst, dass die Functionaldeterminante von 
gy — v und y den Factor (y — 3)* enthalten muss. Dies giebt 


Bly — 3)? = by? + 3ay +B, 


a= — 10, B = 45. 


also 


Man benutze ferner, dass die Functionaldeterminante von g und ~ 
den Factor y? + ay + 6 enthalten muss. So kommt: 


5y? + (4a — 6) y + (3b — 3a) = 5(y? — 10y + 45), 
oder 
a==—Il1l, b= 64. 
Man setze endlich in (pm) — (Ww) =(gy — ) das y gleich Null, 
so folgt: 
1 


y ee aun . 
ive 1728 


Daher lautet die Gleichung fiinften Grades, um deren Aufstellung 
es sich handelte , folgendermassen: 
(3) d:J — 1:1 =(y?— lly + 64) (y —3)5: y(y*® — 10y + 45)*?: —1728. 
Will man dieselben noch etwas umsetzen, so schreibe man Se 
statt J — 1, 2 statt y, und ziehe aus 


[= eo g—y 
y 
beiderseits die Quadratwurzel. So kommt, wie bereits in der Ein- 
leitung gesagt, die Brioschi’sche Gleichung*), in der Form: 


(4) a — 1023-4 45 = ae 





*) Vergl. diese Annalen Bd, XII, 8, 173; vergl. ferner Kiepert, «ber die 
Aufldsung der Gleichungen fiinften Grades, Borchardt’s Journal Bd, 86. [Dec. 78.} 
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§ 7. 
Formeln fiir » = 7. 
Man setze bei n = 7: 
p = Cy (y? + Ty + Tm)’, 
p— v= CY? + ay’ + By +7) (y+ Ay + BY, 
y=1. 

Hier ist der Coefficient von y in dem rechter Hand in  auf- 
tretenden dreifachen Factor gleich 7 genommen, nachdem sich beim 
Vergleich herausgestellt hatte, dass er nicht gleich Null ist. Bildet 
man jetzt die Functionaldeterminante von g und ~ und verlangt, dass 
sie den Factor y? + Ay + B enthalte, so kommt: 


y+AytB=y+4y+m, 


A=4, B=m; 
bildet man ferner die Functionaldeterminante von (@ — ~) und y und 
verlangt, dass sie den Factor (y? ++ Ty + 7m) quadratisch enthalte, 
so folgt: 
Ty? + Ty + Tm)? = By? + 2ay + B)(y? + 4y + m) 
+ 2(2y¥+ 4) (y+ «y+ By +7), 


also 


also: 
a= 13, B = 27+ 19m, y = — 81+ 108m, 4m? — llm+8=0, 
oder: 

cau IF | ee ¢ 9 pra 
m— Ut! tam l3, 6am StI Spon SERS = 


Setzt man endlich in (py) — (w) = (py — w) wieder y = 0, so er- 
giebt sich: 
1 —4 


‘ym? 27(183-++7V —% - 
Daher lautet die gesuchte Gleichung siebenten Grades*) : 


(5) J:J—1: L=y(y' +Ty+ way 


: (y? + 13 By? +L - aot 0 V = y + meter) 
utV=1) 
—— 


C=—_— 


eis 
un 1 (13 + Ty =7). 


Ich werde dieselbe zuvérderst noch in der Weise. umiindern, 
dass ich 


*) Ich habe diese Gleichung bereits in einer Note verdffentlicht, welche am 
20. Mai dieses Jahres der Erlanger Societiit vorgelegt wurde. 
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$= ey 


setze und 
eo = — 22.7(7 FY —7) 
wihle. So kommt: 
J:T— 1:1 = 3 ("x —2- PTF /V—D34+2-U6FY—D) 
:(;3 —22-7-13 (7 y/ —7) 32+ 2°- 73 (88-23 / —7) 3 
(6) — 23.33.71 (35-9 —7)). 


(2 —2'. 177 FV —D 342-2 OEY —7) 
sf 27. 38.70. —7, 
Schreibt man nun hier 2° statt 3, oe statt J und zieht aus 
Tw ace 
» 
beiderseits die Cubikwurzel, so folgt: 
(1) x?—22.72(T py —7) a8 25.74 (5 —1) wp 2? -3- 7. VT, an. 
Dies ist nun, wie in der Hinleitung angedeutet wurde, im Wesent- 
lichen dieselbe Gleichung, zu der Hermite bei seinen Untersuchungen 
gefiihrt wurde. 
Hermite’s Gleichung ist namlich diese: 
67 — 42. 7?-Y—T-a-kk*. €4'—4!.T4(a—3)kk’s - & 
+ 45.73. y—t: kk8 i— P+ h)=0, 


V 


1—V—7,., ae : 
wo « den Ausdruck ———~ bedeuten soll. Schreibt man hier 


3 ’ 
= /2kk'-x 

und wihlt in (7) das untere Zeichen, so stimmen beide Gleichungen 

iiberein; man hat sich nur der Relation zu erinnern (pag. 115): 


gf 4 (1 BEKO 
So a: kk’ 


Miinchen, im October 1878. 





Ueber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen 
Functionen. 


Von Fetrx Kiem in Miinchen. 
(Mit einer lithogr. Tafel.) 


Bei der Transformation fiinfter Ordnung der elliptischen Functionen 
stellt sich neben die Modulargleichung sechsten Grades und ihre be- 
kannte Resolvente vom fiinften Grad, beide beherrschend, die Galois’- 
sche Resolvente sechszigsten Grades, die Ikosaedergleichung. Von ihr 
ausgehend iibersieht man Bildungsgesetz und Eigenschaften jener Glei- 
chungen niederen Grades mit grésster Leichtigkeit. Ich wiinsche im 
Folgenden die Theorie der Transformation siebenter Ordnung bis zu 
demselben Punkte zu fiihren. Wie man bei ihr die Modulargleichung 
achten Grades in einfachster Form aufzustellen hat, habe ich bereits 
in meiner Arbeit: Ueber die Transformation der elliptischen Functionen etc. 
(pag. 111 ff. dieses Bandes) gezeigt; die zugehérige Resolvente sieben- 
ten Grades betrachtete ich in der hier voraufgeschickten Note: Ueber 
die Erniedrigung der Modulargleichungen. Es haudelt sich nunmehr 
darum, die zugehirige Galois’sche Resolvente vom 168%" Grade in 
zweckmiissigster Weise zu bilden und von ihr aus jene niederen Glei- 
chungen abzuleiten. 

Die Wurzel 7 dieser Galois’schen Resolvente hat, wie bekannt, 
als Function des Periodenverhiiltnisses o betrachtet, die charakte- 
ristische Eigenschaft, bei allen denjenigen linearen Substitutionen 


ao + B 5 detent Reatenh « : rele 
ae und nur bei denjenigen ungeiindert zu bleiben, welche modulo 


7 zur Identitit congruent sind. Dies ist fiir mich im Folgenden die De- 
finition der Irrationalitiét ». Ich beginne also (§ 1.) mit einer kurzen 
Untersuchung der linearen Substitutionen in Bezug auf den Modul 7, welche 
durchaus elementarer Natur ist, aber der Vollstiindigkeit wegen hier einge- 
schaltet werden musste*). Es ergiebt sich daraus (§ 2.), wie » als Function 
der absoluten Invariante J verzweigt ist, und vor allen Dingen dies 
Resultat, dass die zwischen 94 und J bestehende Gleichung, dem 
Geschlechte p = 3 angehérig, durch 168 eindeutige Transformationen 
von a priori angebbarer Gruppirung in sich iibergeht. Dies fiihrt zur 


*) Vergl. die allgemeineren Untersuchungen in Serret’s Traité d’algébre 
supérieure. 
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Kenntniss einer merkwiirdigen Curve vierter Ordnung, welche durch 
168 Collineationen der Ebene in sich iibergeht (§ 3.) und in Folge 
dessen eine Reihe besonders einfacher Eigenschaften besitzt (§ 4., 5.). 
Es gentigt, von der Existenz jener 168 Collineationen zu wissen, um 
mit leichter Miihe das volle System der zur Curve gehérigen Covarian- 
ten aufzustellen (§ 6.), und man erhiilt die Gleichung 168%" Grades, 
um welche es sich handelt, in iibersichtlichster Weise, indem man die 
Grundcurve mit einem covarianten Curvenbiischel von der 42!" Ord- 
nung schneidet (ebenda). Will man von der so erhaltenen Gleichung 
zur Modulargleichung achten Grades oder zur Resolvente siebenten 
Grades hinabsteigen, so kommen zumal solche Siitze in Betracht, 
welche man bei der allgemeinen Curve vierter Ordnung hinsichtlich 
der Beriihrungscurven dritter Ordnung und gewisser Gruppirungen der 
Doppeltangenten kennt (§ _7.—10.). Die Wurzeln der gemeinten Glei- 
chungen erweisen sich dabei als rationale Functionen der Coordinaten 
eines Curvenpunktes, und in dieser expliciten Darstellung scheint mir der 
wesentliche Fortschritt zu liegen, der fiir die Transformation siebenter 
Ordnung erreicht ist. — Die nun noch folgenden Paragraphen (11.—15.) 
haben den Zweck, ein méglichst anschauliches Bild von der Verzweigung 
der Riemann’schen Fliiche zu entwerfen, welche 4 als Function von J 
darstellt und die in mehr abstracter Weise schon in § 2. betrachtet 
wurde. Die Figuren welche ich dabei erhalte, wollen fiir die hier 
vorliegenden Fragen dieselbe Bedeutung beansprucken, welche die Ge- 
stalt des Ikosaeders fiir die Probleme fiinften Grades hat. 

Die hauptsiichlichsten der genannten Resultate habe ich bereits 
in einer Note verédffentlicht, welche ich am 20. Mai dieses Jahres der 
Erlanger Societiit vorlegte.*) Ebendort zeigte ich bereits, wie sich 
nonmehr die Zuriickfiihrung derjenigen Gleichungen siebenten Grades, 
welche die Gruppe der Modulargleichung haben, auf eben diese Modular- 
gleichung explicite bewerkstelligen lisst. Im Folgenden bin ich auf 
diese und andere sich ansvhliessende Fragen noch nicht eingegangen ; 
ich méchte mir vorbehalten, demniichst ausfiihrlicher auf sie zuriickzu- 
kommen. 


$1. 


watt in Bezug auf den Modul 7, 


ao + B 


Unter einer Substitution +— gchlechthin verstehe ich im Fol- 


yo+o0 


Eintheilung der Substitutionen 


genden immer eine solche 


wo+B 


, 
0o= —— 


yot+o? 





*) Ueber Gleichungen siebenten Grades, zweite Mittheilung. 
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deren Coefficienten ganzzahlig und deren Determinante gleich Eins ist. 
Dabei will ich, der Kiirze wegen, folgende Ausdrucksweise gebrauchen. 
Zwei Substitutionen S, und 8S, sollen gleichberechtigt heissen, wenn es 
eine dritte Substitution S giebt, so dass man die Relation hat: 
S; = p~*. 2, -S. 

Nun unterschied ich friiher (pag. 122)*) elliptische, parabolische und 
hyperbolische Substitutionen. Man hat dann ohne Weiteres folgende 
Siitze : 

Gleichberechtigte Substitutionen haben dieselbe Summe a +- 0. 

Alle elliptischen Substitutionen von der Periode Zwei (a-+-6=0) sind 
gleichberechtigt. 

Nimmt man die elliptischen Substitutionen von der Periode Drei 
(a-+-d—-+-1) in der Weise paarweise zusammen, wie sie durch Iteration 
aus einander hervorgehen, so sind alle solchen Paare gleichberechtigt. 

Die parabolischen Substitutionen (a+ 6—=--2) zerfallen in unend- 
lich viele Classen; jede Substitution ist mit einer der folgenden: 

a =a, ®9=o+1, a =o+2,. 
gleichberechtigt. 


Fortan werden wir nun die Substitutionen ee nicht mehr an 
sich, sondern in Bezug auf den Modul 7 betrachten, und also zwei 
ao ao 
r at f und wert 
a=--e@, B=p, y=y, 6=7 ist, demnach auch nicht mehr ver- 
langen, dass ad — By gleich Eins ist, sondern nur, dass es congruent 
Eins ist (modulo 7). Wir haben dann jedenfalls den Satz: 

Substitutionen, welche friiher gleichberechtigt waren, sind es auch jetzt. 

Uebrigens giebt es jetzt nur eine endliche Anzahl von Substitu- 
tionen; man zahlt sofort ab: 

Die Zahl der Substitutionen ist 168. 

Unter diesen ist eine, S,, von der Periode 1, niimlich die Identitit 
@’ =@. Das ist selbstverstindlich. 

Um Substitutionen von der Periode 2 zu erhalten, fiihren wir 
die Bedingung a + 3 = 0 ein, welche die elliptischen Substitutionen 
von der Periode Zwei charakterisirte. Wir finden 21 modulo 7 ver- 
schiedene Substitutionen; da sie ihre Periode nicht geindert haben 
kénnen, so folgt: 

Es giebt 21 gleichberechtigte Substitutionen von der Periode Zwei. 


Substitutionen als identisch betrachten, wenn 


Dieselben sollen S, genannt werden; Beispiel: — t 


*) Die Citate auf blosse Seitenzahlen beziehen sich immer auf den gegen- 
wiirtigen Annalenband. 
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Auf dieselbe Weise findet man durch Heranziehen der Bedingung 
a-+d—-+1, welche die elliptischen Substitutionen von der Periode 
Drei charakterisirte: 

Man hat 28 gleichberechtigte Paare von Substitutionen S, mit der 
Periode 3. Beispiel fiir ein Paar: =, a. 

Bei den parabolischen Substitutionen war «+ d—-+ 2. Dem- 
entsprechend erhalten wir 49 modulo 7 verschiedene Substitutionen. 
Von diesen ist eine die Identitiit @’ —@. Die iibrigen erweisen sich 
mit @a-+1, @+2, w+ 3 gleichberechtigt; sie haben daher, wie 
diese, die Periode 7. 

Es giebt 48 Substitutionen S, von der Periode sieben, welche sich 
auf acht gleichberechtigte Sextupel vertheilen. 

Beispiel eines Sextupels: o +1, a+ 2,...@+ 6. 

So bleiben noch 168 — 1 — 21 — 56 — 48 = 42 Substitutionen, 
fir welche «@ + d= -+ 3 ist. Iterirt man sie, so wird fiir die neue 
Substitution « + 6° = 0. Unsere Substitutionen ergeben also, wieder- 
holt, Substitutionen von der Periode 2, haben demnach selbst die 
Periode 4. Ich werde jede solche Substitution mit der inversen zu 
einem Paare zusammenfassen. Dann folgt: 

Es giebt 21 gleichberechtigte Paare von Substitutionen S, mit der 
Periode 4, die einzeln den 21 Substitutionen S, zugeordnet sind. 

Beispiel : ass: hea? zu — ‘ gehorig. 

An diese Unterscheidung der Periodicitiit unserer Substitutionen 
kniipft sich sofort die Aufstellung der aus ihnen zusammenzusetzen- 
den Gruppen. Zuniichst hat man diejenigen Gruppen, welche nur 
Wiederholungen einer und derselben Substitution enthalten. Ls giebt 
von solchen Gruppen: 


1) Eine, G,, welche nur eine Substitution enthalt: o = a, 


: eee 1 
2) 21, G,, mit zwei Substitutionen, 2. B.: a, — — 
? 2? ? ? @ ? 
P : — ie ae 2a 30 
3) 28, G,, mit drei Substitutionen: o, — ap. aire 
20+ 2 1 2a@—2 


e ee er ee a 
4) 21, G,, mit vier Substitutionen: @, tots? Sh Gene? 


5) 8, G,, mit sieben Substitutionen: o, a+1,...@+6. 

Unter diesen Gruppen sind immer diejenigen, welche gleich viele 
Substitutionen enthalten, gleichberechtigt. Es geniigt daher zum Be- 
weise der nachfolgenden Siitze jedesmal nur ein Beispiel anzufiihren, 
welches sich auf eine einzelne der im Satze gemeinten Gruppen be- 
zieht. Man findet: 

1) Jede Substitution S, ist mit vier anderen S, vertauschbar. Diese 
vier S, vertheilen sich in der Art auf zwei Paare, dass die Substitu- 
tionen eines Paares unter sich ebenfalls vertauschbar sind. 
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Beispiel: Die Substitution — * ist mit folgenden vertauschbar: 
2o0+3 30 —2 2o—3 30-+2— 
Ba—2? —2a—3’ —3@—2’ 2—3 


Die beiden ersten sind unter einander gleichfalls vertauschbar, ebenso 
die beiden letzten. 

2) Demnach giebt es 14 Gruppen G, mit vier Substitutionen, welche, 
von der Identitit abgesehen, nur Substitutionen von der Periode 2 ent- 
halten. 


— 1 20 + 3 30 —2 
viel : — — -, 
Beispiel: o, eo? te-2 —ieast 
1 2a — 3 3@ 2 
oder auch: @, — —, ; : a 
7) —3ta—2 2a—3 


Diese 14 Gruppen sind untereinander nun nicht gleichberechtigt, son- 
dern vertheilen sich, den beiden angefiihrten Beispielen entsprechend, 
zu je sieben auf zwei Classen. Jede G, ist an einer Gruppe G, aus 
jeder -Classe betheiligt. 

3) Mit jeder Gruppe G, sind drei Substitutionen S, vertauschbar. 
Also giebt es 28 unter einander gleichberechtigte Gruppen G, von sechs 
Substitutionen. Jede G, ist an vier solchen G,; betheiligt. 

3a 2@ 1 2 3 


Beispiel : a ae he he! oe 

4) Die vier Substitutionen S,, welche Satz (1) zufolge mit einer 
gegebenen S, vertauschbar sind, sind auch mit der G, vertauschbar, in 
welcher die gegebene S, enthalten ist. Dies giebt 21 gleichberechtigte 


Gruppen G,' von acht Substitutionen. 


boil i 2a+2 2a0—2 
Beispiel: o, — at —=—Eneee? Danae? 
2a+5 3a — 2 2a— 3 3a +2 
3ma—2’ —2w-—3’ —3a@—2’ rta—3 


5) Mit jeder Gruppe G, sind 14 Substitutionen S, vertauschbar. 
Dies giebt acht gleichberechtigte Gruppen Gz, von 21 Substitutionen. 
Jede 8, ist an zwei solchen Gruppen betheiligt. 

Beispiel: @ + k, er), ete fir Kean Q,1,....6, 

aa : 
yo+o 

6) Den 2-7 Gruppen G, (Satz (2)) entsprechend giebt es 2-7 
Gruppen Gy; mit 24 Substitutionen. Dieselben entstehen folgendermassen. 
Man nehme eine G, und vervollstiindige dieselbe: 

a) durch diejenigen 6 S,, deren Wiederholungen die der G,’ 
angehdrigen drei Substitutionen S, sind, 
b) durch diejenigen 6 S,, welche mit einer der genannten drei 

S, vertauschbar sind, ohne selbst bereits der G,’ anzugehéren. 


oder auch: die Gesammtheit der Substitutionen 
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Wenn man die so zusammengestellten Substitutionen beliebig 
combinirt , so entstehen nur noch: 

c) vier Paare zusammengehériger Substitutionen S,, und 
4+6+6+44.- 2 ist 24. 








cemtale . 2". 1 20+ 3 30 —2 
Beispiel: G,': oe =) “ee =e 
fa 1 * 2m0-+ 2 2a—2 
e —_—-— 8 omnia . . 
S,, welche zu . gehoren ts 58) See? 
; 20+ 3 ‘a o+t —2o+1 
relche 3 @ oe : . 
S,, welche zu eae gehoren ae os ee ae eo pee 
30 —2 ‘ 380a—3 o-+3 
S,, welche zu —- - gehdren: fared dhs ek 
ow —2o0 —3 gehoren —3a+1’ s80+3 ”’ 
f . 1 20 — 3 38o0-+2 
T : y 
Neue S,, mit — = vertauschbar: == = 
20+ 3 . —ao+1 o+2 . 
» m+ 2 §o—-2 % » * —Ba+1? —w—-1’ 
30 —2 , 8ea-—1 — 3a —3 


* t+ + es 2 ©. eee oa-+3 


Paare von S,, welche durch Combination entstehen: 


ee, ee 

2 ’ 3 ? 

2@ 3@ Lb 

oa—3 ’ a—2 ? 

2 —e7?. 

3ar-+1 ? 30 ’ 
—w+3 —3 





20 ° 2o+i 


Man sieht: Die 24 Substitutionen einer Gz sind ebenso beschaffen, 
wie die 24 Vertauschungen von vier Elementen, oder auch wie die 
24 Drehungen, welche ein regulires Oktaeder mit sich zur Deckung 
bringen. Ich werde von beiden Vergleichungen spiiter eine Anwendung 
machen. — Uebrigens sind diese G34 selbstverstandlicherweise keine 
anderen Gruppen, als diejenigen, deren ich mich in dem Aufsatze: 
Ueber die Erniedrigung der Modulargleichungen bediente. Ich habe 
sie damals im Anschlusse an Betti in einer etwas anderen Gestalt 
mitgetheilt, indem ich nimlich nicht daran festhielt, dass ad —By=1 
(mod. 7) sei, sondern nur verlangte, dass ad — By congruent einem 


quadratischen Reste werde, — ein Unterschied, der fiir die gebrochene 
Substitution wot bedeutungslos ist. 

7) Man beweist endlich durch bekannte Methoden, dass in der 
Gesammtheit der 168 Substitutionen as + 4 keine anderen Untergruppen 
vorhanden sind, als die nun aufgezdhlten. 

28 


Mathematische Annalen, XIV. 
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§ 2. 
Die Function »(@) und ihre Verzweigung in Bezug auf J. 


Es sei jetzt » eine algebraische Function von J, welche so ver- 
zweigt ist, dass sie, als Function von @ betrachtet, folgende Eigen- 
schaften besitzt: 

1) Sie ist innerhalb der positiven Halbebene  durchaus ein- 


deutig , 


2) sie geht durch diejenigen Substitutionen otf und nur 


durch diejenigen in sich tiber, welche modulo 7 sur Identitaét con- 
gruent sind. 

Ich will mit 4(@) einen der Werthe bezeichnen, welche zu einem 
gegebenen J gehéren. Man erhiilt dann alle anderen, indem man 





statt @ die 167 Ausdriicke “a5 eintriigt, welche modulo 7 von @ 


verschieden sind, denn alle Werthe von @, die zu dem gegebenen J 
gehéren, sind in dieser Form enthalten. Daher: 

n ist mit J durch eine Gleichung vom Grade 168 in y verbunden. 
Es mégen die 168 Wurzeln in irgend einer Reihenfolge mit 


Mi» Nor++> Nes 
bezeichnet sein. Wenn jetzt J in der Ebene, welche seine complexen 
Werthe versinnlicht, einen geschlossenen Weg beschreibt, so erfiaihrt 
ein beliebiges der zugehérigen @ eine Substitution tee Dement- 
sprechend erleiden die 4 eine bestimmte Permutation, indem in y (f27 f 
fiir @ der eben angegebene Werth eingetragen werden muss. Soll nun 
nach dieser Permutation (bei allgemeinem Werthe von J) irgend ein 
ym: mit einem Anfangswerthe zusammenfallen, so ist offenbar ndthig, 
dass die Substitution Y . modulo 7 zur Identitiit congruent ist; dann 
aber fallen alle Werthe » mit ihren Anfangswerthen zusammen. Denn 


ao + B 
yo+o 
die modulo 7 zur Identitaét congruent ist, und S,’ eine bestimmte der- 
selben Art, so hat man allemal die Relation: 


88, = &'8. 


’ ’ 





bezeichnet S irgend eine Substitution , S, eine beliebige solche, 


Ich driicke das so aus: 
Alle Wurzeln »; sind in Bezug auf J gleichverzweigt. 

Die Verzweigungspunkte selbst kénnen nach meinen friiheren An- 
gaben nur bei J = 0, 1, oo liegen (pag. 128). Umkreist J den Punkt 
0, so erfihrt @ eine elliptische Substitution von der Periode 3, um- 
kreist es den Punkt 1, so erfaihrt @ eine elliptische Substitution von 
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der Periode 2. Endlich, wenn es den Punkt oo umkreist, so erfahrt 
ein passend gewiihltes @ die parabolische Substitution o’ = @-+ 1. 
Daher folgt: 

Bei J =0 héiingen von den 168 Blittern der y repriisentirenden 
Riemann’schen Fliche 56-mal drei Blitter im Cyklus zusammen, bei 
J =1 84-mal zwei Blitter, bei J =o 24-mal sieben Bliitter. 

Das Geschlecht der zwischen 9 und J bestehenden Gleichung er- 
weist sich hiernach gleich Drei: 

p = 4(2—2-168-+4 56.24 84-14 24.6) = 3. 
Algebraische Functionen von J, welche in Bezug auf J gleichverzweigt 
sind, lassen sich durch einander mit Hilfe von J rational darstellen. 
Daher folgt: 

Jede Wurzel y; unserer Gleichung ist eine rationale Function von 
jeder anderen Wurzel y, und J. 

Oder anders ausgedriickt : 

Man kann 168 rationale Functionen R(n, J) mit numerischen 
Coefficienten bilden, so dass, unter y eine beliebige Wurzel verstanden, 
folgende Relationen bestehen: 

m = By(n, J), m= Ry (y, J), - + - Mos = Byes (n, J). 
Es giebt also, den 168 Substitutionen entsprechend, welche im ersten 
Paragraphen betrachtet wurden, 168 eindeutige Transformationen un- 
serer Riemann’schen Fliche in sich. Die weiteren Schliisse stiitzen 
sich alle darauf, dass man, nach § 1., die Gruppirung jener Sub- 
stitutionen kennt und dass diese Gruppirung sich bei den nunmehr in 
Betracht kommenden eindeutigen Transformationen wiederfinden muss. 

Doch beachten wir zunichst Folgendes. Durch die Transforma- 
tionen wird jeder Punkt unserer Riemann’schen Fliche in jeden an- 
deren tiber ihm resp. unter ihm liegenden Punkt verwandelt. Fragt 
man also, ob es Punkte der Riemann’schen Fliche giebt, welche 
bei einigen der 168 Transformationen fest bleiben und aus denen also 
weniger als 168 verschiedene Punkte hervorgehen, so beantwortet sich 
diese Frage einfach durch die Verzweigungsstellen, — denn sie sind 
die einzigen Punkte, welche gleichzeitig verschiedenen Blattern ange- 
héren. Mit Riicksicht auf das, was soeben hinsichtlich der Verzweigung 
gesagt wurde, haben wir also den Satz: 

Unter den Gruppen von je 168 durch die Transformationen zu- 
sammengeordneten Punkten haben wir , J = oc entsprechend, eine sieben- 
fach ziihlende von nur 24, J =O entsprechend eine dreifach zihlende 
von nur 56, J = 1 entsprechend eine doppeltzdhlende von nur 84. An- 
dere mehrfach zéhlende Punkigruppen giebt es nicht. 

Ich werde diese Punkte, ihrer Wichtigkeit halber, mit einer be- 
sonderen Bezeichnung belegen; sie sollen die Punkte a, b, ¢ heissen. 
28* 
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Jeder Punkt a@ bleibt bei einer Transformation von der Periode*7 un- 
geiindert, d. h. also tiberhaupt bei den Transformationen einer G,. 
Ebenso bleibt jeder Punkt } bei den Transformationen einer G,, jeder 
Punkt ¢ bei den Transformationen einer G, ungeiindert. Nun wissen 
wir aber, dass es nur acht Gruppen G,, 28 Gruppen G, und 21 
Gruppen G, giebt, ausserdem 21 Gruppen G,. So schliessen wir: 

Bei den Transformationen einer G, bleiben immer drei Punkte a 
fest, bet den Transformationen einer G, zwei Punkte b, bei den Trans- 
formationen einer G, vier Punkte c. 

Bei den Transformationen. einer G, bleibt kein Punkt ungedndert. 

Nun war jede G, ausgezeichnete Gruppe in einer Gz,, welche 
neben den Substitutionen der G, nur Substitutionen von der Periode 3 
umfasste. Die drei Punkte a, welche bei den Transformationen der 
G, ungeindert bleiben, kénnen es bei den anderen Transformationen 
der Gx, nicht thun; denn sonst wiirde es nicht 24, sondern nur acht 
Punkte a geben. Daher werden die drei Punkte @ durch die neuen 
Transformationen unter einander vertauscht, und da die Periode der 
neuen Transformationen Drei ist, so werden sie cyklisch vertauscht. 

In diesem Sinne bleibt bei den Transformationen einer Gz, jedes- 
mal ein Tripel zusammengehiriger Punkte a ungedndert. 

Ebenso schliesst man: 

Bei den Transformationen einer G,; bleibt jedesmal ein Paar zu- 
sammengehoriger Punkte b ungedndert. 

Die G, enthalt Transformationen von der Periode Drei und solche 
von der Periode Zwei. Bei den ersteren bleiben die beiden Punkte 6 
einzeln genommen fest, bei den letzteren werden sie wechselseitig 
vertauscht. 

Diese Siitze lassen sich vervielfachen. Ich fiihre nur noch fol- 
gende an. 

Jede S, war mit vier anderen S, vertauschbar. Das heisst: 

Bei einer Transformation von der Periode 2 bleiben ausser dem 
Quadrupel der einzeln festbleibenden Punkte ¢ noch vier andere Qua- 
drupel ungedndert (aber nicht die Punkte c in ihnen). 

Ferner war jede S, mit vier G, vertauschbar. Also: 

In demselben Sinne bleiben bei einer Substitution von der Periode 
Zwei vier Paare zusammengehiriger Punkte b ungedndert. 

Ich erinnere endlich daran, dass sich unter den Substitutionen 
einer Gz, vier Gruppen G, befanden. Dementsprechend erhalten wir 
vier Paare zusammengehoriger Punkte b, und nach dem, was iiber die 
Beschaffenheit der Ga, gesagt wurde, ist deutlich, dass diese vier Paare 
vermige der Transformationen der Gy auf alle Weisen unter einander 
permutirt werden. 
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Die angefiihrten Siitze sind immer so zu verstehen, dass auch 
nicht mehr Paare etc., als angegeben ist, ungeiindert bleiben resp. auf 
alle Weisen permutirt werden. 


§ 3. 
Die Normalcurve von der vierten Ordnung. 


Als Unbekannte 7 in unserer Gleichung 168. Grades kann jede 
algebraische Function gewihlt werden, die innerhalb der nunmehr ge- 
schilderten Riemann’schen Fliche eindeutig ist und bei den 168 ein- 
deutigen Transformationen 168 im Allgemeinen verschiedene Werthe 
annimmt. Wir werden jedenfalls die einfachste Function auswiihlen 
wollen, wenn es sich um wirkliche Aufstellung der Gleichung handelt, 
und dementsprechend beschiftige ich mich zunichst mit dem Probleme, 
diejenige Normalcurve niederster Ordnung anzugeben, auf welche sich 
die Gleichung y und J eindeutig beziehen lisst. Dies Problem erledigt 
sich, wie man sehen wird, durch eine Rethe einfacher Schliisse, welche 
sich desshalb ‘erméglichen’, weil man die algebraischen Functionen vom 
Geschlechte p= 3 auf Grund anderer Untersuchungen ziemlich genau 
kennt.*) 

Bei den algebraischen Functionen p= 3 sind zwei Fille hin- 
sichtlich der Normalcurve zu unterscheiden: der hyperelliptische und 
der allgemeine. Im ersteren Falle ist die Normalecurve eine Curve 
fiinfter Ordnung mit dreifachem Punkte, im zweiten eine Curve vierter 
Ordnung. 

Ich behaupte nun zunichst: hyperelliptisch kann unsere Normal- 
curve nicht sein. Denn sie muss, wie die Gleichung zwischen 4 und J, 
auf die sie eindeutig bezogen ist, durch 168 eindeutige Transformationen 
der bewussten Gruppirung in sich tibergehen. Bei der hyperelliptischen 
Curve aber hat die einfach unendliche Schaar von Punktpaaren, die 
bei der C, mit dreifachem Punkte durch die von diesem Punkte aus- 
gehenden Strahlen ausgeschnitten wird, gegeniiber eindeutiger Trans- 
formationen eine invariante Bedeutung. Es miisste also der von dem 
dreifachen Punkte ausgehende Strahlbiischel auf 168 Weisen eindeutig 
in sich transformirt werden.**) Nun ist ein Strahlbiischel eine rationale 
Mannigfaltigkeit von einer Dimension; es miisste also (nach dem von 


*) Siehe namentlich: Weber, Theorie der Abel’schen Functionen vom Ge- 
schlecht p = 3 (Berlin, 1876). 

**) Man kénnte an bloss 84 Weisen denken, indem eine Substitution S, 
miglicherweise darin bestehen kénnte, dass die beiden von einem Strahl aus- 
geschnittenen Punkte vertauscht werden, — was sich dann auch, wie im Texte, 
als unméglich erweisen wiirde. Aber das ist schon deshalb unzulissig, weil die 
Gruppe der 168 Transformationen einfach ist. 
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mir schon oft angewandten Schlusse) eine Gruppe von 168 linearen 
Transformationen einer Veriinderlichen geben, welche, wohlverstanden, 
ebenso beschaffen wire, wie unsere Transformationsgruppe, also z. B. 
keine Substitution von einer Periode > 7 enthielte. Eine solche Gruppe 
aber giebt es bekanntlich nicht. 

Also ist unsere Normalcurve von der vierten Ordnung. 


Jetzt lehrt die Theorie der algebraischen Functionen*), dass all- 
gemein bei einer eindeutigen Transformation einer Curve in sich die 
von Riemann so genannten Functionen » linear transformirt werden. 
Bei der Curve vierter Ordnung nehmen die Functionen g jeden Werth 
im Allgemeinen in vier Punkten an, und die Punktquadrupel, welche 
in diesem Sinne einer Function @ entsprechen, kénnen durch die ge- 
raden Linien, welche sich in einem bestimmten Punkte der Ebene 
kreuzen, ausgeschnitten werden. Daher gehdrt zu jeder linearen Trans- 
formation der gm eine Umformung der Ebene, bei welcher jeder ge- 
raden Linie eine gerade Linie, jedem Punkte ein Punkt entspricht, 
d. h. eine Collineation im gewoéhnlichen Sinne des Wortes. Daher: - 

Unsere Curve vierter Ordnung geht durch 168 Collineationen, welche 
die bewusste Gruppirung haben, in sich iiber; 
und vor allen Dingen: 

Es giebt eine endliche Gruppe von 168 Collineationen der Ebene, 
unter denen keine eine Periode > 7 hat.**) 

Auf unserer Curve vierter Ordnung werden sich, diesen Collinea- 
tionen entsprechend, die Punkte im Allgemeinen zu je 168 zusammen- 
ordnen. Nur einmal sind es bloss 24 (die Punkte a, wie ich sie auch 
jetzt nennen werde), ein anderes Mal bloss 56 (die Punkte b), ein 
drittes Mal bloss 84 (die Punkte ¢). Andere Gruppen von weniger 
als 168 zusammengehérigen Punkten giebt es nicht. 

Nun aber kennt man auf einer Curve vierter Ordnung Gruppen 
von 24, 56, 84 ausgezeichneten Punkten, das sind die 24 Wendepunkte, 
die 56 Beriihrungspunkte der Doppeltangenten, die 84 sextaktischen 
Punkte. Diese Punkte sind simmtlich durch Eigenschaften charak- 
terisirt, welche bei Collineationen der Ebene ungeiindert bleiben und 
werden also bei den 168 Collineationen der Curve in sich bez. unter 
einander vertauscht. Daher folgt: 


*) Siehe Brill und Néther: Ueber die algebraischen Functionen und ihre 
Anwendung in der Geometrie, diese Annalen Bd, VII. 

**) In der Avfzihlung aller endlichen Gruppen terniirer linearer Substitu- 
tionen, welche Camille Jordan gegeben hat (Borchardt’s Journal Bd. 84) 
scheint diese Gruppe iibersehen zu sein. [Wie mir Hr, C. Jordan mittheilt, be- 
findet sich der Fehler auf 8. 167 der genaunten Arbeit, Z. 8 v. u., indem Q daselbst 
nicht durch 9q sondern nur durch 3@ dividirbar zu sein braucht. (Dec. 1878)]. 
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Die Punkte a sind die Wendepunkte, die Punkte b die Beriihrungs- 
punkte der Doppeltangenten, die Punkte ¢ die sextaktischen Punkte. 

Man kénnte diesem Schlusse gegeniiber vielleicht eimwenden, dass 
moglicherweise die Wendepunkte mit den Beriihrungspunkten der 
Doppeltangenten oder mit den sextaktischen Punkten, oder diese beiden 
letzten Kategorien unter einander zum Theil zusammenfallen. Um 
diesen Einwand zu entkriften, geniigt es, darauf hinzuweisen, dass 
56 durch 24 nicht theilbar ist und dass sich 84 aus 56 und 24 nicht 
ganzzahlig zusammensetzen lisst. In der That kénnen wir, nach dem, 
was wir von der Riemann’schen Fliche wissen, nun einmal nur 
Gruppen von 24, 56, 84 Punkten gebrauchen. — 

Aber auch die Tripel der Punkte a, die Paare der Punkte b 
und die Quadrupel der Punkte ¢ bekommen eine einfache Bedeutung. 

Was zunichst die Tripel betrifft, so beachte man, dass jede Wende- 
tangente der C, dieselbe noch in eimem weiteren Punkte schneidet. 
Solcher Punkte erhalten wir, entsprechend der Zahl der Wendepunkte, 
24. Nun giebt es auf unserer Curve nur eime Gruppe von 24 zu- 
sammengehoérigen Punkten, das sind die Wendepunkte selbst. Wir 
schliessen also: 

Die neuen Punkte fallen mit den Wendepunkten in irgend einer 
Rethenfolge zusammen. 

Mit dem anfinglich gewihlten Punkte kann der neue Punkt nicht 
coincidiren; sonst hitte man eine vierpunktig beriihrende Tangente 
und die Wendepunkte wiiren weder unter sich noch von den Be- 
riihrungspunkten der Doppeltangenten durchaus verschieden. Daher: 

Jede Wendetangente unserer C, schneidet dieselbe noch in einem 
weiteren Wendepunkte. 

Nun giebt es Collineationen der C, in sich, welche den anfinglich 
gewiihlten Wendepunkt fest lassen. Dieselben lassen jedenfalls auch 
den nun construirten neuen Wendepunkt ungeindert; dann weiter 
auch denjenigen, welcher aus diesem durch Wiederholung desselben 
Processes abgeleitet wird, etc. Nun sind aber die Zripel zusammen- 
gehériger Punkte a eben dadurch charakterisirt worden, dass sie bei 
denselben Transformationen ungeiindert bleiben. Also folgt: 

Die 24 Wendepunkte unserer C, vertheilen sich in der Weise auf 
acht Dreiecke, dass die Dreiecksseiten zugleich die Wendetangenten sind. 

Diese Wendedreiecke entsprechen den Tripeln zusammengehoriger 
Punkte a. i 

Noch einfacher ist die Bedeutung der Paare zusammengehiriger 
Punkte b. Bleibt bei einer Collineation, welche die C, in sich iiber- 
fiihrt, der eine Beriihrungspunkt einer Doppeltangente fest, so gewiss 
auch der andere. Daher: 
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Den 28 Paaren zusammengehiriger Punkte b entsprechen die 
28 Doppeltangenten mit ihren beiden Beriihrungspunkten. 

Um endlich die Quadrupel der Punkte c zu interpretiren, beachte 
man den leicht zu beweisenden Satz, dass in der Ebene jede Collineation 
von der Periode 2 eine Perspective ist. Wir erhalten also den 21 Sub- 
stitutionen S, entsprechend 21 Aven und 21 zugehiérige Centra, in 
Bezug auf welche unsere C, sich selbst perspectivisch ist. Jede Axe 
schneidet die C, in vier Punkten: das sind eben die 4 Punkte c, welche 
bei der betreffenden S, ungeiindert bleiben. Also: 

Die 84 sextaktischen Punkte wnserer C, werden von 21 geraden 
Linien ausgeschnitten. 

Die vier Punkte, welche einer Linie angehiren, repriisentiren jedes- 
mal ein Quadrupel zusammengehiriger Punkte c. 

Betrachten wir zuletzt noch die drei am Ende des vorigen Para- 
graphen angefiihrten Siitze. So bekommen wir: 

Durch jedes Centrum der Perspectivitiit laufen vier Axen hindurch, 
auf jeder Axe liegen vier Centra. 

Jede Doppeltangente trigt drei Centra, indem durch jedes Centrum 
vier Doppeltangenten verlaufen. 

Bei den 24 Collineationen einer G3, werden vier ausgezeichnete 
Doppeltangenten auf alle Weise permutirt. 


§ 4. 
Gleichungsformen der Curve vierter Ordnung. 


Die angefiihrten Siitze sind mehr als hinreichend, um fiir unsere 
C, verschiedene Gleichungen aufzustellen, in denen die Collineationen 
der verschiedenen Gruppen ohne Weiteres hervortreten. 

Als Coordinatendreieck mége zuniichst ein Wendedreieck zu Grunde 
gelegt werden. Seine Seiten seien A= 0, w=—0, » =O und sollen 
beziiglich im Schnitte mit u=—0, vy —0, 4=O die Curve osculiren. 
Dann hat die Gleichung der C, jedenfalls folgende Gestalt: 


Au + Buiv + Cr+ duv(DA+ Eu + Fr) =0. 


Nun soll unsere Curve bei cyklischer Vertauschung der Dreiecks- 
seiten ungeindert bleiben. Daher ist, wenn wir in die Definition von 
4, wu, v passende Zahlenfactoren aufnehmen, A= B=C und D=E=F. 
Ferner soll die C, bei sechs Collineationen von der Periode 7 in sich 
itibergehen, vermége deren die Dreiecksseiten ungeiindert bleiben. Diese 
Collineationen driicken sich analytisch jedenfalls so aus, dass die Ver- 
hiltnisse 4:4:v mit passenden siebenten Einheitswurzeln multiplicirt 
werden. Dabei kann der Term Awv(4+4-+ v) unmdglich ».. ein 
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Multiplum seiner selbst iibergehen; er darf daher in unserer Glei- 
chung nicht vorkommen. Die Gleichung lautet daher einfach: 
(1) O=f—Asu+ wy vd. 

Ich will die Collineationen, durch welche f in sich seibst iiber- 
geht, immer so angeben, dass sie die Determinante Fins besitzen. 
Dann hat man erstens die Collineation von der Periode Drei: 

(2) A=, w=, vi, 


sodann folgende Collineation von der Periode 7: 
Qin 


8) Ka=yh, w—yp, v—yv, ye"), 
verbindet man beide in beliebiger Wiederholung, so hat man die Gx, 
bei welcher das zu Grunde gelegte Wendedreicck ungedndert bleibt. 

Um nunmebhr die 6 Collineationen einer G,’ hervortreten zu lassen, 
werde ich ein neues Coordinatendreieck einfiihren, dessen Seiten da- 
durch definirt sind, dass sie bei den Vertauschungen (2) ungeiindert 
bleiben. Dementsprechend setze ich zuniichst: 


eee 4t+u+yv 
ws a ce 
A+ au+ atv Qin 
(4) g, = Ltent oe FOr 
' A+ ecu+tav 
o henedinaiee = ee 


Dann wird die Gleichung unserer Curve 


(5) O=f=}$(@,'+34,?x,4,—32,'x,? +x, (L+3a")x,3 +(14+3e)z;°). 
Um hier rechter Hand die dritten Kinheitswurzeln fortzuschaffen, 
setze ich ferner: 
“= St 
V0’ 
(°) Gy = Y2 /3a+1 ’ 
v3 = 9s } 3a? + 1 
und erhalte: 
: ; 1 
(6) 0=f= iP (wit + 2141? %2%3 — 147 y2? ys? + 499, 2? + Ys”) - 
2ayV7 
Man sieht hier ohne Weiteres, dass y, = 0 eine Doppeltangente 
unserer Curve ist, welche im Schnitt mit y, = 0 und mit y, = 0 be- 
riihrt, und dass sich dic sechs Substitutionen der zugehirigen G, aus 
folgenden beiden zusammensetzen lassen, von denen die erste mit (2) 
zusammenfallt: 


(7) Y= %, Yo = OY,, Yy = a7 Ys, 
(8) Y =—%, Yo =— Ys, Ys = — %- 
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Die drei Centra, welche auf y, = 0 liegen, sind durch folgende 
Gleichungen gegeben: 

%t+y=9, y+tay=—9, y+ a’?y, =09, 
wiihrend die zugehérigen Axen der Perspectivitait folgende sind: 
Y¥.—93=9, Y— ay,=9, Yy,— ay, = 0. 

Um jetzt den Uebergang zu einer Gy zu finden, suche ich vor 
allen Dingen die Doppeltangenten zu bestimmen, welche von den ge- 
nannten Centren auslaufen. Durch jedes Centrum gehen vier Doppel- 
tangenten, aber eine derselben fallt bei uns jedesmal mit y, = 0 zu- 
sammen, so dass es sich nur um 9 Doppeltangenten handelt. Betrachten 


wir zunichst diejenigen, welche durch das erste Centrum hindurchgehen 
und demnach eine Gleichung folgender Form haben: 


OY, + (Yo + ys) = 0. 
Um sie zu bestimmen, trage man den Werth von y, aus vor- 
. . . . . Yor 
stehender Gleichung in die Curvengleichung ein, prdne nach —?" 


(Ye + Ys)* 
und bilde die Discriminante der fiir diese Griésse entstehenden qua- 


dratischen Gleichung. So erhilt man folgende Gleichung fiir o: 
286° — 2167 —66—1=—0 
mit den Wurzeln: 


Die drei durch das Cenirum laufenden Doppeltangenten lauten 
demnach: 


% + Y2 + ys = 9, 
(—7+3/7— 7)y, + 56y, + 56y, = 0. 

Die sechs iibrigen durch die beiden anderen Centra laufenden 
Doppeltangenten ergeben sich aus diesen durch die Substitutionen (7). 

Ich sage nun, dass y, = 0 zusammen mit solchen drei der ge- 
nannten Doppeltangenten, welche durch (7) aus ecinander hervorgehen, 
ein Quadrupel von Doppeltangenten bildet, deren acht Beriihrungspunkte 
auf einem Kegelschnitt liegen. Allgemein nimlich werden die sechs 
Punkte, welche aus einem beliebigen Punkte durch die Substitutionen 
der G, hervorgehen, mit den Beritihrungspunkten von y, = 0 auf einem 
Kegelschnitte liegen, weil bei den Substitutionen (7), (8) jeder qua- 
dratische Ausdruck y,?-+ ky,y, ungeiindert bleibt. Die sechs Be- 
riihrungspunkte der genannten Tripel von Doppeltangenten gehen aber. 
durch die Substitutionen der G, aus einander hervor, denn jede einzelne 
Doppeltangente bleibt, weil sie durch ein Centrum verliuft, bei einer 
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Substitution von der Periode 2 ungeindert, wiihrend sich die Berih- 
rungspunkte auf ihr vertauschen. 

Demnach kann jetzt die Gleichung unserer C, auf drei Weisen in 
die Form gesetzt werden: pqrs — w*=0O, wo p, q, r, s Doppel- 
tangenten, w ein Kegelschnitt ist, der durch ihre Beriihrungspunkte 
liuft. Man findet einmal: 


(9) O= o Vi {49y,(y; + Y2 + Ys) Ys + &Y2 + a? ys) (yy + ay, + @Ys) 


— 3(4y° — Ty2ys)*}, 
das andere Mal: 


1 e:/- . . 

(10) O=f= — - ots (HT 43/7— 7) y + 56y, + 56y,) - 
((—T43/—1) y, +56 ay, + 5602y,) 
((—TA3V— 1) y, +5607 y, + 564s) 
—3(1t8F7 . 9? — Ty,y,)'t- 

Die Gleichungsform (9) wird uns spiiter (im letzten Paragraphen) 
von Wichtigkeit sein, die andere ergiebt, wie ich nun zeigen werde, 
ohne Weiteres die Substitutionen einer Gi. 

Man setze nimlich: 


3 = (21 F 9V—7)y,, 

(11) 32 = (— T+ 3Y— Ty + 56y, + 5645, 
33 = (— T43/7— Ty, + D6ay, + 5ary,, 
3 = (— 7+ 3Y—7)y, + 56a*y, + 56ay,, 


so dass 2; = 0 ist. Dann geht (10), von einem Zahlenfactor abge- 
sehen, in folgende Gleichung iiber: 
(12) (23)? — (14 + 6Y — Tari toa = 9 
und diese Gleichung bleibt bei den 24 Collineationen ungedndert, welche 
durch die Vertauschungen der 3 dargestellt sind. Dies also sind die 
Collineationen der betreffenden Gy. 

Man sieht: bei den Collineationen einer Go, bleibt allemal ein 
Kegelschnitt ungeiindert: 

=; =0, 

welcher durch die Beriihrungspunkte der ausgezeichneten Doppeltan- 
genten hindurchliiuft. Da es 2-7 Gruppen Gg; giebt und alle Doppel- 
tangenten unter einander gleichberechtigt sind, so giebt es 2-7 der- 
artiger Kegelschnitte, von denen jedesmal sieben zusammengehorige 
die Beriihrungspunkte simmtlicher Doppeltangenten ausschneiden 
Diese Kegelschnitte werden weiterhin von grésster Wichtigkeit werden. 
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§ 5. 
Die 168 Collineationen bezogen auf das Wendedreieck. 
Sonstige Formeln. 


De Gleichungen, welche nach (4), (6) zwischen den Variablen 
4, u, v und y;, ¥,, Ys bestehen, lassen sich so schreiben: 


V—38/iA=y+ VIBae+))-y,+ VIBE +1) -ys, 

(12) -/— 3 /7p=—y, + &/71Be + 1)-y, + « VIBE + 1) - yy, 

V—3y/Tv=y,+ V7 (3a@+ 1)-y,+ 0/7 (3 a2 +1)- 95. 

Vertauscht man nun hier y,, ¥,, y, nach (8) mit — y,, — Ys, — yp 
und schreibt dementsprechend: 

—V—3VT¥' =—y,— VIBE -y%— VIBae+l)-y, 
V—3/iw =—y,—« ViBe+1)-y, —&/7Ba+1)-y,, 
Y=8 Tv ——y, — eV TR FI) -y, — 0 VISA 1)-y, 

eliminirt sodann zwischen beiden Gleichungssystemen die y,, y,, Ys, 
so hat man offenbar den Uebergang von einem Wendedreiecke Auv = 0 
zu einem anderen i'u'v' = 0 gefunden. Die Rechnung ergiebt ein sehr 
einfaches Resultat, wenn man die bekannten Ausdriicke fiir die rechts 


stehenden Cubikwurzeln in dritien und siebenten Einheitswurzeln be- 
nutzt*). Sei nimlich: 


13 Aw T=! — a, 

( 3) V—7 V—7’ V—7 ? 
YV—Ttoyt vit yp — yp? — yp? — »’, 

so kommt einfach: 





3 4 6 


aw. te ft =% 





2 
? 


= AL+ But Cr, 
(14) uw = Bit Cu+ Ar, 
y= CA+ Aut Br. 
Verbindet man nun diese Substitution (welche die Periode 2 hat) 
auf alle Weisen mit beliebigen Wiederholungen der beiden (2), (3): 
=u, w=, vA, 
Vays, wpe, v=yy, 
so hat man explicite die 168 Collineationen, welche die Curve vierter 
Ordnung, oder, besser gesagt, die terndre biquadratische Form 


*) Es ist 


(30+ 1) = (y+ 7) +e (+ 7) + ary! + 9%), 
Vise+)=Y+Y)+er+y) +aG'+y). 
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[=u + wv + va 
in sich diberfiihren. 


An dieses Resultat ankniipfend lassen sich die Coordinaten simmt- 
licher singulirer Elemente, welche unsere Curve besitzt, ohne Weiteres 
angeben ; man hat jedesmal nur die Coordinaten eines einzigen Elementes 
der gewollten Art zu bestimmen und auf diese die 168 Collineationen 
anzuwenden. Auf solche Art ergeben sich sofort die Coordinaten der 
24 Wendepunkte und der zugehérigen Wendetangenten. Was die 
Doppeltangeuten angeht, so bemerke ich, dass die Doppeltangente 
y, =O des vorigen Paragraphen auf ‘unser Wendedreieck bezogen die 
Gleichung erhilt 4 + u + v =O, und dass die Beriihrungspunkte auf 
ihr die Coordinaten 1: «@ : a resp. 1: a?: a besitzen. Um endlich die 
21 Axen der Perspectivitiit und die zugehérigen Centra zu bestimmen, 
geniigt es, diese Elemente fiir die Substitution (14) auszurechnen. Man 
findet als Axe der Perspectivitiit: 


(15) Vfdawt+p—v+v—0 
und entsprechend fiir die Coordinaten des Centrums: 
—B—C:B:C 


oder, was auf dasselbe hinaus kommt: 
B:— B—A:A, resp. C:4:—C—A. 

Im Folgenden werde ich vor allen Dingen diejenigen Ausdriicke 
in 4, w, v gebrauchen, welche gleich Null gesetzt die acht Wende- 
dreiecke, resp. die zweimal sieben Kegelschnitte darstellen, von denen 
am Ende des vorigen Paragraphen die Rede war. Ich will diese Aus- 
driicke hier so mittheilen, wie sie aus einander durch die 168 Sub- 
stitutionen von der Determinante Eins hervorgehen. 

Es sei das als Coordinatendreieck benutzte Wendedreieck mit 0, 
bezeichnet und unter Zufiigung eines spiter zweckmiissigen Zahlen- 
factors rechter Hand gesetzt: 

(16) 0, =—Tduv. 
Dann ergiebt sich fiir die tibrigen Wendedreiecke (x = 0,1, . . . 6): 
(17) dg. = — T(Ay*d + By**u + Cyr) (Byrd + Cy*u + Ay**r) 
“(Cyta + Ayu + By**r) 

ame + Auy (p3* As +y>* u3+ ys vy) + (pS A2 ut yur y+ yt y?A) 

+2 (y**d? vy? v? up y* we? A). 

Wir erhalten ferner fiir zwei der 14 Kegelschnitte, wenn wir in 
die Gleichung 23? — 0 des vorigen Paragraphen riickwirts die y und 
fiir diese die A, uw, v eintragen, unter Zufiigung eines geeigneten 


Zahlenfactors: 


(a2 $ wt ot) + SEF uy 4 vd + au) =0. 


446 F, Kier. 


Dementsprechend kommt, wenn wir allgemein die linke oH der 
Kegelschnittsgleichung mit ¢, bezeichnen, fir sa 0, 1,2,. 


(18) co (y2# a2 pt -p2 ptt v2) — EV 1 yee wy yse vd pS dy), 


Diese beiden Ausdriicke sind es, welche spiter die einfachsten 
Resolventen achten und siebenten Grades ergeben werden. 


§ 6. 
Aufstellung der Gleichung 168%" Grades. 


Als Unbekannte y der Gleichung 168" Grades kann, wie schon 
gesagt, jede auf unserer C, eindeutige Function, also jede rationale 
Function von 4: mu: gewahlt werden, welche in den 168 durch die 
Collineationen zusammengeordneten Punkten im Allgemeinen ver- 


schiedene Werthe aufweist. Es scheint am einfachsten, » oder + 


selbst zu wihlen. Das Resultat gewinnt aber ausserordentlich an 
Uebersichtlichkeit, wenn wir nicht einen solchen Quotienten, sondern 
gleichzeitig beide einfiihren, die dann durch die Gleichung 


f=Pet+wrv+r1=—0 
an einander gebunden sind. Es lisst sich dann niimlich J als ratio- 
nale Function 42’ Ordnung von 4: m: v dartellen 
(19) J= Ri, “,v), 
wo R ein sehr einfaches Bildungsgesetz hat, und diese Gleichung (19) 
von der 42°" Ordnung zusammen mit der Gleichung vierter Ordnung 
f =0 vertritt dann die eine Gleichung 168° Grades, von welcher bis- 
lang immer die Rede war. Ein dhnliches Verfahren scheint allemal 
angebracht, wenn es sich um Aufstellung einer Gleichung handelt, 
deren Geschlecht p grésser als Null ist. 

Die Function R(A, uw, v) muss vor allen Dingen die Eigenschaft 
haben, bei den 168 Collineationen ungeindert zu bleiben. Um R zu 
finden beschiiftige ich mich daher zunichst damit, alle ganzen Func- 
tionen von A, w, v aufzustellen, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. 
Dabei wird selbstverstandlicherweise vorausgesetzt, dass die 168 Colli- 
neationen mit der Determinante Eins genommen werden. — Wir kennen 
eine solche ganze Function, das ist 

f= Bu + wv + vd; 
wir wissen ferner, dass die Covarianten von f jedenfalls dieselbe Eigen- 
schaft haben. Eine leichte Discussion zeigt dann, dass sich die 
Covarianten von f mit den gesuchten Functionen decken, und lisst 
zugleich ihr volles System mit den zwischen den Systemformen be- 
stehenden Relationen aufstellen. Die rationale Function R erweist 
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sich als die einfachste aus den Covarianten zu bildende Verbindung 
nullter Dimension. — Das ist dieselbe Methode, deren sich Gordan 
und ich in unseren neueren Arbeiten wiederholt bedienten. 

Wir haben als erste Covariante von f die Hesse’sche VY von der 
sechsten Ordnung: 

a ae 
| oa OlOw OO 
} yd 2 2 
(20) vale FE gh |—batutet— (ay + vet pod). 
|_of of ef | 
| OvdL Ovdw dr | 

Gleich Null gesetzt bestimmt sie auf f= 0 die 24 Wendepunkte, 
also in der That eine Gruppe zusammengehdriger Punkte. Nun gab es 
auf f= keine andere Gruppe von nur 24 Punkten und iiberhaupt 
keine von einer geringeren Punktzahl. Wir schliessen daraus, dass es 
keine ungeiindert bleibende ganze Function von geringerer als sechster 
Ordnung geben kann, und dass jede Function sechster Ordnung bis 
auf einen Zahlenfactor mit V iibereinstimmen muss. Gibe es nimlich 
noch eine andere Function der sechsten Ordnung, so wiirde sich die- 
selbe jedenfalls in der Form 

k-V+1-9-f 

darstellen lassen, wo k, 1 Constante sind, — dena gleich Null gesetzt 
muss sie auf f= 0 eben auch die 24 Wendepunkte bestimmen. Hier 
wiire gm eine ungeindert bleibende Function zweiten Grades und eine 
solche Function kann, wie oben bemerkt, nicht existiren. Genau 
ebenso schliesst man: Die néichst hihere in Betracht kommende ganze 
Function ist vom Grade 14 und schneidet, gleich Null gesetzt, aus f = 0 
die 56 Beriihrungspunkte der Doppeltangenten aus. 

Nun kann man auf verschiedene Weisen eine Covariante vier- 
zehnter Ordnung bilden. Bekanntlich gab schon Hesse fiir die all- 
gemeine Curve vierter Ordnung eine Curve vierzehnter Ordnung an, 
welche durch die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten hindurch- 
geht. In unserem Falle geschieht das von jeder Covariante 14'** Ord- 
nung, die nicht eben ein Multiplum von /?V ist, und es geniigt also, 
irgend eine hinzuschreiben. Ich wihle: 


eS Fw SS 
Ow =60hOw SOLO SoA 
_@f Of _#f ov) 
: 1) Owda Ou? Oudv Ou 
GH Os a a of ae ee Peer 
v0, Ovdw Ov Oy | 
(ov wv wv 4 
Oa Ou Ov 


















448 F. Kuem. 


Ich bilde mir ferner eine Function vom 21" Grade, die Functional- 
determinante von f, V, C: 


of oY aC| 
| 04 O04 Ob 
| 
9< 11a @F eo ‘ , 
(22) K=;, \oe de oe|~ (4! + wt + vit)... 
| Of eV ac 
ov Ov Ov | 


Gleich Null gesetzt ergiebt K auf f= 0 die 84 sextaktischen Punkte. 
Man kann auch wieder erschliessen, dass es ausser K keine ungeiindert 
bleibende Function von der 21'* Ordnung giebt. Denn eine solche 
miisste sich in der Gestalt darstellen lassen: 


kK — lof’, 


wo k, 1 Constante bedeuten. Hier wire gm eine ungeiindert bleibende 
Function vom Grade 21 — 4v, schnitte also, gleich Null gesetzt, aus 
f =O eine Anzahl von Punkten aus, die durch 4 aber nicht durch 8 
theilbar wire. Nun umfassen die einzigen Punktgruppen, welche hier 
in Betracht kommen koénnen, 24 und 56 Punkte; daher hat man 
Widerspruch. Jetzt erinnere man sich, dass wir friiher die 84 sex- 
taktischen Punkte durch 21 gerade Linien, die 21 Azen der Perspec- 
tivitét, ausgeschnitten haben (siche Gleichung (15)). Es folgt also: 

Die Gleichung K = 0 stellt das Aggregat der 21 Axen dar. 

Will man allgemein 168 zusammengehérige Punkte auf f = 0 
ausschneiden, so geniigt es offenbar, den Curvenbiischel 


Vi =k 

fiir verinderliches k zu betrachten. Hieraus folgt vor allen Dingen, 
dass man fiir geeignete Werthe von k,l unter der Bedingung f = 0 eine 
Relation folgender Form hat: 
(23) Vi=k-@+1- FR, 
es folgt dann aber ferner, dass f, V, C, K, zwischen denen diese eine 
Relation besteht, das volle System der in Betracht kommenden Formen 
bilden und also um so mehr das volle System der Covarianten von f. 

Um die in (23) vorkommenden Constanten &, 1 zu bestimmen, 
setze ich zuniichst 4=1, w=0,v=—0. Dann wird nach Formel 


(20), (21), (22): 


(23) V=0 C=1, K=—1 
und iibrigens f= 0. Also folgt: 
k=—l., 


Ich nehme ferner fiir f die Form (6): 
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1 
f= ala *{y,4 + 21y,? 4243 — 14T yQ? yx? + 494; (yo? +9s°)} 
und berechne einige Terme von V, C, K. So kommt: 
V == (Ty —3-5-T- gost ++}, 


Can BP: V7 “i 
Jee STATE yy ss, 
93 


—2-7 
K=-— 39 oe 





Setzt man nun hier y, —0, y, =0, y, =1, so ergiebt sich ausser f=0: 





(23 b) v=t, C=0, K=— St 
und also: 
; b ok cree 
l= 96. 33 ? k= 26 . 33 
Die Relation zwischen V, C, K lautet daher: 
“ a CN\3 ? K\2 


Auf Grund dieser Relation bestimmt sich jetzt die Function 
R(a, w, v) =J unmittelbar. J soll in den Berihrungspunkten der 
Doppeltangenten gleich Null werden, in den sextaktischen Punkteu 
gleich Eins, in den Wendepunkten unendlich, es soll iiberdies jeden 
anderen Werth in 168 zusammengehérigen Punkten und nur in diesen 
annehmen., Daher hat man folgende Gleichung: 


o- CN «(KY 
(25) J: J—1:1=(4) :271():-V 
und diese Gleichung, zusammen mit 

f=0 


reprisentirt das Problem 168" Grades, dessen Formulirung unsere 
Aufgabe war. 

Will man statt J die Invarianten g,, g,, A des elliptischen Inte- 
grals benutzen, so kann man auch schreiben: 





= RB? 
9e K 
(26) | 9s — 216? 
VAa=-—V. 
7. 


Resolventen niederen Grades. 


Die Gruppe der 168 Collineationen besass Untergruppen G2; und 
Gs, Von 21 bez. 24 Collineaticnen. Demnach besitzt unser Problem 
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168'" Grades Resolventen vom achten und vom siebenten Grad. Wie 
diese Resolventen in einfachster Form lauten werden, kann nicht 
zweifelhaft sein. Denn es miissen eben diejenigen Gleichungen achten 
und siebenten Grades sein, welche ich friiher von der directen Be- 
trachtung der q-Substitutionen ausgehend als einfachste ihrer Art 
aufgestellt habe. Es handelt sich also nur mehr darum, von den jetzigen 
Betrachtungen aus den Uebergang zu jenen Gleichungen zu finden. 
Dies gelingt (wie immer bei diesen Untersuchungen) auf doppelte Weise. 

Entweder, man sucht die einfachste rationale Function r(A, u, v), 
welche in den durch die Gz, oder die Gz, zusammengeordneten Punkten 
denselben Werth annimmt, und fragt, wie sie mit J zusammenhingt. — 

Oder, man bestimmt die niedrigste ganze Function von 4, wu, », 
welche bei den Substitutionen der Gz, resp. der Gz, ungeindert bleibt 
und bestimmt ihren Zusammenhang mit V, C, K, bez. A, g., gy. 

Beide Methoden haben ihre eigenthiimlichen Vorziige, und so mag 
im Folgenden die zweite der ersten jedesmal als Ergiinzung beige- 
geben sein. 


§ 8. 
Die Resolvente vom achten Grade. 
Betrachten wir die Gz,, welche durch Combination folgender Sub- 

stitutionen entsteht: 

=U, w=, vA, 

Vamy-d, womy.e, vmey?-. 
Ungeiindert bleibt bei ihr vor allen Dingen das Wendedreieck 
0, = — TAuy (16), ungeiindert bleibt ferner jedenfalls V, also auch 


die rationale Function 6 = a Ueberdies hat letztere die HKigen- 


schaft, jeden vorgegebenen Werth nur in 21 Punkten von f= 0 an- 
zunehmen, denn der Biischel von Curven sechster Ordnung 02 —o6V=0 
hat drei feste Grundpunkte, die Coordinateneckpunkte, einfach zaihlend 
mit f=0 gemein. Wenn wir also, wie nun geschehen soll, 6 als 
Unbekannte einfiihren, so wird J eine rationale Function achten 
Grades von 6: 


p(s) 
(27) J = a 
Bestimmen wir jetzt — wie ich es bei analogen Aufgaben wiederholt 
that — welche Multiplicitét den einzelnen Factoren in go, ¥, yp — wv 
zukommt. 
J wird unendlich in den 24 Wendepunkten, und zwar siebenfach. 
In dreien dieser Punkte wird 6 siebenfach gleich Null, nimlich in den 
Coordinateneckpunkten; denn 0, verschwindet in ihnen vierfach, y nur 
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einfach. In den itibrigen 21 Wendepunkten wird 6 des Nenners v 
wegen unendlich, aber nur einfach. Daher besteht y(¢) aus einem 
einfachen und einem siebenfachen Factor, von denen der erstere fiir 
6=(, der andere fiir 6 = oo verschwindet. Ls ist also, von einem 
constanten Factor abgesehen, w(6) gleich «. 

J wird Null in den 56 Beriihrungspunkten der Doppeltangenten, 
und zwar dreifach. Der Gruppe Gg, gegeniiber spalten sich die Doppel- 
tangenten in 7 + 21*), ihre Beriihrungspunkte also in 2.7 + 2. 21. 
In den ersteren nimmt o den ihm zukommenden Werth dreifach, in 
den anderen nur einfach an. Das heisst:  enthdlt zwei einfache und 
zwei dreifache lineare Factoren. 

J wird endlich gleich Kins und zwar doppelt, in den 84 sex- 
taktischen Punkten. Der Gruppe Ge, gegeniiber, spalten sich diese 
Punkte in 4.21, 6 nimmt an jeder dieser Stellen seinen Werth nur 
einfach an. Daher: (@— wy) ist das volle Quadrat eines Ausdrucks vierten 
Grades (von nicht verschwindender Discriminante) . 

Dies sind nun hinsichtlich », ¥, » — y eben dieselben Angaben, 
welche mich friither (pag. 141, 142) zur Aufstellung der Modularglei- 
chung achten Grades fiihrten: 


(28) J: J —1:1=—(t? + 13t + 49) (7? + 52 + 1) 
> (c* + 1423 + 632° + 707 — 7)? 
: 1728r. 


Zu eben dieser Gleichung gelangen wir also auch jetet, wenn wir ein 
geeignetes Multiplum von 6 mit t bezeichnen. 

Um dieses Multiplum zu bestimmen, gehe ich zu dem Coordinaten- 
system der y zuriick (Formel (12a)). Es ist dann 7?4?u?v? vermodge 


-1 (5—3a)-7 . : 
y,=0, yo =90, y,—=1 gleich 37» und vermdge y, = 0, 
Y, = 1, y, = 0 gleich (8 aa La Fiir vy hat man in beiden Fallen 
(Formel (23 b)) ae daher fiir o beziiglich die Werthe (5 — 3a) und 


(5 — 3a’). Aber die beiden Punkte y, —0, y, = {i ¥, = c sind 
die beiden Beriihrungspunkte der Doppeltangente 4+ w+v=—0, 
d. h. einer von den sieben durch die Gg; zusammengeordneten Doppel- 
tangenten. Demnach ist fiir ihn J = 0 und es verschwindet in (28) 
insbesondere der einfache Factor t? + 134+ 49. Dessen Wurzeln 
lauten 3a — 5 und 3a? —5. Daher ist einfach: 
t=——O6 
oder anders ausgesprochen : 


*) Derartige Angaben verificirt man sofort durch die friiher mitgetheiltet 
Formeln. 


29* 
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Eine Wurzel t der Gleichung (28) hat den Werth: 


PY — 72424242 
(29) t.=— 2=- >. 
Vv V 
Dann folgt aus (17), dass die iibrigen Wurzeln t, folgende Werthe 
aufweisen : 
Awv—(y>* P+ yo? w+ 9 9*) + (yo P+ yw? +y* 072) |" fol 
(30) t ae NO $2(y** vt y* ve +7? nu" 2) 
7 Vv Vv 
- 
und somit haben wir, wie es in der LHinleitung verlangt wurde, die (ve 
Wurzeln der Modulargleichung achten Grades als rationale Functionen 
eines Punktes der Curve f = 0 dargestellt. Ni 

Die Gleichung .(28) lisst sich, wie ich bereits pag. 148 erwihnte, dic 
in der Weise umgestalten, dass man statt r schreibt z*, statt J — 1 Gl 
27g," . . ° ‘ . 

Js’ und nun beiderseits die Quadratwurzel zieht. So kommt: ge 
- ie i 2169 _ fol 
(31) & + 1426 + 6324 + 702? — Va 2.g—T=0, 
wo wir nach Formel (26) (3 
2169, #£«x%Xx«K 
ee rt \@ 
setzen kénnen. ‘Tragen wir hier fiir z nach (29), (30) seinen Werth fr 
0 . a , 

—- ein, so erhalten wir folgende Relation: tre 
om, be 
(32) do’ — 1406°V + 630'V? — 700° V* — 0K —TV!=0. ye 

Das Zeichen des vorletzten Gliedes bestimmt sich so, wie es an- an 
gegeben ist, wenn man etwa fiir 4, w, v die Werthe 1, 0, 0 und fiir ex 
0 irgend einen der Werthe 0, eintriigt. 

Eben auf diese Gleichung (32) wird man nun gefiihrt, wenn man Sy 
sich des formentheoretischen Ansatzes bedient. Die einfachste ganze vo 
Function von 4, uw, v nimlich, welche bei der Gz, ungedndert bleibt, C) 
ist 0, = — Tduv. Bei den 168 Collineationen nimmt 0 acht ver- al: 
schiedene Werthe an, deren symmetrische Functionen ganze Functionen 
von V, C, K sein miissen (da f= genommen ist). Somit geniigt de 
é einer Gleichung achten Grades , die wegen der Dimension von V, C, K 
nothwendig folgende Gestalt hat: 

e+ aV-d°+0)09?- fb +¢V?-. 0 4+dK-d8+eVi=0, vo! 

Ju 

und bestimmt man hier die Coefficienten a, b, ...¢, indem man fiir 807 
0, V, K ihre Werthe in 4, uw, v eintriigt und tibrigens f = 0 beriick- Wi 
sichtigt, so gelangt man eben zur Gleichung (32). Diese Ableitung 
° aie | 7s : «6 3 

hat den Vorzug, dass sie a priori tibersehen liisst, wesshalb in (32) 7 
nur gewisse Potenzen von 6 vorkommen. 
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Beriihrungscurven dritter Ordnung. Auflésung der Gleichung 
168" Grades. 


Die acht Wurzeln der Gleichung (32) driicken sich nach (16), (17) 
folgendermassen aus: 


0.=— Tdapyr, 
(33) b = Auv — y—*(v8— Au) — y— 12 (43 — wv) — y— 22 (3 — v? A) 
+ 2yt. vu 42Qyte. ay 42Qy22. uA, 


Nun gab ich bereits in meiner vorigen Arbeit an (pag. 148), dass 
die Gleichung (31) und also auch die Gleichung (32) eine Jacobi’sche 
Gleichung achten Grades ist, das heisst, dass sich die aus ihren Wurzeln 
gezogenen Quadratwurzeln mit Hiilfe von vier Gréssen A,, A,, A,, A, 
folgendermassen zusammensetzen lassen*): 


(ay [8 V—1- A, 
Vo, = ‘Ay + ye? A, + p80? A, + ye? Ay, 


(9 bedeutet hier irgend eine durch 7 nicht theilbare ganze Zahl). Es 
fragt sich, wie sich diese Angabe, die ich der 1. c. mitgetheilten 
transcendenten Auflésung von (31) entnommen hatte, algebraisch 
bestiitigt. Dies erledigt sich durch die Betrachtung gewisser Beriihrungs- 
curven dritter Ordnung**), welche unsere Curve f = 0 besitzt, oder, 
anders ausgesprochen, durch die Betrachtung gewisser auf f= 0 
existirender Wurzelfunctionen dritter Ordnung. 

Kine Curve vierter Ordnung hat bekanntlich 64 dreifach unendliche 
Systeme von Beriihrungscurven dritter Ordnung, 36 von gerader, 28 
von wungerader Charakteristik. Es ist nun hier ein System von gerader 
Charakteristik dadurch ausgezeichnet, dass es die acht Wendedreiecke 
als Beriihrungscurven in sich schliesst. 

Jedenfalls kann ein Wendedreieck unmittelbar als Berithrungscurve 
dritter Ordnung betrachtet werden, indem seine 12 Durchschnittspunkte 


*) Wegen der Jacobi’schen Gleichungen achten Grades vergl. eine Notiz 
von Brioschi in den Rendiconti del Istituto Lombardo von 1868 (erliutert von 
Jung und Armenante im 7" Bande des Giornale di Matematiche, pag. 98 ff.), 
sowie eine im Texte noch nicht verwerthete Bemerkung am Schlusse meiner 
wiederholt citirten Erlanger Note, Ich hoffe bald ausfiihrlicher auf den Gegen- 
stand zuriickkommen zu kénnen. (Vergl. auch die neuerdings erschienene Arbeit 
Brioschi’s: Sopra una classe di equazioni modulari, Annali di Matematica, 
t. IX. [Dec. 1878}). 

**) D. h, Curven dritter Ordnung, welche f= 0 sechsmal einfach beriihren. 
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mit der Curve vierter Ordnung sogar in nur drei Schnittpunkte (zu 
je vier) zusammenfallen. Betrachten wir nun etwa das Dreieck 0,. 
Durch seine Schnittpunkte mit der C, legen wir die dreifach unend- 
liche Zahl von Curven dritter Ordnung, welche in ihnen die C, be- 
riibren; ihre Gleichung ist: 


(35) kaAuy + ad?u+ bu?yv+cr*A—0. 


Sie schneiden jede die C, in noch sechs weiteren Punkten, und in 
diesen Punkten beriihrt dann, wie bekannt, eine neue Curve dritter 
Ordnung desselben Systems, zu welchem 0, gehért; zugleich erzielt 
man auf diese Weise alle Curven des fraglichen Systems. Nun findet 
man die Identitat: 


(36) (kAuv+ad?u+ buy + cv*?d)?—(e@dut+Puv+evd)-f 
= Apy- {Raw v— (ap +b? v3 + 243) +2(bewrv?+cavia?+abiu’) 
+ [(2ak—b?)a2u+ (2bk—c?) w?v + (2Qek—a?)v?A}}. 
Die Gesammtheit der in Betracht kommenden Beriihrungscurven dritter 
Ordnung ist daher durch folgende Gleichung dargestellt: 
(37) O = PAuv— (aud +b? v3 +248) +-2(beuv?+cavia?+abiu’) 
+ [(2ak—b*) a2 w+ (2bk--c*) pw? v+ (2ck—a?*)v?d]. 
Setzt man nun hier 
kel, o=y, b as y*?, ca y—*, 
so entsteht rechter Hand der Ausdruck 0,, und es gehiéren also, wie 


behauptet wurde, die acht Wendedreiecke demselben Systeme von Be- 
riihrungscurven an.*) 


Nun kommen die Formeln (34) einfach auf den Satz zuriick, dass 
sich die Wurzelfunctionen eines Systems gerader Charakteristik linear 
aus vier unabhiingigen zusammensetzen lassen. Man wihle niimlich 
solehe vier Wurzelfunctionen, welche Beriihrungscurven (37) entsprechen, 
fiir die der Reihe nach 

kenl, a=0, D=0, c=0Q0, 
k=0, a=1, b=0, c=0O ete. 
genommen ist, und setze dementsprechend: 
(38) { A, =Viur, 
A, =V¥—w'—v?d, A, = Y—v?—A2u, A= V—A—w'v. 


*) Dass dies System von gerader Charakteristik ist, folgt aus der sogleich 
anzugebenden irrationalen Gleichungsform. 
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Dann hat man bei richtiger Wahl der Vorzeichen vermége f = 0 
folgende Relationen: 

(39) f A, A, =u, A A,=w'v, A, A, = v*4, 

a | A,A,=Au’, A,A,= pv’, A, A, = vi?,*) 


und es liisst sich die Gleichung (37) in folgender irrationaler Form 
schreiben : 


(40) kA, + aA, +bA, + cA, =0. 


Insbesondere wird mit Riicksicht auf (33): 


(41) f Vo, =V—7-Ay, 
ae V3.= 4,+-7-*- 4,49": 4,47", 


Dies sind nun in der That die Formeln (34), indem nur statt der da- 
mals unbestimmt gelassenen Zahl @ jetzt (—1) gesetzt ist. 

Man kann diese Formeln benutzen, um unsere Gleichung 168' 
Grades explicite durch elliptische Functionen zu lésen**). Die Wurzeln 
0 von (32) sind den Wurzeln z von (31) proportional, und fiir letztere 
gab ich pag. 145, 148 meiner vorigen Arbeit den Ausdruck in g=e'7® 
an. Dementsprechend haben wir hier: 


(42) 0 :0,—=—T7 } q -TT¢ l — gitn)?; Vy - qT — zene. q') . 


D 


Die auf der rechten Seite stehenden Ausdriicke liefern vermége der 
Reihenentwickelung 


a $x (6n-+1y 
@?-T—e@")= >) (—1y"-@ ® 


die A,, A,, A,, A, ihrem Verhiltnisse nach, und benutzt man nun, 
dass nach Formel (39): 
A Ay u Ay v A, 


(43) aw 7. ee aeaore A;’? a — A 





ist, so findet man folgende Losungen der Gleichung 168°" Grades: 


*) In Folge dessen hat man zwischen den A), A;, Ag, A; eine Reihe iden- 
tischer Relationen, welche alle durch Nullsetzen folgender Matrix 


A, A, — A, 0 
| 42 0 A, — Ay) 
lA he OC A, | 


erhalten werden. 
**) Sie muss sich auch durch eine lineare Differentialgleichung dritter Ord- 
nung lésen lassen; wie hat man dieselbe aufzustellen ? 
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‘ SC iyi tt, gtiatia 
a 7 ae 
== ¢ os : + is 7 ; 
# y(- 1). g@tPra Z(—1p «P+ a+2 
—2 —n 
+o ~ 
‘ : S (— abt. teeta 
—@ 
(44) ae a ~~ A+1 21019844 , 12, h  me4+statie 
2 (—1) *¢ + Z(—1) -¢ 
—@ — 2 
, F(A 1yitt. g2ti 7A 
1 = +a + 2 
> (— 1) - q@t A 25Ab Ty yy (gy, g2tat stata 
ao an 


Es geniigt, dieses eine Liswngssystem zu berechnen, denn die 167 an- 
deren ergeben sich aus diesem einen durch die Collineationen des § 5. 

Ich habe dabei nur die Verhiiltnisse 4: u:v berechnet; will man 
von der Formulirung ausgehen, wie sie Gleichung (26) vertritt, so 
erhilt man natiirlich entsprechende Kormeln fiir die absoluten Werthe 
von A, uw, »v. 


Sh 


10. 
Die Resolvente siebenten Grades. 


Bei den Substitutionen einer Gz; blieb jedesmal ein Kegelschnitt 
24 5 
cz ungeindert, welcher die Beriihrungspunkte von vier Doppeltangenten 
ausschnitt; nach Gleichung (18) kénnen wir setzen: 


£ ; ”» . 9° — i _— 7 . a we 
(49) co—=(y?*-A?--y* - pw? y'*- v?) + — +I — (7* pvp *-vi-y*- dp). 
Bilden wir jetzt die rationale Function: 


(46) t—_—.- 
Vv 
Da Zahler und Nenner bei den 24 Substitutionen der Gs; ungeiindert 
bleiben, da ferner der Biischel von Curven sechster Ordnung V— 2-c,3=0 
keine festen Grundpunkte mit der C, gemein hat, so schliessen wir, 
dass x jeden Werth einmal in solchen 24 Punkten annimmt, welche 
durch die 24 Substitutionen der Gy, zusammeng.vranet werden. Daher: 
J ist eine rationale Function siebenten Graces von x: 


_— 9(2). 
(47) oh 2 wp (x) 


Wir betrachten nun wieder die Werthe J = oo, 0), 1. 

Die 24 Wendepunkte, in denen J siebenfach unendlich wird, bil- 
den den Substitutionen der G2; gegeniiber nur eine, einfach zihlende 
Gruppe. w(x) ist also die siebente Potenz eines linearen Factors. 
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Aber x wird, nach Formel (46) in den Wendepunkten selbst unendlich. 
Daher ist w(x) eine Constante. 

Von den 56 Beriihrungspunkten der 28 Doppeltangenten liegen 
acht auf c, = 0, in ihnen also wird # dreifach Null. Die anderen 48 
vertheilen sich auf 2.24 (welche je 12 Doppeltangenten angehéren). 
Desshalb: @ enthélt neben dem einfachen Factor x noch die dritte Potenz 
eines quadratischen Factors von nicht verschwindender Discriminante. 

Die 84 sextaktischen Punkte endlich vertheilen sich den 24 Sub- 
stitutionen der Gs, gegeniiber auf 3.12 + 2.24. Also: m» — w ent- 
hilt einen cubischen Factor einfach und einen quadratischen doppelt. 

Nun sind es eben wieder diese an g, w gestellten Forderungen 
gewesen, welche ich friiher benutzte, um die einfachste Gleichung 7' 
Grades aufzustellen (pag. 427), welche folgendermassen lautete: 


F 9 o 9945 ->- y on el 3 
(48) I: —1:1=y(y?—2?- 72 (7 — Ty +- 2-1 (56Fy—7)) 

:(y? 2?.7-13(7-F /—7) y? + 28-73 (88 23 fy —T) y 

-28.33.74(35-- 9V—7)) 
(y? — 2.7 (7EY— Dy +2. BoFEY—D) 

3— 2277.38.70. _ 7, 
Wir schliessen, dass die Unbekannte y bis auf einen constanten Factor 
mit unserem jetzigen x tibereinstimmt, wobei es aber noch fraglich ist, 
ob das obere Vorzeichen von /—7 in (45) dem oberen oder dem un- 
teren Vorzeichen in (48) entspricht. 


Um dies zu entscheiden, gestalte ich (48) zuniichst in der Weise 


3 
Ye 


A setze und dann beiderseits die Cubik- 


um, dass ich y= 2°, J = 


wurzel ziehe. 
(49) 27 —22.72(7- —7) 214-29. V5 7) 24-29-3- BY ee ex | 


Je 

Va wyV—v 
andererseits fiir z, unter k eine unbekannte Constante verstanden, ein 
ke 
ye 
(50) Bek —22. RIF Y—TI Veit. 16fy— DkVre 


+ 2’. 7 y— 7: C= 0. 


Schreibt man hier nach Gleichung (26) statt , tragt 


, 80 folgt: 
Dies giebt: 


8 Zed 3-2-7 (TF Y—1)- (Garwrv? — (y+ out wed), 
KF Teg = FR" TV —7 (AM pt vl «-), 












(51) 
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(selbstverstiindlich vermége f = 0). — Die beiden Gleichungen werden 
nun in der That befriedigt, wenn man 
k=+2yY—7 


wihlt und dem oberen Vorzeichen in k das obere in (49) und das untere 
im (45) entsprechen liisst. 

Mit anderen Worten: Die Wurzeln z der Gleichung (49), resp. y 
der Gleichung (48) haben in 2, w, v folgende Werthe: 


oe ae .. —Iev-t,, 
th +2 VA \(y%*- a2 y? wtp y"®- ot) + ang (y"*. 


ec 


und finden sich die y somit, wie es in der Einleitung verlangt wurde, 
als rationale Functionen eines Punktes unserer C, explicite angegeben. 


wv y vay dp) 


sy 


Die Gleichung (50) aber geht in folgende iiber: 


- 


5 V—7\ o: 
62) 4 2-1 Fy/—Dve— 1(SF*) re C=. 


Auf eben diese Gleichung wiirde der formentheoretische Ansatz selbst- 
verstindlich von vorneherein gefiihrt haben. Denn die niedrigste 
ganze Function von 4, uw, v, welche bei den 24 Substitutionen einer 
Gz, ungeindert bleibt, ist eben das zugehérige ¢,, und dieses c, muss 
einer Gleichung siebenten Grades geniigen, deren Coefficienten ganze 
Functionen von V, C, K sind, die also, wegen der Dimension dieser 
Formen in 4, uw, v, jedenfalls folgende Gestalt hat: 


eb+aVe'+ BV'c+ 7yC=—0, 
wo nun @, 6, y durch Eintragung der Werthe in 4, uw, v zu bestim- 
men sind. Dieser Ansatz hat wieder den Vorzug, a priori zu zeigen, 
dass in (52) resp. (49) eine grosse Anzahl von Gliedern fehlen miissen. 


3 11. 


Ersetzung der Riemann’schen Flache des § 2. durch eine regular 
eingetheilte Oberflaiche. 


Ich wiinsche nun noch die Beziehung der Irrationalitiit 4: u:v 
zu der absoluten Invariante J, resp. zu den Wurzeln t und y der 
Gleichungen achten und siebenten Grades so anschaulich, wie méglich, 
durch die Hiilfsmittel der Analysis situs zu erliiutern. Dabei erinnere 
ich zunachst an die Figuren, welche ich pag. 136, 137 fiir die Glei- 
chung achten Grades und auf den beiden der vorangehenden Arbeit 
beigefiigten Tafeln fiir die Gleichungen siebenten Grades gegeben 
habe, und beginne iibrigens- mit einer allgemeinen Erliiuterung be- 








a" 
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treffend solche Riemann’sche Flichen, die zu Galois’schen Re- 
solventen mit einem rational vorkommenden Parameter gehiren (vergl. 
p. 148 ff.). Es sei F'(y, 2) = 0 eine derartige Gleichung vom Grade 
N, die dann die charakteristische Kigenschaft hat, dass jede Wurzel 
y: in Bezug auf den Parameter z ebenso verzweigt ist, wie jede andere 
m, und die dementsprechend durch N eindeutige Transformationen 
in sich iibergeht (siehe § 2. dieser Arbeit). Die complexen Werthe 
von ¢ mégen in eine Ebene ausgebreitet werden, und 2,, 2,... 2n 
sollen diejenigen Stellen sein, an denen Verzweigungen stattfinden. 
Diese Verzweigungen sind fiir alle Blatter gleichmissig; ich will an- 
nehmen, dass in 2, je v, Blatter, in 4, je v, Blatter etc. zusammen- 
hiingen. Man lege dann in der z-Ebene durch 2,, 2,,...2, irgend 
eine in sich zuriickkehrende Curve (einen Absonderungsabschnitt), 
welche die Ebene z und gleichzeitig jedes der N iiber ihr hinerstreckten 
Blatter der » versinnlichenden Riemann’schen Fliche in zwei Ge- 
biete zerlegt. Das eine Gebiet denke ich mir schraffirt, das andere 
freigelassen, — und verwandele nun die tiber der z-Ebene mehrbliattrig 
verlaufende Fiiiche unter Beibehaltung der Schraffirung in eine im 
Raume gelegene stetig gekriimmte Fliche von gleichem Zusammen- 
hange. Dieselbe ist dann in 2.N abwechselnd schraffirte und nicht 
schraffirte n-Ecke zerlegt, welche in den verschiedenen Ecken beziiglich 
zu 2v,,2v.,...2v, zusammenstossen, und die, im Sinne der Analysis 
situs, abwechselnd congruent und symmetrisch sind; die Kanten dieser 
Polygone sind das Bild des in der z-Ebene gezogenen Absonderungs- 
schnittes. Die N eindeutigen Transformationen der Gleichung F'(y, z)—0 
in sich sprechen sich darin aus, dass man die so erhaltene Fliche auf 
N Weisen eindeutig auf sich selbst beziehen kann. Man ordne nim- 
lich einem beliebigen schraffirten oder nicht schraffirten n-Ecke der 
Fliiche ein beliebiges anderes zu, das ebenfalls schraffirt oder nicht 
schraffirt ist: setzt man dann fest, dass nebeneinanderliegenden n- 
Ecken ebensolche entsprechen sollen, so wird vermége der ersten Zu- 
ordnung jedem n-Eck unserer Fliche ein uid nur ein bestimmtes an- 
deres n-Eck entsprechen. Ich will Oberfliichen, welche in diesem 
Sinne in alternirende Gebiete getheilt sind, als reguldr eingetheilte 
Oberfldchen bezeichnen; sie umfassen als besonderen Fall, bei p = 0, 
diejenigen Eintheilungen der Kugelfliche in 24, 48, 120 Dreiecke, 
welche man beim Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder kennt. — Wir kénnen 
dann den allgemeinen Satz aussprechen: 

Jede Galois’sche Resolvente F'(y, 2) = 0 wird durch eine regulir 
eingetheilte Oberflache versinnlicht. 

Und auch umgekehrt: Jede reguliir eingetheilte Oberfliche definirt 
eine besondere Classe Galois’scher Resolventen mit einem Parameter. 
Denn sie definirt eine Verzweigung von y in Bezug auf z von der 
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Kigenschaft, dass jede Wurzel »; sich durch jede andere y, und den 
Parameter ¢ rational ausdriickt*). 

In dem besonderen Falle nun, der hier vorliegt, haben wir 168 
Blatter und drei Verzweigungspunkte. Indem ich statt 2 wieder J 
schreibe, entsprechen die letzteren J = 0, 1, co. Bei J = 0 hiingen 
die Blatter zu je drei, bei J = 1 zu je zwei, bei J = oo zu je sieben 
zusammen. Dementsprechend erhalten wir zur Versinnlichung unserer 
Irrationalitit eine reguliir eingetheilte Oberfliiche, welche von 2 . 168 
Dreiecken iiberdeckt ist, die 24-mal zu vierzehn, 56-mal zu sechs, 84-mal 
zu vier zusammenstossen. Die Ecken dieser Dreiecke sind keine an- 
deren als die friiher (§ 2.) so genannten Punkte a, b, c, eine Be- 
zeichnung, an der ich auch jetzt festhalten will. — Der Absonderungs- 
schnitt in der Ebene J mag fortan so*gewihlt sein, dass er mit der 
reellen Axe zusammenfillt. Dann entsprechen die zweierlei Dreiecke, 
welche unsere Fliiche tiberdecken, den beiden Halbebenen J, die Kanten 
der Dreiecke also den reellen Werthen von J. Ich will (wie ich es 
immer that) diejenigen Gebiete schraffiren, welche der positiven Halb- 
ebene J entsprechen. So hat man bei den schraffirten Dreiecken 
folgende Aufeinanderfolge der Ecken: 








Vergleichen wir die so definirte Fliche mit der in unendlich viele 
Dreiecke eingetheilten w-Ebene (p. 115), so ist vor allen Dingen 
deutlich, dass sich unsere Irrationalitiit tiber ein schraffirtes resp. nicht 
schraffirtes Dreieck bewegt, wenn @ ein schraffirtes oder nicht schraf- 
tirtes Dreieck durchliiuft. Nun erliuterte die Zeichnung auf pag. 156 
die Beziehung zwischen @ und der Wurzel t der Modulargleichung 
achten Grades , die Figuren 4, 5 auf der ersten der vorangehenden Arbeit 
beigegebenen Tafel die Beziehung zwischen w und der Wurzel y der 
Gleichung siebenten Grades. Uebertragen wir diese Figuren auf unsere 
regulir eingetheilte Fliiche, und beachten, dass t und y rationale Func- 
tionen von 4: w:v sind, dass also jedem Punkte unserer Fliiche nur ein 
Werth von r und ein Werth von y entsprichtso erhalten wir folgende Siitze: 


*) Es scheint eine sehr niitzliche Aufgabe zu sein, fiir die niedrigsten p 
alle regulir eingetheilten Oberfliichen aufzuzihlen und die zugehérigen Gleichungen 
F'(n, 2) = 0 zu untersuchen. 
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Unsere regulir eingetheilte Flache kann in 21 Gebiete der folgenden 
Gestalt zerlegt werden: 


Fig. 2. 





sie kann ferner in 24 Siebenecke. zerlegt werden, wie sie beistehende 
Figur versinnlicht. 
Fig. 3. 








Die Gebiete der ersten Art entsprechen der richtig zerschnittenen Ebene 
t, die anderen der zweckmdssig zerschnittenen Ebene y*). 


*) Die Zusammenfassung in 24 Siebenecke ist also dem analog, dass man 
die 120 beim Ikosaeder auftretenden Dreiecke zu je 10 in die 12 Fiinfecke des 


Pentagondodekaeders vereinigt. 
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Fig. 4. 
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Die Figur (2) wird durch ihre Mittellinie 
in zwei symmetrische Hilften zerlegt, von denen 
ich die eine hier besonders abzeichne. 


Wir kénnen dann sagen: Unsere Fliche wird 
von § 2. abwechselnd congruenten und sym- 
metrischen Gebieten der durch diese Figur defi- 
nirten Art iiberdeckt*). An diese Zerlegung un- 
serer Fliche will ich ankniipfen, um ein véllig 
deutliches Bild derselben zu entwickeln. 


§ 12. 
Erklarung der beigegebenen Tafel. 
Die in Rede stehenden Gebiete legen sich 
auf unserer regulir eingetheilten Oberfliiche 


jedenfalls folgendermassen zu je dreien an ein- 
ander : 


5 


Fig. 5, 











@ 


*) Jedes derartige Gebiet entspricht der richtig zerschnittenen Halbebene rt; 
siehe die Figur auf pag. 137. 
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Die Figur nun, welche die beigegebene Tafel enthilt, ist dadurch 
entstanden, dass ich 14 solcher grosser Dreiecke in abwechselnd sym- 
metrischer Aufeinanderfolge um einen Mittelpunkt gruppirte. Dabei 
wihlte ich, um eine mdglichst iibersichtliche Gestalt zu bekommen, 
die kleinen Dreiecke (welche den Halbebenen J entsprechen) als Kreis- 

1 bid 


bogendreiecke mit den Winkelu 7 y» @: Ich behaupte: Diese 


Figur ist das Bild unserer regulir cingetheilten Oberfliche, sofern wir 
die 14 Begrénzungslinien derselben uns noch in geeigneter Weise paar- 
weise verbunden denken. 
In der That enthalt wis. ¢. 

unsere Figur 2-168 kleine 
Kreisbogendreiecke, welche 
iiberall da, wo sie zusam- i eS ee ee 
menstossen, das von uns 
angegebene Verhalten zei- 
gen. Von dieser Bemer- 
kung ausgehend, kann man 
eine geeignete Verbindung 
der Begriinzungslinien su- 
chen, und dann den Be- 
weis fiihren, dass eine an- 
dere Gruppirung der 2 . 168 
Dreiecke, als die so erhal- 
tene, nicht méylich ist. 


Um jedoch diese Be- 
trachtung nicht zu abstract 
zu gestalten, greife ich zu- 
riick auf die w-Ebene und 
zeichne in ihr zuniichst das- 
jenige Aggregat von Ele- 
mentardreiecken, welches 
Figur (5) entspricht. So 
erhalte ich das _ neben- 
stehende Bild. 

Reiht man 14 derartige 
Figuren in abwechselnd 
symmetrischer Lage in der 
@-Ebene an einander, so 
hat man, was der auf der 
Tafel enthaltenen Figur entspricht. Es handelt sich dann vor allen 
Dingen um den Nachweis, der sich sofort ergiebt, dass der so in der o- 
Ebene abgegriinzte Raum als F'wndamentalpolygon fiir unsere Irrationalitat 
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dienen kann, das heisst, dass sowohl die 168 schraffirten als auch die 
168 nicht schraffirten Dreiecke, welche unsere Figur umfasst, aus 
einem schraffirten resp. nicht schraffirten Dreiecke durch solche Sub- 
stitutionen cert hervorgehen, welche modulo 7 alle verschieden 
sind. Es handelt sich ferner darum, die Zusammengehdrigkeit der 
Kanten zu bestimmen, die auf der Tafel mit 1, 2,... 14 bezeichnet 
sind. Jeder solchen Kante entspricht in der w-Ebene ein Paar von 
Halbkreisen, die auf der reellen Axe senkrecht stehen; der Kante 1 


— ° 2 
z. B. das Paar der Kreise, von denen der eine durch = > und 
1 1 3 ae 
om, der andere durch @ = ; und @ = ~ hindurchgeht. Wenn 
« ‘ 


ich jetzt z. B. behaupte, dass die Kanten 1 und 6 mit einander zu 
vereinigen sind, so habe ich zu zeigen, dass die entsprechenden Halb- 
kreise in der w-Ebene, welche folgende gegenseitige Lage haben: 


Fig. 7. 


durch solche Substitutionen were aus einander hervorgehen, welche 


modulo 7 zur Identitét congruent sind. Dies ist in der That der Fall. 
Denn die Substitution 
,__ 113@— 35 
42 @ — 13 
- 2 1 19 8 ; 
lasst aus re 7% bez. r: 3 hervorgehen und verwandelt also den Halb- 
kreis, der in den erstgenannten Punkten die reelle Axe trifft, in den- 
jenigen, der in den beiden anderen schneidet. 
Entsprechend lasst die Substitution 
, 55a — 21 
ie 
ais 8 18 yee Pa 
aus >, 3 bez. : und > hervorgehen, was hinsichtlich des anderen 
Paares von Halbkreisen den niimlichen Schluss begriindet. Ich habe 
. 2 1 3 18 8 19 
auf der Tafel die Zahlen i und —, => a> oe den ent- 
my « 
sprechenden Stellen beigesetzt. Die Kanten 1 und 6 sind nach dem 


19 3 


i ee 4 8 
Vorhergehenden so zu vereinigen , dass 7 mit, q mit —- zusammen- 
‘ 


kommt. 


Auf solche Weise findet man, dass iiberhaupt folgende Kanten zu 
vereimgen sind: 


Lari, | Sen8, | &--0,. 9-18, 9--M,, 12-8, 18-4 


? 
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und dass jedesmal gleichartige Ecken zusammenkommen. Was dabei 
unter ,gleichartig“ zu verstehen sei, zeigt die Figur; die kleinen 
Nebenfiguren (auf der Tafel) erliutern, wie sich dementsprechend die 
7 Ecken der einen Art und die 7 Ecken der anderen Art je zu einem 
Punkte @ zusammenschliessen. 

Wollte man, diesen Angaben entsprechend, die betr. Kanten durch 
Zusammenbiegen wirklich vereinigen, so erhielte man zunichst eine 
sehr uniibersichtliche Figur. Es ist daher besser, fiir’s Erste bei der 
auf der Tafel gegebenen Figur zu bleiben und sie durch die Tabelle, 
welche sich auf die Zusammengehdrigkeit der Kanten bezieht, und die 
beiden Nebenfiguren zu ergiinzen. Auf solche Weise gewinnt man 
die Siitze, welche ich im folgenden Paragraphen zusammenstelle. 


§ 13. 
Die 28 Symmetrielinien. 


Als eine Symmetrielinie unserer Oberfliche will ich eine solche 
Linie bezeichnen, welche, aus lauter Dreiecksseiten bestehend, nirgendwo 
eine Knickung erfihrt, die also durch die Punkte a, b, ¢ sozusagen 
geradlinig hindurchlaufen. Als Symmetrielinien kann man diese Cur- 
ven bezeichnen, weil die llache in Bezug auf sie in der That sym- 
metrisch ist. Denn eine solche Symmetrielinie wird z. B. von der 
verticalen Mittellinie unserer Figur gebildet, sofern man sie noch durch 
Kante 5, oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch Kante 10 zu 
einer geschlossenen Curve erginzt; — und diese beiden Kanten liegen 
in Bezug auf die Mittellinie sym- 
metrisch und iibrigens ist auch aa : 
die Verbindungsweise der iibri- Meee 
gen Kanten in Bezug auf die Pb 6 
Mittellinie symmetrisch. / 

Das Beispiel zeigt zugleich, /° r 
dass eine solche Symmetrielinie 
je sechs Punkte a, b, c in der ¥4 . 
auf nebenstehender Figur ange- 
gebenen Aufeinanderfolge ent- 
halt. 


Fig. 8. 


_—}— 


Hiernach hat man vor allen 
Dingen: 

Es giebt 28 Symmetrielinien. 
Dieselben erschépfen, da sie alle 
Dreiecksseiten enthalten, zu- 
gleich die Gesammtheit derjenigen Punkte unserer Fiche, welche reellen 
Werthen von J entsprechen. 
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Diese Symmetrielinien sind fiir viele Zwecke das einfachste Orien- 
tirungsmittel auf unserer Flache; ich will sie hier dazu benutzen, um 
die zusammengehérigen Punkte a, b, ¢ zu definiren. Es ist dann 
leicht, sich eine Vorstellung von den zugehérigen eindeutigen Trans- 
formationen unserer Fliche in sich zu bilden. 

Man findet: 

Die 7 Symmetrielinien, welche sich in eimem Punkte a schneiden, 
schneiden sich auch in den beiden zugehirigen Punkten a. Ein Beispiel 
giebt der Mittelpunkt unserer Figur zusammen mit den 7 Ecken der 
einen und den 7 Ecken der anderen Art. — Hiernach lisst sich der 
Process, vermége dessen man von der geschlossenen regulir einge- 
theilten Flaiche zu unserer Figur kommt, folgendermassen beschreiben : 
Man wihlt auf der Flache ein Tripel zusammengehdériger Punkte a 
und zerschneidet sie lings derjenigen 7 Stiicke von Symmetrielinien, 
die von einem dieser Punkte a zu einem anderen hinreichen. Dann 
ist sie, da fiir sie p= 3 war, einfach zusammenhingend mit einer 
Randecurve geworden, — und breitet man sie nun in eine Ebene aus, 
so hat man die auf der Tafel gegebene Figur. — Durch je zwei Tripel 
zusammengehoriger Punkte a verliuft offenbar eine Symmetrielinie; 
die Punkte der beiden Tripel folgen auf ihr alternirend. 

Man findet ferner: 

Die 3 Symmetrielinien, welche durch einen Punkt b laufen, schneiden 
sich wieder in dem zugehdrigen Punkte b. — Beispiele fiir solche 
Punktepaare b geben in der Figur die Punkte A, A’; B, B’; C, C’; 
D, D’, die ich noch weiterhin betrachten werde. — Jedem solchen 
Tripel von Symmetrielinien, und also jedem Punktepaare 6, ist eine 
bestimmte Symmetrielinie dadurch zugeordnet, dass sie die Linien des 
Tripels in 2 Punkten ¢ schneidet. In diesem Sinne gehdren die 28 
Punktepaare 6 und die 28 Symmetrielinien eindeutig zusammen. 

Man findet endlich: 

Die zwei Symmetrielinien, welche durch einen Punkt c laufen, 
schneiden sich in einem zweiten Punkte c. Es giebt dann jedesmal noch 
zwei weitere Symmetrielinien, welche den beiden ersten nirgends begeg- 


nen und die sich gegenseitig ebenfalls in zwei Punkten c schneiden. Auf 


solche Weise erhdlt man ein Quadrupel zusammengehiriger Punkte c. 


§ 14. 


Definitive Gestalt unserer Flache. 


Eine Figur pflegt in demselben Maasse anschaulicher zu sein, als 
sie regelmiissiger ist. Ich wiinsche also der hier vorliegenden regular 
eingetheilten Oberfliche eine solche Gestalt zu ertheilen, dass méglichst 
viele der 168 eindeutigen Transformationen der Fliche durch gewohn- 
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liche Drehungen vermittelt werden. Man kennt alle endlichen Gruppen, 
welche sich aus Drehungen zusammensetzen lassen; sie entsprechen 
den reguliren Kérpern. Eine Gruppe von 168 Drehungen, wie sie 
hier in Betracht kommen kéunte, giebt es nicht. Dagegen wurde 
bereits bemerkt (§ 1.), dass die 24 Substitutionen einer Gy, sich ebenso 
zusammensetzen , wie die Drehungen, die ein regulires Oktaeder mit 
sich zur Deckung bringen. Es scheint daher von vorneherein nicht 
unmdglich , unserer Fldche eine solche Gestalt zu geben, dass sie durch 
die Oktaederdrehungen in sich tibergeht. 

Zu dem Zwecke sind zuvérderst auf unserer Figur solche vier 
Punktepaare 6 zu bezeichnen, welche bei den Substitutionen der Go 
permutirt werden. Diess kann in sehr einfacher Weise geschehen, 
wenn man je 14 Dreiecke, die in einem Punkte a zusammenlaufen, 
zu einem Siebeneck zusammenfasst und also die ganze Filiiche, wie 
schon oben besprochen, in 24 Siebenecke zerlegt. Man kann dann 
niimlich auf 2-7 Weisen vier Punktepaare b so aussuchen, dass durch 
die an sie anstossenden Siebenecke stimmtliche 24 Siebenecke erschdpft 
werden*), Eben solche vier Punktepaare sind die schon ebengenannten 
A, A’; B, B’;C,C’; D, D’. Sechs weitere Quadrupel bekommt man, 
wenn man unsere Figur um ihren Mittelpunkt wiederholt durch den 
siebenten Theil des Kreisumfangs dreht; die tibrigen sieben ergeben 
sich, wenn man die so erhaltenen 7 an einer Symmetrielinie, also etwa 
an der verticalen Mittellinie, spiegelt. 

Jetzt zerschneide man unsere Figur (nachdem man die zusammen- 
gehérigen Kanten vereinigt hat) lings der durch stiirkeres Ausziehen 
gekennzeichneten drei Zickzacklinien (welche von den punktirten Linien 
durchsetzt werden). Sie ist dann in eine sechsfach zusammenhingende 
Fliche mit sechs Randcurven verwandelt, und diese Fliche kann man 
nun, wie man findet, in der Art auf eine Kugel reguldr ausbreiten, 
dass die acht Punkte A, A’ etc. in die Ecken eines der Kugel einge- 
schriebenen Wiirfels fallen, dass die Ecken des zugehirigen Oktaeders 
unbedeckt bleiben, und dass die 12 den Halbirungspunkten der Oktaeder- 
kanten entsprechenden Punkte mit Punkten ¢ coincidiren. Der grésseren 
Deutlichkeit wegen fiige ich eine Zeichnung bei, welche den einzelnen 
Oktanten der Kugelfliche vorstellt. (Siehe Fig. 9 auf p. 468.) 

Die drei Siebenecke, welche im Mittelpunkte des Oktanten zusam- 
menstossen, greifen zum Theil iiber ihn hinaus. Da aber das Nim- 
liche von den Siebenecken geschieht, welche die Seiten-Oktanten iiber- 


*) Auch die Existenz der Resolventen achten Grades ist mit Hiilfe dieser 
Siebenecke kurz zu beweisen: Man kann auf acht Weisen drei Siebenecke so 
aussuchen, dass die angrenzenden Siebenecke die Gesammtheit der noch wbrigen 
21 erschdpfen. 


30* 
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decken, so bleiben von der Fliche des Oktanten nur die drei Ecken 
unbedeckt. 


Fragen wir jetzt, wie die Randcurven, welche sich um die Okta- 
ederecken herumlegen, zu vereinigen sind, damit wir ein Bild der 
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gesuchten Flache bekommen, so ergiebt der Vergleich mit der friiheren 
Figur dies einfache Gesetz: dass immer die diametral gegeniiberstehen- 
den Punkte zu vereinigen sind. 


Nun lisst sich diese Vereinigung in der That realisiren, ohne dass 
unsere Flache die gewollte Regularitit verliert: man hat ndmlich die 
Begrenzungscurven in der Art durch das Unendliche zusammenzubringen, 
dass der Schnitt mit dem Unendlich-Weiten aus denjenigen Linien be- 
steht, welche auf der beigegebenen Tafel, wie auch auf Figur 9, durch 
Punktirung kenntlich gemacht sind. Die Siebenecke, welche von der 
Mitte des Oktanten ausgehen, erstrecken sich also zum Theil durch 
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das Unendliche hindurch, so dass im Ganzen 12 Punkte ¢ unendlich 
weit liegen. — Die Fliche selbst aber liuft etwa so ins Unendliche, 
wie das Aggregat dreier unter sich congruenter Rotationshyperboloide 
mit rechtwinkelig gekreuzten Axen. Dies ist die einfachste Gestalt, 
deren unsere regulir eingetheilte Fliche fahig erscheint*). 

Will man sich jetzt tiberzeugen, dass bei den 24 Transformationen, 
welche durch die Oktaederdrehungen versinnlicht sind, wirklich jedes- 
mal die friiher angegebene Zahl von Punkten festbleibt, so beriick- 
sichtige man, dass bei Drehungen von der Periode Zwei nicht nur die 
Punkte der Rotationsaxe, sondern auch -siimmtliche Punkte der zur 
Rotationsaxe senkrechten unendlich fernen Geraden festbleiben. Nun 
wird unsere Fliche von den Oktaederdiagonalen gar nicht geschnitten, 
von den zu ihnen senkrechten unendlich weiten Linien viermal. Die- 
jenigen Diametrallinien, welche die Kantenhalbirungspunkte des Okta- 
eders verbinden, schneiden zweimal, desgleichen die zu ihnen gehérigen 
unendlich fernen Linien. Die Wiirfeldiagonalen haben ebenfalls zwei 
und nur zwei Schnittpunkte. Hiernach bleibt bei einer Drehung von 
der Periode Vier kein Punkt fest, bei jeder Drehung von der Periode 
Zwei ein Punktquadrupel, bei jeder Drehung von der Periode Drei ein 
Punktepaar, wie es sein sollte. 


§ 15. 
Die reellen Punkte der Curve vierter Ordnung. 


Ich wiinsche nun noch zum Schlusse zu zeigen, wie weit diese 
Lagenverhiltnisse hervortreten, wenn man die reellen Punkte der Curve 
vierter Ordnung 

Au + wy + A= 0 
ins Auge fasst. Das Coordinatendreieck mag gleichseitig genommen 
sein, die Coordinaten selbst proportional mit den Abstiinden von den 
Dreiecksseiten. Dann stellt die Doppeltangente 4+ u-+v—0O die 
unendlich ferne Gerade dar; ihre Beriihrungspunkte 1:«@: a? und 
1: a?:@ sind die beiden Kreispunkte. Die unendlich ferne Gerade 
ist also isolirte Doppeltangente. Die sechs Collineationen der zuge- 
hérigen G, sind die einzigen unter den 168, welche reell sind; sie 
bestehen aus den drei Drehungen durch 120 Grad um den Mittelpunkt 
des Coordinatendreiecks und aus den Umklappungen um gewisse drei 
durck den Mittelpunkt hindurchlaufende gerade Linien: Diese Linien 
sind die einzigen unter den 21 Axen der Perspectivitiit, welche reell 
sind; die zugehérigen Centra liegen senkrecht zu ihnen unendlich weit. 








*) Ich habe fiir das mathematische Institut der technischen Hochschule dahier 
ein Modell der so gestalteten Fliche anfertigen lassen. 
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Die betreffenden Umklappungen lassen aus dem Wendedreiecke 4 uv = 0 
noch ein zweites reelles Wendedreieck 4’ u’ v’ = 0 entstehen. 

Man beachte nun vor Allem die Gleichungsform (9): 
49.9; (YiFYetYs) (Yi TeV + &7Ya) (Yi + @?y2+ ays) —3(4y,?— Ty, 43)? —=0. 


Fig. 10. 





Hier setze man fiir y,, als unendlich ferne Gerade, 1, fiir y, und y,, 
insofern die betr. Linien durch die Kreispunkte laufen, «+ iy und 
z—iy. So kommt: 
49 (22-+-1)(—2+Y3-y+1)( x -Y3-y+1)—3(4—7(e?+ y?))?=0. 
Die Doppeltangenten 


22+1—0, —2+yY3-y+1=0, —«—y3-y+1—=—0 
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bilden wieder ein gleichseitiges Dreieck; seine Hohe ist seine 


8 
2? 
Kantenlinge /3. Aus ihnen schneidet der um den Mittelpunkt des 


Dreiecks herumgelegte Kreis vom Radius " reelle Beriihrungspunkte 


aus, so dass wir drei nicht isolirte Doppeltangenten haben. Alle ande- 
ren Doppeltangenten werden, wie man findet, imaginir. Unsere Curve 
ist also eine eintheilige Curve*), welche in das Dreieck der nicht isolir- 
ten Doppeltangenten eingeschrieben ist. In der beistehenden, iibrigens 
nur schematischen Figur sind neben den drei in Rede stehenden 
Doppeltangenten der Kreis durch die Beriihrungspunkte, die drei 
reellen Axen der Perspectivitit und die beiden reellen Wendedreiecke 
kenntlich gemacht. 

Der so gewonnene reelle Curvenzug hat fiir die zugehérige Rie- 
mann’sche Fliche eine sehr einfache Bedeutung: er stellt eine der 28 
Symmetrielinien vor. Denn reellen Werthen von 4, uw, v entsprechen 
reelle Werthe von J, und durch reelle Werthe von J sind die Sym- 
metrielinien charakterisirt. — Diese Symmetrielinie ist der unendlich 
fernen isolirten Doppeltangente eindeutig zugeordnet und geht daher, 
wie diese, durch die reellen Substitutionen einer G, in sich tiber. Sie 
enthilt von den Punkten a, b, ¢ je sechs, und, wie die Figur zeigt, 
in der That in derselben Reihenfolge, welche, nach Figur 8, bei Sym- 
metrielinien iiberhaupt Statt hat. 


Miinchen, im Anfang November 1878. 


*) Siehe Zeuthen, sur les différentes formes des courbes du quatriéme ordre, 
diese Annalen Bd. VII. 





Ueber die Festlegung projectiv-verinderlicher ebener Systeme. 
subse 4} 


Von L. Burmester in Dresden. 
(Mit 1 lithogr. Tafel.) 


Allgemeine Aufgaben und fundamentale Sitze. 


$1. 

Im VI'e" Bande dieser ,,Annalen“ 8. 205 erwihnt Clebsch der 
Aufgabe: ,,Auf 8 in einer Ebene gegebene Gerade 8 Punkte so zu be- 
stimmen, dass sie 8 gegebenen Punkten eines ebenen Systems collinear 
entsprechen“, ohne den Weg der Lésung und den Beweis der Be- 
stimmtheit derselben anzugeben. Er bemerkt nur andeutungsweise, 
dass man durch die Untersuchung des Connexes 1 Ordnung und 
iter Classe zur Construction des Resultates gelangen kénne. Ich habe 
mich jedoch vergeblich bemiiht eine leicht iibersichtliche constructive 
Lésung dieser Aufgabe mit Hiilfe des genannten Connexes zu finden, 
und daher sah ich mich genéthigt diese Aufgabe auf andere Weise zu 
bewiltigen. Wir kénnen das ebene System, von dem 8 Punkte ge- 
geben sind, als collineapy-verinderlich betrachten und demnach die 
Aufgabe stellen: Die 8 gegebenen Punkte des collinear-veriinderlichen 
ebenen Systems auf 8 gegebene Gerade zu legen. Bei diesen Be- 
trachtungen wird es aber nothwendig die Bestimmtheit der Aufgabe 
darzulegen und iiberhaupt die Bedingungen anzugeben, welche zur 
Festlegung des verinderlichen Systems erforderlich sind. Da die con- 
structive Lésung dieser Aufgabe zu fundamentalen neuen Beziehungen 
fiihrt, aus denen sich viele interessante geometrische Resyltate ergeben, 
so wollen wir uns einen synthetisch-geometrischen Weg bahnen, auf 
dem wir durch lineare Construction zur Lésung dieser Aufgabe ge- 
langen, und nebenher die Friichte der geometrischen Entwickeluug 
empfangen. Durch analytische Betrachtung ergiebt sich, dass zur 
symmetrischen Bestimmung der gegebenen 8 Punkte und 8 Gerade 
32 Constanten erforderlich sind, die man in letzter Instanz auf 26 Con- 
stanten reduciren kann, und hieraus ersehen wir schon, dass die con- 
structive Durchfiihrung der Lésung unserer Aufgabe naturgemiiss nicht 
einfach ist. Aber wir wollen uns bestreben den theoretischen Con- 
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structionsweg moéglichst bequem zu machen, so dass die Umstiindlich- 
keit der graphischen Ausfiihrung nicht in dem Masse empfunden wird, 
wie es die Wirklichkeit mit sich bringt, und deshalb werden wir in 
dem Folgenden mit einfacheren Aufgaben beginnen, die uns stufen- 
weise zu Lésung der genannten Aufgabe leiten. Aus den allgemeinen 
Ergebnissen, die sich auf das collinear-verinderliche System beziehen, 
wollen wir aber zugleich die speciellen Beziehungen entnehmen, welche 
bei den affin-veranderlichen und ahnlich-veriinderlichen ebenen Systemen 
auftreten und welche uns die Mittel zur Lésung der hierauf beziig- 
lichen analogen Aufgaben liefern, Um aber diesen drei verinderlichen 
Systemen eine gemeinsame Benennung zu geben, haben wir die Be- 
zeichnung ,,projectiv-verinderliche ebene Systeme’ gewiihlt. 

Damit unsere Darlegung aus einem Gusse hervorgeht, wollen wir 
von dem folgenden Hauptsatze ausgehen, der die einzige Grundlage 
der gesammten weiteren Entwickelung bildet. 

A) ,,Sind drei Punkte eines collinear-verinderlichen ebenen Systems 
fest, so sind alle Bahneurven der beweglichen Systempunkte ent- 
sprechende Curven in collinearen ebenen Systemen, welche die drei 
festen Punkte als selbstentsprechende Punkte besitzen.“*) 

Hieraus folgen mit Beachtung der Reciprocitiit die vollstiindigeren 
speciellen Siitze, auf die wir uns in der Folge vorzugsweise stiitzen 
werden. 

B) ,,SinddreiSystempunkteeines | _B’) ,,Sind dreiSystemgerade eines 
collinear-verinderlichen ebenen | collinear-verinderlichen ebenen 
Systems fesi und bewegt sich cin | Systems fest und dreht sich eine 
Systempunkt auf einer Geraden, so | Systemgerade um einen Punkt, so 
erzeugen alle beweglichen System- | erzeugen alle beweglichen System- 
punkte collineare gerade Punkt- | geraden collineare Strahlenbiischel, 
reihen, von denen entsprechende | von denen entsprechende Strahlen 
Punkte auf den drei durch die drei | nach den drei durch die drei festen 
festen Punkte bestimmten festen | Geraden bestimmten festen System- 
Systemgeraden liegen, und alle be- | punkten gehen, und alle beweg- 
weglichen Systemgeraden umhiillen lichen Systempunkte beschreiben 
Kegelschnitte, welche die festen | Kegelschnitte, welche die festen 

Systemgeraden beriihren.“ | Systempunkte enthalten.“ 

Um noch zwei Siitze abzuleiten, welche fiir die folgenden Be- 
trachtungen erforderlich sind, denken wir uns die Verbindungsgeraden 
der homologen Punkte A,A,, B,B,, C,C,, D,D,.. aweier in einer 
Ebene liegender collinearer Systeme S,,S, gezogen, die Schnittpunkte, 
welche eine der selbstentsprechenden Geraden A der beiden Systeme 


*) Dieser Satz, den ich in der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik Bd. 20, 
S. 384 mitgetheilt habe, gilt auch, wenn zwei der festen Punkte imaginir sind, 
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mit diesen Verbindungsgeraden liefert, bezeichnen wir resp. mit 
A, B,C, D,..., wnd bestimmen auf diesen Geraden die Punkte 
A,B,C,D,..., welche ein ebenes System S, bilden, so dass A, A, A, Az 7\ 
B,B, B,B, KR GC, C,C, K Di D,D, Dz 7 ... ist. Die beiden Systeme 
S,, S, haben drei selbstentsprechende Punkte, welche wir mit P, Q, R 
bezeichnen wollen, von denen auch zwei auf einer stets realen selbst- 
entsprechenden Geraden 4 liegend imaginar sein kénnen. Bestimmen 
wir nun die Punkte B,C, D, + -- eines Systems S,, so dass die Punkte 
PQRA,B,C,D, +--+ den Punkten PQRA, B,C, D, --- collinear ent- 
sprechen, so ist nach dem Satze B.) A,A,A,Az X BiB, B,B, 7X 
,C,C,C, 7K D,D,D,D, ZK ---; hiernach fallen auch die Punkte 
B,C,D, --+ resp. mit den Punkten B,C, D, --- zusammen und folg- 
lich sind die beiden Systeme S,,S, identisch. Hieraus ergeben sich, 
da zwei collineare ebene Systeme durch vier Paar entsprechender Punkte 


bestimmt sind, die Sitze: 


C.) ,,Bewegen sich vier Punkte 
eines collinear-veriinderlichen Sy- 
stems derart, dass sie vier colli- 
neare gerade Punktreihen erzeu- 
gen, von denen vier entsprechende 
Punkte auf einer selbstentspre- 
chenden Geraden zweier System- 
phasen liegen, so bleiben drei 
Systempunkte und die drei durch 
sie bestimmten Systemgeraden fest; 
alle beweglichen Systempunkte er- 
zeugen collineare gerade Punkt- 
reihen, von denen entsprechende 
Punkte auf den drei festen Gera- 
den liegen und deren Triiger die 
Verbindungsgeraden homologer 
Punkte zweier Systemphasen sind.“ 


C’.) ,,Bewegen sich vier Gerade 
eines collinear-veriinderlichen ebe- 
nen Systems derart, dass sie vier 
collineare Strahlenbiischel erzeu- 
gen, von denen vier entsprechende 
Strahlen sich in einem selbstent- 
sprechenden Punkt zweier System- 
phasen schneiden, so bleiben drei 
Systemgerade und die drei durch 
sie bestimmten Systempunkte fest; 
alle beweglichen Systemgeraden er- 
zeugen collineare Strahlenbiischel, 
von denen entsprechende Strahlen 
durch die drei festen Punkte gehen 
und deren Mittelpunkte die Schnitt- 
punkte homologer Geraden zweier 
Systemphasen sind.“ 


§ 2. 

Den Anfang unserer Entwickelung bilden nach dieser Vorberei- 
tung die beiden folgenden leichten Aufgaben, von denen wir nur die 
Lésung der linksstehenden ausfiihren, weil hiermit auch zugleich die 
Lésung der reciproken rechtsstehenden Aufgabe gegeben ist. 


Aufgabe 1. Fiinf Punkte A 
BCDE eines collinear - veriinder- 
lichen ebenen Systems S sind gege- 
ben, es soll eine Phase S, desselben 


Aufgabe 1’. Fiinf Gerade 
abede eines collinear -verdnderli- 
chen ebenen Systems SG sind gege- 

| ben, es soll eine Phase S, desselben 








re ee a) ee. a. 


on 








— — SS 


we = 








Projectiv-veriinderliche Systeme. 415 





bestimmt werden, in der die homo- | bestimmt werden, in der die homo- 
logen Punkte von ABC resp. mit logen Geraden von abc resp. mit 
drei gegebenen Punkten A, B,C, | drei gegebenen Geraden a,b, ¢, 2u- 
zusammenfallen und die homologen sammenfallen und die homologen 
Punkte von DE resp. auf zwei ge- Geraden von de resp. durch zwei 
gebenen Geraden de liegen. gegebene Punkte D& gehen. 


Wir nehmen auf der Geraden d einen Punkt D’ beliebig an und 


.bestimmen den Punkt E’ so, dass A,B,C,D’E’ collinear ABCD E 


ist. Betrachten wir in der Systemphase A, B,C,D’E’ die drei Punkte 
A, B,C, als fest, wihrend D’ sich auf der Geraden d bewegt, so be- 
schanibs der Sechenenheh E’ eine Gerade e,, die wir nach dem Satze A.) 
erhalten, indem wir zu dem Strahlenbiischel D’'(A,B,C,d) das colli- 
neare Strahlenbiischel E’(A, B,C,e,) construiren. Diese Bestimmung 
des vierten Strahles e, ist behanatiiol auch dann noch linear ausfiihr- 
bar, wenn zwei von den festen Punkten A,B,C, imaginar und als 
Doppelpunkte zweier collinearer Punktreihen gegeben sind. Die Ge- 
rade e, schneidet die Gerade e in dem Punkte E,, der eindeutig be- 
stimmt ist, wenn die Gerade e, nicht mit e zusammenfallt. Ist der 
Punkt E’ wahrend der Bewegung nach F, gelangt, dann hat der Punkt 
D’ auf der Geraden d eine bestimmte Lage D, angenommen, welche 
wir erhalten, indem wir A,B,C,D,E, collinear ABCDE machen; 
die gesuchte Systemphase S, ist aber schon durch die vier Punkte 
A, B,C, E, gegeben. Aus dieser linearen Lésung der beiden Aufgaben 
folgen die Siitze 1, 1’ und I, I’, welche sich ihrer Form nach sehr 
unterscheiden, ihrem Inhalte nach aber im Wesentlichen iiberein- 
stimmen. 


1. Ein collinear -verdnderliches 1’. Ein collinear-verdnderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen  ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn drei System- wunbeweglich, wenn drei System- 
punkte fest und zwei Systempunkte | gerade fest wnd zwei Systemgerade 
geswungen sind, auf zwei festen | gezewungen sind, durch zwei feste 
Geraden zu bleiben. | Punkte zw gehen. 


I. Ein System S,, welches einem I’. Ein System ©,, welches 
ebenen System S collinear ist, ist | einem ebenen System € collinear 
im Allgemeinen bestimmt, wenn drei | ist, ist im Allgemeinen bestimmt, 
Paar homologe Punkte A, A, B,B, | wenn drei Paar homologe Gerade 
C,C, zwei Punkte DE in S und | aa, bb, cc, wet Gerade de in 
zwei Gerade de gegeben sind, auf | S und zwei Punkte DC gegeben 
denen resp. die homologen Punkte | sind, durch die resp. die homo- 
von DE liegen. logen Geraden von de gehen. 
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Fallen die beiden festen Geraden in einer Geraden, und reciprok 
die beiden festen Punkte in einem Punkt zusammen, so ergeben sich 
aus den Siitzen 1 und 1’ beziehlich die bekannten speciellen Sitze, 
welche wir nur der systematischen Vollstindigkeit wegen mit an- 


fiihren. 


1,. Ein collinear-veriinderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn drei System- 
punkte und eine Systemgerade fest 
sind. 


1,’. Ein collinear-veranderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn drei System- 


gerade und ein Systempunkt fest . 


sind. 


Durch eine analoge Specialisirung folet aus den Satzen I und I’: 
5 5 5 


I,. Ein System S,, welches 
einem ebenen System S collinear 
ist, ist im Allgemeinen bestimmt, 
wenn drei Paar homologe Punkte 


I. Ein System €,, welches 
einem ebenen System © collinear 
ist, ist im Allgemeinen bestimmt, 
wenn drei Paar homologe Gerade 


A, A, B,B, C,C, und zwei homo- 4,0, 6,6, cc, und zwei homologe 
loge Gerade 0,0 gegeben sind. Punkte A, A gegeben sind. 


Da alle in einer Ebene liegende affine Systeme die unendlich 
ferne Gerade selbstentsprechend gemeinsam haben, so folgt aus 1’, 
1,, 1,° und ferner aus I’, I,, I,’: 

1;. Ein affin-verinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn zwei Systemgerade fest und zwei Systemgerade 
gezwungen sind durch zwei feste Punkte zu gehen, 

1,. Ein affin-verinderliches ebenes System ist unbeweglich, wenn 
drei Systempunkte fest sind. 

1,’. Ein affin-veriinderliches ebenes System ist unbeweglich, wenn 
zwei Systemgerade und ein Systempunkt fest sind. 


~ 


I;. Ein System ©,, welches einem ebenen System © affin ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn zwei Paar homologe Gerade b,», 
tc, zwei Gerade de in © und zwei Punkte DE gegeben sind, durch 
die resp. die homologen Geraden von d¢ gehen. 

I,. Ein System S,, welches einem ebenen System S aftin ist, ist 
im Allgemeinen bestimmt, wenn drei Paar homologe Punkte A, A, 
B,B, C,C gegeben sind. 

I,’. Ein System ©,, welches einem ebenen System ©. affin ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn zwei Paar homologe Gerade b,b, 
c,¢ und zwei homologe Punkte A, A gegeben sind. 


Da alle in einer Ebene liegende ihnliche Systeme die beiden un- 
endlich fernen imaginiren Kreispunkte als selbstentsprechende Punkte 
besitzen, so ergeben sich aus den Siitzen 1, 1° und I, I’ beziehlich 
die folgenden speciellen Sitze: 
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1,. Ein ahnlich-verinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn ein Systempunkt fest ist, und zwei Systempunkte 
gezwungen sind auf zwei festen Geraden zu bleiben. 

1,’._ Ein ihnlich-verinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn ein Systempunkt*) fest ist, und zwei Systemgerade 
ant ce sind, durch zwei feste Punkte zu gehen. 

I,. Ein System S,, welches einem ebenen System S ahnlich ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn zwei homologe Punkte C,C, zwei 
Punkte DE in S und zwei Gerade de gegeben led, auf denen resp. 
die homologen Punkte von DE liegen. 

I,’. Ein System ©,, welches einem ebenen System © dhnlich ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn zwei homologe Punkte [,[, zwei 
Gerade be in © und zwei Punkte D€ gegeben sind, durch die resp. 
die homologen Geraden von de salle 


Es seien in einer Ebene drei Gerade cde und in einem collinear- 
veriinderlichen ebenen System S, finf Punkte A, B,C,D,E, gegeben, 
von denen die drei Punkte C,D,£, resp. auf den drei Geraden cde 
liegen. Auf der Geraden c nehmen wir noch zwei beliebige Punkte 
C,C, an und denken uns in der vorhin angegebenen Weise auf den 
Geraden d, e resp. die Punkte D,D,, E,E, bestimmt, so dass 
A, B,C,D,E, und A, B,C,D,E, homologe Punkte zweier Phasen S,, 
S, des collinear-verinderlichen ebenen Systems A,B,C, D,E, sind. 
Die beiden Systeme S,, S, haben ausser den beiden calbstnatageecbianilinn 
Punkten A, B,, die a imaginiir sein kénnen, noch einen reellen 
selbstentsprechenden Punkt, den wir mit [ bezeichnen wollen. Denken 
wir uns nun die Punkte D,E, einer Systemphase S, so bestimmt, 
dass die Punkte A,B,fC,D,E, resp. den Punkten A,B,C,D, £, 
homolog sind; dann liegen nach dem Satze B.) auch die Punkte D, E, 
beziehlich auf den Geraden de. Da nach dem Satze I eine Phase 
A,B,C,D,E, des Systems A,B,C,D,E, bestimmt ist, wenn die 
Punkte A,B,C, den Punkten A,B,C, homolog sind und die zu D, E, 
homologen Punkte D, EZ, resp. auf den Geraden de liegen, so sind die 
beiden Systemphasen S, und S, identisch. Demnach haben die drei 
Systemphasen S,S,S, ausser den beiden selbstentsprechenden Punkten 
A,B, noch den selbstentsprechenden Punkt [ gemeinsam und hieraus 
ergeben sich die Siatze: 

a. Sind zwei Systempunkte eines | a’. Sind” zwei Systemgerade 
collinear-verdnderlichen ebenen Sy- | eines collinear-verdnderlichen cbe- 
stems fest, und bewegen sich drei | nen Systems fest, und drehen sich 


*) Der reelle Schnittpunkt der beiden imaginiren selbstentsprechenden festen 
Geraden. 
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Systempunkte auf drei Geraden, so | 


ist noch ein dritter Systempunkt 
fest und alle beweglichen System- 
punkte erzeugen collineare gerade 
Punktreihen, von denen entspre- 
chende Punkte auf den drei durch 
die drei festen Punkte bestimmten 
festen Systemgeraden liegen, und 
alle beweglichen Systemgeraden um- 
hiillen Kegelschnitte, welche die 
festen Systemgeraden beriihren. 


drei Systemgerade um drei Punkte, 
so ist noch eine dritte Systemgerade 
fest und alle beweglichen System- 
geraden erzeugen collineare Strah- 
lenbiischel, von denen entsprechende 
Strahlen nach den drei durch die 
drei festen Geraden  bestimmten 
festen Systempunkten gehen, und 
alle beweglichen Systempunkte be- 
schreiben Kegelschnitte, welche die 
festen Systempunkte enthalten. 


Fiir ahnlich-veriinderliche Systeme ergiebt sich aus dem Satze a 
der folgende Satz: 

a,. Bewegen sich drei Systempunkte eines ahnlich-veriinderlichen 
ebenen Systems auf drei Geraden, so ist ein Systempunkt fest, alle 
beweglichen Systempunkte erzeugen iihnliche gerade Punktreihen und 
alle Systemgeraden umhiillen Parabeln. 

Liegt eine der festen Systemgeraden im Unendlichen, so folgt aus 
dem Satze a’ der specielle Satz: 

a,. Ist eine Systemgerade eines affin-verinderlichen ebenen 
Systems fest und drehen sich drei Systemgerade um drei Punkte, so 
ist noch eine zweite Systemgerade fest und alle beweglichen System- 
geraden erzeugen collineare Strahlenbiischel, von denen entsprechende 
Strahlen nach dem festen Schnittpunkt und den unendlich fernen 
Punkten der beiden festen Systemgeraden gehen, alle beweglichen 
Systempunkte beschreiben homothetische Hyperbeln, welche durch den 


festen Schnittpunkt gehen. 


8 3. 


Mittelst der Aufgaben 1, 1’ und der Siitze a, a’ gelangen wir zu 
der Lésung der folgenden Aufgaben: 


Aufgabe 2. Sechs Punikte 


ABCDEF eines collinear-ver- | 


dinderlichen ebenen Systems S sind 
gegeben, es soll eine Phase S' des- 
selben bestimmt werden, in der die 
homologen Punkte von AB resp. 
mit zwei gegebenen Punkten A' B' 
zusammenfallen und die homologen 
Punkte von CDEF resp. auf vier 
gegebenen Geraden cdef liegen. 


Sechs Gerade 
abc8ef eines collinear - verdnder- 
| lichen ebenen Systems © sind ge- 
| geben, es soll eine Phase S' des- 
selben bestimmt werden, in der die 
homologen Geraden von ab resp. 
mit zwei gegebenen Geraden a'b' 
zusammenfallen und die homologen 
Geraden von coef resp. durch vier 
gegebene Punkte ©CDEF gehen. 


Aufgabe 2’. 


| 
| 
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Wir nehmen auf der Geraden ¢ zwei Punkte C,C, beliebig an 
und bestimmen in der angegebenen Weise auf den Geraden de resp. 
die Punkte D,D,, E,E,, so dass A'B'C,D,E, und A'B'C,D, E£, 
homologe Punkte zweier Phasen S,, S, des collinear-verinderlichen 
Systems ABCD E sind; ferner bestimmen wir in diesen Phasen S,, S, 
die Punkte F'F',, die dem Punkt F in S homolog sind, und ziehen 
die durch F’, F, gehende Gerade f,,, welche die Gerade f in F' trifft. 
Bezeichnen wir ‘nun die Schnittpunkte, welche die durch A! B' gehende 
selbstentsprechende Gerade 4 der Phasen S,, S, mit den Geraden cdef, 
bildet, resp. mit C,D,E,F, und bestimmen wir auf den Geraden cde 
resp. die Punkte C'D'E', indem wir 


1C,C,C' K DD, D,D' K E,E, BE, E' 7K FF, F,F' 


machen, so sind nach dem Satze C.) A'B'C'D'E'F' die Punkte der 
gesuchten Phase S' des collinear-verinderlichen Systems S, von denen 
C'D'E'F' resp. auf den gegebenen Geraden cdef liegen; und diese 
Phase S' ist eindeutig bestimmt, wenn die Gerade f, nicht mit der 
Geraden f zusammenfillt. Da die Phase S' schon durch vier Punkte 
A'B'C'F" bestimmt ist, so geniigt es, nachdem der Punkt F' ge- 
funden ist, wenn wir nur noch den Punkt C! ermitteln, indem wir 


C,0,C,C! K FF, F,F' 
machen. Mit dieser linearen Lésung der Aufgabe 2 ist zugleich die 


lineare Lésung der reciproken Aufgabe 2’ gegeben, und wir erhalten 
demnach die Siitze: 


Ein collinear-vertnderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn zwei System- 
gerade fest und vier Systemgerade 
gezwungen sind, durch vier feste 
Punkte zu gehen. 


Il’. Ein System S', welches 
einem ebenen System S collinear 
ist, ist im Allgemeinen bestimmt, 


2. in collinear-verdnderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn zwei System- 
punkte fest und vier Systempunkte 
gezwungen sind, auf vier festen 
Geraden zu bleiben. 

Il. Ein System S', welches 


einem ebenen System S collinear 
ist, ist im Allgemeinen bestimmt, 












wenn zwei Paar homologe Punkte 
AA', BB', vier Punkte CDEF 
in S und vier Gerade cdef gegeben 
sind, auf denen resp. die homologen 
Punkte von CD EF liegen. 


wenn zwei Paar homologe Gerade 
a'a, b'b, vier Gerade chef in S 
und vier Punkte ©DEF gegeben 
sind, durch die resp. die homologen 


| Geraden von cdef gehen. 


Fallt ein Paar von den vier Geraden und reciprok ein Paar von 
den vier Punkten zusammen, so ergeben sich beziehlich die speciellen 


Satze: 
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2,. Ein collinear-verinderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn zwei System- 
punkte und eine Systemgerade fest, 
und zwei Systempunkte gezwungen 
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2,'. Ein collinear-verinderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn zwei System- 
gerade und ein Systempunkt fest, 
und zwei Systemgerade gezwungen 


sind, auf zwei festen Geraden zu 
bleiben. 


II,. Ein System S', welches 
einem ebenen System S collinear 
ist, ist im Allgemeinen bestimmt, 
wenn zwei Paar homologe Punkte 
A' A, B' B, zwei homologe Gerade 
y'y, zwei Punkte DE in S und 
zwei Gerade de gegeben sind, auf 
denen resp. die homologen Punkte 
von DE liegen. 


sind, durch zwei feste Punkte zu 
gehen. 


Il,’. Ein System G', welches 
einem ebenen System © collinear 
ist, ist im Allgemeinen bestimmt, 
wenn zwei Paar homologe Gerade 
ata, b'b, zwei homologe Punkte 
r'T, zwei Gerade de in © und 
zwei Punkte D€ gegeben. sind, 
durch die resp. die homologen Ge- 
raden von de gehen. 


Fiir affin-veriinderliche’ ebene Systeme ergeben sich aus 2’, 2,, 
2,/ und II’, Il,, Il,’ resp. die Siatze: 

2,. Ein affin-verinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn eine Systemgerade fest ist, und vier Systemgerade 
gezwungen sind, durch vier feste Punkte zu gehen. 

2,. Ein affin-veriinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn zwei Systempunkte fest und zwei Systempunkte 
gezwungen sind, auf zwei festen Geraden zu bleiben. 

2,. Ein affin-veriinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 

unbeweglich, wenn eine Systemgerade und ein Systempunkt fest ist, 
und zwei Systemgerade gezwungen sind, durch zwei feste Punkte zu 
gehen. 
' Il. Ein System ©', welches einem ebenen System © affin ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn zwei homologe Gerade 6'b, vier 
Gerade coef in S und vier Punkte CDC gegeben sind, durch die 
resp. die homologen Geraden von cdef gehen. 

Il,. Ein System S', welches einem ebenen System S affin ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn zwei Paar homologe Punkte A' A, 
B'B, zwei Punkte DE in S und zwei Gerade de gegeben sind, auf 
denen resp. die homologen Punkte von DE liegen. 

II,’. Ein System ©', welches einem ebenen System © affin ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn zwei homologe Gerade b'b, zwei 
homologe Punkte ['T, zwei Gerade de in G und zwei Punkte DE 
gegeben sind, durch die resp. die’ homologen Geraden von »¢ gehen. 


Fiir ahnlich-verinderliche ebene Systeme erhalten wir aus 2 und 
Il die Sitze: 
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2,. Ein ahnlich-verinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn vier Systempunkte gezwungen sind, auf vier festen 
Geraden zu bleiben. 

II,. Ein System S', welches einem ebenen System S ahnlich ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn vier Punkte CDEF in S und 
vier Gerade cdef gegeben sind, auf denen resp. die homologen Punkte 
von CDEF liegen. 


Hieraus folgt, wenn zwei Gerade in einer Geraden zusammen- 
fallen: 

2,. Ein abnlich-verinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn eine Systemgerade fest ist und zwei Systempunkte 
gezwangen sind, auf zwei festen Geraden zu bleiben. 

II,. Ein System S', welches einem ebenen System S dhnlich 
ist, ist im Allgemeinen bestimmt, wenn zwei homologe Gerade y', y, 
zwei Punkte DE in S und zwei Gerade de gegeben sind, auf denen 
resp. die homologen Punkte von DE liegen. 


Es seien in einer Ebene fiinf Gerade bedef und in einem col- 
linear-veriinderlichen ebenen System S' sechs Punkte A' B'C! D' E! F! 
gegeben, von denen die fiinf Punkte B'C'D'E'F" resp. auf den fiinf 
Geraden bedef liegen. Auf der Geraden b nehmen wir zwei beliebige 
Punkte B? B® an, und denken uns, wie eben gezeigt. wurde, auf den 
vier Geraden cdef resp. die Punkte C?C*, D?D*, E* E*, F*F® be- 
stimmt, so dass A'B’C?D°?E?F? und A'B'C* D®° E*F® homologe 
Punkte zweier Phasen S?S* des collinear-veriinderlichen ebenen Systems 
A'B'C'D'E'F' sind. Die beiden Systeme S'S? haben ausser dem 
selbstentsprechenden Punkt A! noch zwei selbstentsprechende Punkte 
BI, die auch imaginir sein kénnen. Denken wir uns nun die Punkte 
C,D,E,F, einer Systemphase S, so bestimmt, dass die Punkte 
A'BI BC, D, E, F, resp. den Punkten A'BP B'C' D' E' F' homolog 
sind; danu liegen nach dem Satze B.) auch die Punkte C,D,E,F, 
beziehlich auf den Geraden cdef. Da nach dem Satze II. eine Phase 
A' BC' D' E%F* des Systems A' B'C'D' E'F"' bestimmt ist, wenn 
die Punkte A! B® den Punkten ‘A'B' homolog sind und die zu 
C'D'E'F' homologen Punkte C*D*E*F*® resp. auf den Geraden 
edef liegen, so sind die beiden Systemphasen S* und S, identisch. 
Demnach haben die drei Systemphasen S'S? S* ausser dem selbst- 
entsprechenden Punkt A! noch zwei selbstentsprechende Punkte BIT 
gemeinsam und somit erhalten wir die Sitze: 


B. Ist ein Systempunkt eines B’. Ist eine Systemgerade eines 
collinear-vertinderlichen ebenen Sy- | collinear-verdnderlichen ebenen Sy- 
stems fest, und bewegen sich fiinf | stems fest, und drehen sich fiinf 
Systempunkte auf fiinf Geraden, so | Systemgerade um fiinf Punkte, so 
31 
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sind noch zwei andere Systempunkte | sind noch zwei andere Systemgerade 
fest, und alle beweglichen System- | fest, und alle beweglichen System- 
punkte erzeugen collineare gerade | gerade erzeugen collineare Strahlen- 
Punktreihen, von denen entspre- | biischel, von denen entsprechende 
chende Punkte auf den durch die | Strahlen nach den durch die drei 
drei festen Punkte bestimmten festen | festen Geraden bestimmten festen 
Systemgeraden liegen, und alle be- | Systempunkten gehen, und alle be- 
weglichen Systemgeraden umhiillen | weglichen Systempunkte beschreiben 
Kegelschnitte, welche die festen Sy- | Kegelschnitte, welche die festen Sy- 
stemgeraden beriihren.*) stempunkte enthalten. 


Fallen zwei der fiinf Geraden und zwei der fiinf Punkte zusam- 
men, dann folgen aus f, B’ beziehlich die Sitze: 


B,. Ist ein Systempunkt und | B,’. Ist eine Systemgerade und 
eine Systemgerade eines collinear- | ein Systempunkt eines collinear- 
veranderlichen ebenen Systems fest, | verinderlichen ebenen Systems fest, 
und bewegen sich drei System- | und drehen sich drei Systemgerade 
punkte auf drei Geraden, so sind | um drei Punkte, so sind noch zwei 
noch zwei aut der festen System- | durch den festen Systempunkt 
geraden liegendeSystempunktefest, | gehende Systemgerade fest, und 
und alle beweglichenSystempunkte | alle beweglichen Systemgeraden er- 
erzeugen collineare gerade Punkt- | zeugen collineare Strahlenbiischel 
reihen ete. | ete. 


Liegt eine feste Systemgerade im Unendlichen, dann erhalten wir 
aus 6’, B, und £B, beziehlich die folgenden Siitze: 


B;. Drehen sich fiinf Systemgerade eines affinen ebenen Systems 
um fiinf Punkte, so sind zwei Systemgerade fest und alle beweglichen 
Systemgerade erzeugen collineare Strahlenbiischel, von denen entspre- 
chende Strahlen nach dem festen Schnittpunkt und den unendlich 
fernen Punkten der beiden festen Systemgeraden gehen, und alle 


*) Nach diesem Satze giebt es fiir jeden Punkt der Ebene, den wir als 


festen Systempunkt betrachten, einfach unendlich viele collineare ebene Systeme, 
von denen fiinf Systempunkte beziehlich auf fiinf in einer Ebene gegebenen Ge- 
raden liegen; und in allen diesen Fii!len liegen dann alle nicht selbstentsprechende 
homologe Punkte auf Geraden. Demnach ist der folgende von Clebsch im 
VI. Bande dieser ,,Annalen“ 8. 205 mitgetheilte Satz falsch: ,,Bei allen Collinea- 
tionen, bet welchen die zu gegebenen fiinf Punkien gehdrigen Punkte auf gegebe- 
nen Geraden liegen, existirt immer noch ein sechster Punkt, dessen entsprechende 
Punkte stimmtlich auf einer Geraden liegen, und zwar wird der sechste Punkt und 
diese Gerade linear construirt.“ Da wir in der Ebene zweifach unendlich viele 
Pankte als feste Systempunkte annehmen kénnen und da zu jedem einfach un- 
endlich viele der genannten Systeme gehiren, so giebt es iiberhaupt dreifach un- 
endlich viele der genannten collinearen ebenen Systeme. 
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beweglichen Systempunkte beschreiben homothetische Kegelschnitte, 
welche den festen Punkt enthalten. 

B.. Ist ein Systempunkt eines affin-verinderlichen ebenen Systems 
fest und bewegen sich drei Systempunkte auf drei Geraden, so sind 
zwei durch den festen Systempunkt gehende Systemgerade fest, und 
alle beweglichen Systempunkte erzeugen aihnliche gerade Punktreihen, 
von denen entsprechende Punkte auf den beiden festen Systemgeraden 
liegen, und alle beweglichen Systemgeraden umhiillen Parabeln, welche 
die beiden festen Systemgeraden beriihren. 

B,'. Ist ein Systempunkt eines affin-veranderlichen ebenen Systems 
fest und drehen sich drei Systemgerade um drei Punkte, so sind zwei 
durch den festen Systempunkt gehende Systemgerade fest, und alle 
beweglichen Systemgerade erzeugen collineare Strahlenbiischel, von 
denen entsprechende Strahlen nach dem Schnittpunkt und den unend- 
lich fernen Punkten der beiden festen Systemgeraden gehen, und alle 
beweglichen Systempunkte beschreiben homothetische Kegelschnitte, 
welche den festen Systempunkt enthalten. 


g 4. 


Durch die Lésung der Aufgaben 2, 2’ und durch die Sitze B, B’ 
werden wir zu der Lésung der folgenden Aufgaben gefiihrt: 





Aufgabe 3. Sieben Punkte 
ABCDEFG eines collinear-ver- 
dinderlichen ebenen Systems S sind 
gegeben, es soll eine Phase S, des- 
selben bestimmt werden, in der der 
homologe Punkt von A mit dem ge- 
gebenen Punkt A, zusammenfallt, 
und die homologen Punkte von BC 
DEFG resp. auf sechs gegebenen 


Aufgabe 3’. Sieben Gerade 
abecdefg eines collinear -verdnder- 
lichen ebenen Systems © sind ge- 
geben, es soll eine Phase S, des- 
selben bestimmt werden, in der die 
homologe Gerade von a mit der ge- 
gebenen Geraden a, zusammenfallt, 
und die homologen Geraden bcdefy 
resp. durch die sechs gegebenen 





Geraden bedefg liegen. Punkie BEDEFE gehen. 


Wir nehmen auf der Geraden b zwei Punkte B' B® beliebig an 
und ‘bestimmen in der angegebenen Weise auf den Geraden cdef resp. 
die Punkte C'C?, D'D?, E'E?, F'F?, so dass A,B'C'D'E'F' 
und A,B?C? D? E*F? homologe Punkte zweier Phasen S'S? des col- 
linear-veriinderlichen Systems A BCDETS sind; ferner bestimmen wir 
in diesen Phasen S'S? die Punkte G'G?, die dem Punkte G in S 
homolog sind, und ziehen die durch G'G? gehende Gerade g,, welche 
die Gerade g in dem Punkte G, trifft, und construiren die linear be- 
stimmbare nicht durch den selbstentsprechenden Punkt A, gehende 
selbstentsprechende Gerade 4 der Systeme S'S*. Bezeichnen wir die 
Schnittpunkte, welche diese selbstentsprechende Gerade 4 mit den 
31* 
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Geraden bedefg,, bildet, resp. mit B,C, D,£,F,G, und bestimmen wir 
auf den Geraden bedef die Punkte B,;C;D,;E,;F,;, indem wir 
BB BB, KGC'OCCG KDD'DD, K REE? E, K FFF, 
A GaG'G’G, 
machen, so sind nach dem Satze C.) A,B,C,D,E,G, die Punkte der 
Phase S, des collinear-verinderlichen Systems S, von denen B,C, D, 
E, FG, resp. auf den gegebenen Geraden bedefg liegen, und diese 
Phase S, ist eindeutig bestimmt, wenn die Gerade g, nicht mit der 
der Geraden g zusammenfallt. Da die Phase S, schon durch vier 
Punkte A,B,C,G, bestimmt ist, so geniigt es, nachdem der Punkt 
G, gefunden ist, wenn wir die Punkte B,C, ermitteln, indem wir 
B,B' BB, K C,C'C?C, K GiG' GG, 
machen. Mit dieser linearen Lésung der Aufgabe 3 ist zugleich die 
lineare Lésung der reciproken Aufgabe 3’ gewonnen und somit ergeben 
sich die Siatze: 

3. Ein collinear-verdnderliches | 3’. Ein collinear -veriinderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen | ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn ein Systempunkt | unbeweglich, wenn eine Systemgerade 
fest ist, und sechs Systempunkte ge- | fest ist, und sechs Systemgerade ge- 
zwungen sind auf sechs festen Ge- | zwungen sind durch sechs feste 
raden zu bleiben. | Punkte zu gehen. 


ILI. Hin System S,, welches einem Ill’. Ein System GS,, welches 
ebenen System S collinear ist, ist | einem ebenen System S collinear ist, 
im Allgemeinen bestimmt, wenn | ist im Allgemeinen bestimmt, wenn 
zwei homologe Punkte A,A, sechs | zwei homologe Gerade a,a, sechs 
Punkte BCD EFG in S und sechs | Gerade bcdefg in S und sechs 
Gerade bedefg gegeben sind, | Punkte BEDEFEG gegeben sind, 
denen resp. die homologen Punkte | durch die resp. die homologen Ge- 
von BCUDEFG liegen. | raden von bcdefg gehen. 


Fallen 1, 2, 3 Paar Gerade in je einer Geraden und andererseits 
1, 2, 3 Paar Punkte in je einem Punkt zusammen, so erhalten wir 
beziehlich die folgenden speciellen Sitze. 


3, Ein collinear-verianderliches 3,- Ein collinear-verinderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen | ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn | unbeweglich, wenn 
a) ein Systempunkt und eine | a) eine Systemgerade und ein 

Systemgerade fest und vier Systempunkt fest und vier 

Systempunkte gezwungen sind Systemgerade gezwungen sind 

auf vier festen Geraden zu durch vier feste Punkte zu 


bleiben, gehen, 











ir 








b) ein Systempunkt und zwei 
Systemgerade fest und zwei 
Systempunkte gezwungen sind | 
auf zwei festen Geraden zu 
bleiben, 

c) ein Systempunkt und drei | 
Systemgeraden fest sind. (1,’.) | 


III,. Ein System S,, welches | 
einem ebenen System S collinear 
ist, ist bestimmt, wenn 

a) zwei homologe Punkte A, A, 
zwei homologe Gerade 6,8, 
vier Punkte CD EF in S und 
vier Gerade cdef gegeben sind, | 
auf denen resp. die homologen 
Punkte von CD EF liegen, 

b) zwei homologe Punkte A, A, | 
zwei Paar homologe Gerade 
6,8, yyy, zwei Punkte DE 
in S und zwei Gerade de 
gegeben sind, auf denen resp. 
die homologen Punkte von 
DE liegen, 

c) zwei homologe Punkte A,A 
und drei Paar homologe Ge- 
rade 8,8, y;y, 9,0 gegeben 
sind. (I,’.) | 


| 


| 


b) 


¢) 
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eine Systemgerade und zwei 
Systempunkte fest und zwei 
Systemgerade gezwungen sind 
durch zwei feste Punkte zu 
gehen, 

eine Systemgerade und drei 
Systempunkte fest sind. (1,.) 


IIl,’. Ein System ©,, welches 
einem ebenen System © collinear 
ist, ist bestimmt, wenn 


a) 


b 


~— 


zwei homologe Gerade a,a, 
zwei homologe Punkte B,B, 
vier Gerade chef in © und 
vier Punkte CDEF gegeben 
sind, durch die resp. die homo- 
logen Geraden von cdef gehen, 
zwei homologe Gerade a,a, 
zwei Paar homologe Punkte 
B,B, [,f, zwei Gerade de in 
S und zwei Punkte DE ge- 
geben sind, durch die resp. 
die homologen Geraden von 
de gehen. 

zwei homologe Gerade a,a 
und drei Paar homologePunkte 
B,B,1,T, 4,4 gegeben sind. 
(I,.) 


Fiir affin-verinderliche ebene Systeme folgen aus 3’, 3,, 3,’ und 


III’, Ill,, IL,’ beziehlich die Siitze. 


3;. Ein affin-veriinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn sechs Systemgerade gezwungen sind durch sechs 


feste Punkte zu gehen. 


3,. Ein affin-veriinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 


unbeweglich, wenn 


a) ein Systempunkt fest ist, und vier Systempunkte gezwungen 
sind auf vier festen Geraden zu bleiben, 


b 


~— 


ein Systempunkt und eine Systemyerade fest und zwei System- 


punkte gezwungen sind auf zwei festen Geraden zu bleiben, 
c) ein Systempunkt und zwei Systemgerade fest sind. 


3,. Ein affin-veriinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 


unbeweglich, wenn 
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a) ein Systempunkt fest ist und vier Systemgerade gezwungen 
sind durch vier feste Punkte zu gehen, 

b) zwei Systempunkte fest und zwei Systemgerade gezwungen 
sind durch zwei feste Punkte zu gehen, 

c) drei Systempunkte fest sind. 

III ‘. Ein System S,, welches einem ebenen System S affin ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn sechs Gerade bcdefg in S und 
sechs Punkte BEDEFG gegeben sind, durch die resp. die homologen 
Geraden von bcdefg gehen. 

IlI,. Ein System S,, welches einem ebenen System S affin ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn 

a) zwei homologe Punkte A,A, vier Punkte CDEF in S und 
vier Gerade cdef gegeben sind, auf denen resp. die homo- 
logen Punkte von CD EF liegen, 

b) zwei homologe Punkte A,A, zwei homologe Gerade £,£, 
zwei Punkte DE in S und zwei Gerade de gegeben sind, 
auf denen resp. die homologen Punkte von DE liegen, 

c) zwei homologe Punkte A,A, zwei Paar homologe Gerade 
B;B, yry gegeben sind. 

lll,’. Ein System ©,, welches einem ebenen System © affin ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn 

a) zwei homologe Punkte B,B, vier Gerade cdef in S und 
vier Punkte © DEF gegeben sind, durch die resp. die homo- 
logen Geraden von cdef gehen, 

b) zwei Paar homologe Punkte B,B, [,f, zwei Gerade de in 
S und zwei Punkte DE gegeben sind, durch die resp. die 
homologen Geraden von de gehen, 

c) drei Paar homologe Punkte B,B,I,, A, A gegeben sind. 

Aus 3,', b), c) und III,’, b), c) folgen fiir ahnliche ebene Systeme 
die Satze: 

3,. Ein ahnlich-verainderliches ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn 

a) eine Systemgerade fest ist, und zwei Systemgerade gezwungen 
sind durch zwei feste Punkte zu gehen, 

b) eine Systemgerade und ein Systempunkt fest ist. 

Ill,’. Ein System ©,, welches einem System © ihnlich ist, ist 
bestimmt, wenn 

a) zwei homologe Gerade a,a, zwei Gerade be in ©S und zwei 
Punkte DE gegeben sind, durch die resp. die homologen 
Geraden von de gehen, 

b) zwei homologe Gerade a,a, zwei homologe Punkte A,A ge- 
geben sind. 
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Es seien in einer Ebene sieben Gerade abcdefg und in einem 
collinear-veranderlichen ebenen System S, sieben Punkte A, B,C,D, 
E,F,G, gegeben, die beziehlich auf diesen Geraden liegen. Auf der 
Geraden a nehmen wir zwei beliebige Punkte A,, A,,,; an, und denken 
uns nach der vorhergegangenen Aufgabe 3. auf den sechs Geraden 
bedefg resp. die Punkte By By;, Cy Oy, Dy Diy, Eq En, Fu Fup 
Gy Gy, bestimmt, so dass A), By, Cy, Dy Ey Fy, Gy wd Apy By Cry 
Dry En Fix Gy, homologe Punkte zweier Phasen S,,, S,,, des collinear- 
veranderlichen Systems A,B,C,D,E,F,Gr sind. Die beiden Systeme 
S,, Sy, besitzen drei selbstentsprechende Punkte ABI, von denen auch 
zwei imaginaér sein kénnen. Denken wir uns nun die Punkte B,C, 
D, E, F,G, einer Systemphase S, so bestimmt, dass die Punkte 
ABI A, B.C, D, E,F,G, resp. den Punkten ABf A,B,C, D,E,F,G, 
homolog sind; dann liegen nach dem Satze B. auch die Punkte B,C, 
D,E,F,G~ beziehlich auf den Geraden bedefg. Da nach dem Satze 
Ill. eine Phase A,,, By; Cy Dy Ep Fy Gry es Systems A, B,C, D, E, 
F,G, bestimmt ist, wenn der Punkt A,,; dem Punkt A, homolog ist, 
und die zu B,C, D,E,F,G, homologen Punkte By, Cj, Dy Eq Fi Gay 
resp. auf den Geraden bedefg liegen, so sind die beiden Systemphasen 
S,,, und S, identisch. Demnach haben die drei Systemphasen S, S,, 8,,, 
drei gemeinsame selbstentsprechende Punkte ABI und daraus ergeben 
sich die Siatze: 


y. Bewegen sich sieben System- y's 


punkte eines collinear-verdnderlichen 
ebenen Systems auf sieben Geraden, 


Drehen sich sieben System- 
gerade eines collinear-verdnderlichen 
ebenen Systems um sieben Punkte, 






so sind drei Systempunkte fest, und 
alle beweglichen Systempunkte er- 
zeugencollineare gerade Punktreihen, 
von denen entsprechende Punkte auf 
den drei durch die drei festen Punkte 
bestimmten festen Systemgeraden 
liegen, und alle beweglichen System- 
geraden umhiillen Kegelschnitte, 
welche die festen Systemgeraden 
beriihren. 


so sind drei Systemgerade fest, und 
alle beweglichen Systemgerade er- 
zeugen collineare Strahlenbiischel, 
von denen entsprechende Strahlen 
nach den drei durch die drei festen 
Geraden bestimmten festen System- 
punkten gehen, und alle beweglichen 
Systempunkte beschreiben Kegel- 
schnitte, welche die festen System- 
punkte enthalten. 


Fallen in diesen Sitzen beziehlich 1, 2, 3 Paar Gerade in je einer 








Geraden und 1, 2,3 Paar Punkte in je einem Punkt zusammen, dann 
folgen hieraus die speciellen Sitze: 


y,- Bewegen sich von einem col- | 
linear-veranderlichen ebenen Sy- 
stem 


y;. Drehen sich von einem col- 
linear-verinderlichen ebenen Sy- 
| stem 
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a) fiinf Systempunkte auf fiinf | a) fiinf Systemgerade um finf 


Geraden und ist eine System- | Punkte und ist ein System- 
gerade fest, punkt fest, 

b) drei Systempunkte auf drei b) drei Systemgerade um drei 
Geraden und sind zwei System- Punkte und sind zwei System- 
gerade fest, punkte fest, 

c) ein Systempunkt auf einer | cc) eine Systemgerade um einen 
Geraden und sind drei System- Punkt und sind drei System- 
gerade fest, punkte fest, 


so sind drei Systempunkte fest und 
alle beweglichen Systempunkte er- 
zeugen collineare gerade Punkt- 
reihen etc. 


so sind drei Systemgerade fest und 
alle beweglichen Systemgeraden 
erzeugen collineare Strahlen- 
biischel etc. 





Liegt eine der festen Systemgeraden im Unendlichen, so folgt aus 
dem Satze y,: 


Y- Bewegen sich von einem affin-verinderlichen ebenen System 
a) fiinf Systempunkte auf finf Geraden , 
b) drei Systempunkte auf drei Geraden und ist eine System- 
gerade fest, 
c) ein Systempunkt auf einer Geraden und sind zwei System- 
gerade fest, 
so erzeugen alle beweglichen Systempunkte iihnliche gerade Punkt- 
reihen, welche von zwei festen Systemgeraden in entsprechenden Punkten 
getroffen werden und alle beweglichen Systemgeraden umhiillen Parabel, 
welche die beiden festen Systemgeraden beriihren. 
Fiir ahnlich-verinderliche ebene Systeme ergeben sich aus y,’, b), ¢) 
die Siatze: 
v3. Drehen sich drei Gerade eines aihnlich-verinderlich ebenen 
Systems um drei Punkte, so ist ein Systempunkt fest, alle System- 
gerade erzeugen congruente Strahlenbiischel und alle beweglichen 


Systempunkte beschreiben Kreise, welche durch den festen System- 
punkt gehen. 


y,- Dreht sich eine Systemgerade eines ‘hnlich- veriinderlichen 
ebenen Systems um einen Punkt und ist ein Systempunkt fest, so er- 
zeugen alle Systemgerade congruente Strahlbiischel und alle beweg- 
lichen Systempunkte beschreiben Kreise, welche durch den festen 
Punkt gehen. 


§ 5. 
Nach der vorangegangenen Vorbereitung kénnen wir nun auch 
mittelst der Aufgaben 3, 3’ und der abgeleiteten Siitze y, y’ die folgen- 
den Aufgaben lésen, welche das Hauptziel unserer Abhandlung bilden. 
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Aufgabe 4, Acht Punkte AB | 
CDEFG eines collinear-verénder- | 
lichen ebenen Systems S sind ge- 
geben, es soll eine Phase S, des- | 
selben bestimmt werden, deren ho- | 
mologe Punkte resp. auf acht ge- | 
gebenen Geraden abcdefgh legen. | 


Aufgabe 4. Acht Gerade abc 
defgh emes collinear-verdnderlichen 
ebenen Systems S sind gegeben, es 
soll eine Phase ©, desselben be- 
stimmt werden, deren homologe Ge- 
raden resp. durch acht gegebene 


Punkte UBEDEFGH gehen. 


Wir nehmen auf der Geraden a zwei Punkte A,A,, beliebig an 
und bestimmen nach der Aufgabe 3. auf den Geraden bedefg resp. die 
Punkte B,B,,, C,C,, D,Dy, E, Eq, Fy Fy, G,Gyz, 80 dass A,B,C, 
D, E, FG, wnd Ay, By Cy, Dy Eq Fy, Gy, homologe Punkte zweier Phasen 
S,S,, des collinear-verinderlichen Systems ABCDEFG sind; ferner 
bestimmen wir in diesen Phasen S,S,, die Punkte H, H,,, die dem Punkt 
H in S homolog sind, und ziehen die durch H,H,, gehende Gerade 
h,,, welche die Gerade h im Punkt H, trifft. Hierauf bestimmen wir 
auf den Geraden bedefg nach der Aufgabe 3 die Punkte B,C,D,E£, 
F,G,, so dass B,C, D,E,F,G,H, homologe Punkte einer Phase S, 
des collinear-veriinderlichen Systems BCD EF GH sind, und ermitteln 
den zu A homologen Punkt A, des Systems S,, der nach dem Satze y 
auf der Geraden a liegen muss. Dann ist S, die gesuchte Phase, deren 
acht Punkte A, B,C, D, E, F,G, H, resp. auf den acht gegebenen Ge- 
raden abcdefgh liegen. Aus dieser linearen Lésung der Aufgabe 4 
ergiebt sich zugleich die lineare Lésung der reciproken Aufgabe 4 
und wir crhalien demnach die Sitze: 











4. Kin collinear -verdnderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn acht System- 
punkte gezwungen sind auf acht 
festen Geraden zu bleiben. 


IV. Ein System S,, welches 
einem ebenen System S collinear 
ist, ist im Allgemeinen bestimmt, 
wenn acht Punkte ABCDEFGH 
in S und acht Gerade abcdefgh 
gegeben sind, auf denen resp. die 
homologen Punkte von ABCDE 
F'G H liegen. 


4’. Ein collinear - verdnderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn acht Systemge- 
rade gezwungen sind durch acht 
feste Punkte zu gehen. 


IV’. Kin System ©S,, welches 
eimem ebenen System © collinear 
ist, ist im Allgemeinen bestimmt, 
wenn acht Gerade abcdefgh m 
S und acht Punkte UBCDEF GH 
gegeben sind, durch die resp. die 
homologen Geraden von abcdefgh 
gehen. 


Fallen in diesen Siitzen beziehlich 1, 2, 3, 4 Paar Gerade in je 
einer Geraden und 1, 2, 3, 4 Paar Punkte in je einem Punkt zu- 


sammen, dann erhalten wir die folgenden speciellen Sitze: 
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4,. Ein collinear-verinderliches | 
ebenes System ist im Allgemeinen | 
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unbeweglich, wenn 


a) 


b 


— 


d) 


IV 


eine Systemgerade fest ist, 
und sechs Systempunkte ge- 
zwungen sind auf sechs festen 
Geraden zu bleiben, 

zwei Systemgerade fest und 
vier Systempunkte gezwungen 
sind auf vier festen Geraden 
zu bleiben, 

drei Systemgerade fest und 
zwei Systempunkte gezwungen 
sind auf zwei festen Geraden 
zu bleiben (1.), 

vier Systemgerade fest sind. 


, Ein System 8,, welches 


einem ebenen System S collinear ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn 


a) 


b 


— 


oO 
—_ 


d) 


zwei homologe Gerade a,«, 
sechs Punkte ABCDEFG 
in S und sechs Gerade bed 
efg gegeben sind, auf denen 
resp. die homologen Punkte 
von BCDEFG liegen, 
zwei Paar homologe Gerade 
a, «, B,B, vier Punkte CDEF 
in S und vier Gerade cdef 
gegeben sind, auf denen resp. 
die homologen Punkte von 
CDEF liegen, 

drei Paar homologe Gerade 
a,c, BB, yoy, zwei Punkte 
DE in S und zwei Gerade 
de gegeben sind, auf denen 


resp. die homologen Punkte | 


von DE liegen (I.), 
vier Paar homologe Gerade 


a a, ByB, yoy, 959 gegeben 
sind. 


| 
| 
Liegt eine feste Systemgerade im Unendlichen, so folgt aus dem 
Satze 4,: 


4,. Ein collinear- verinderliches 
ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn 

a) ein Systempunkt fest ist, und 
sechs Systemgerade gezwun- 
gen sind durch sechs feste 
Punkte zu gehen, 

b) zwei Systempunkte fest und 
vier Systemgeradé gezwungen 
sind durch vier feste Punkte 
zu gehen, 

c) drei Systempunkte fest und 
zwei Systemgerade gezwungen 
sind durch zwei feste Punkte 
zu gehen (1’.), 

d) vier Systempunkte fest sind. 


IV,’. Ein System ©), welches 
einem System © collinear ist, ist 
im Allgemeinen bestimmt, wenn 

a) zwei homologe Punkte A,A, 
sechs Gerade bcdefg in © 
und sechs Punkte BE DERG 
gegeben sind, durch die resp. 
die homologen Geraden von 
bedefg gehen, 
zwei Paar homologe Punkte 
A, A, B,B, vier Gerade cdej 
in S und vier Punkte CDF 
gegeben sind, durch die resp. 
die homologen Geraden cdej 
gehen, 


£ 


a 


drei Paar homologe Punkte 
A, A, B,B, Tf, zwei Gerade 
de in © und zwei Punkte 
D€ gegeben sind, durch die 
resp. die homologen Geraden 
von de gehen (I), 

vier Paar homologe Punkte 
A, A, B,B, I, Ff, 4,4 ge- 


geben sind. 


d 


— 








unk 
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4,. Kin affin-veriinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn 
a) sechs Systempunkte gezwungen sind auf sechs festen Ge- 
raden zu bleiben, 
b) eine Systemgerade fest ist, und vier Systempunkte gezwungen 
sind auf vier festen Geraden zu bleiben, 
c) zwei Systemgerade fest und zwei Systempunkte gezwungen 
sind auf zwei festen Geraden zu bleiben, 
d) drei Systemgerade fest sind. 
Fallen zwei homologe Gerade «&,« im Unendlichen zusammen, so 
ergiebt sich aus IV,: 


IV,. Ein System S,, welches einem ebenen System S affin ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn 

a) sechs Punkte BCDEFG in S und sechs Gerade bedefg 
gegeben sind, auf denen resp. die homologen Punkte von 
BCDEFG iiegen, 

b) zwei homologe Gerade £,8, vier Punkte CDEF in S und 
vier Gerade cdef gegeben sind, auf denen resp. die homo- 
logen Punkte von CDEF liegen, 

c) zwei Paar homologe Gerade B, 8, y,yv, zwei Punkte DE in 
S und zwei Gerade de gegeben sind, auf denen resp. die 
homologen Punkte von DE liegen, 

d) drei Paar homologe Gerade 6,8, y,7, 0,4 gegeben sind. 

Sind mm 4,’, b), c), d) zwei feste Systempunkte imaginir und fallen 
dieselben mit den unendlich fernen imaginiren Kreispunkten zusam- 
men, so folgt: 

4,’. Ein ahnlich-verinderliches ebenes System ist im Allgemeinen 
unbeweglich, wenn 

a) vier Systemgerade gezwungen sind durch vier feste Punkte 
zu gehen, 

b) ein Systempunkt fest ist, und zwei Systemgerade gezwungen 
sind durch zwei feste Punkte zu gehen, 

c) zwei Systempunkte fest sind. 

Sind in IV,’, b), ce), d) AJA, B,B imaginire selbstentsprechende 
Punkte und fallen dieselben beziehlich mit den beiden unendlich fernen 
imaginiren Kreispunkten zusammen, so ergiebt sich: 

IV,’. Ein System ©,, welches einem ebenen System iahnlich ist, 
ist im Allgemeinen bestimmt, wenn 

a) vier Gerade cbef in © und vier Punkte COEF gegeben 

sind, durch die resp. die homologen Geraden von cdef 
gehen, 
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b) zwei homologe Punkte [,f, zwei Gerade de in © und zwei 
Punkte DE gegeben sind, durch die resp. die homologen 
Geraden von de gehen, 

c) zwei Paar homologe Punkte [,f, 4,4 gegeben sind. 


Es ist nicht unsere Absicht die vielen geometrischen Beziehungen, 
welche sich durch einfache Combination aus unseren Darlegungen er- 
geben, hier anzufiihren und daher wollen wir nur noch die folgende 
kurz andeuten. 

Wenn sich sieben Punkte eines collinear-verinderlichen ebenen 
Systems auf sieben Geraden bewegen, so sind nach dem Satze y. drei 
Systempunkte PQR fest, von denen auch zwei imaginir sein kénnen, 
und nach dem Satze A. sind dann die sieben Geraden mit den auf 
ihnen liegenden Punkten einer Systemphase entsprechende Elemente 
in collinearen ebenen Systemen, welche die drei festen Systempunkte 
PQR als selbstentsprechende Punkte besitzen. Hieraus ergiebt sich 
der folgende Satz, neben dem man auch leicht den reciproken Satz 
niederschreiben kann: 

Sind ABCDEFG sieben Punkte, welche beziehlich auf sieben in 
einer Ebene befindlichen Geraden abcdefg liegen, so giebt es im All- 
gemeinen drei Punkte PQR, welche die Eigenschaft haben, dass die 
sieben Strahlenbiischel 


A(PQRa), B(PQRb), C(PQRc), D(PQRA, E(PQRO, 
F(PQRf), @(PQRg) 
collinear sind. 

Das von Herrn Chasles angeregte sogenannte Problem der Pro- 
jectivitét, welches von Herrn R. Sturm*) in umfassender Weise be- 
handelt worden ist, erhilt zunichst fiir die Ebene eine héhere Allge- 
meinheit und lautet: 

Zu zwei Gruppen von gleicher Anzahl zugeordneter Punkte einer 
Ebene zwei entsprechende collineare ebene Systeme zu finden, in denen 
homologe Gerade resp. durch zugeordnete. Punkte gehen. 

Wenn in jeder Gruppe acht Punkte gegeben sind, giebt es 
nach dem Satze IV’. unendlich viele Paare entsprechender Systeme, 
deren Lage und Gestalt noch ganz willkiirlich ist; daher muss sich, 
wenn die Aufgabe Bestimmtheit erlangen soll, die Anzahl der Punkte 
noch sehr erhéhen. Es fragt sich nun wie gross diese Anzahl Punkte 
ist, wie viel Paare entsprechender collinearer Systeme es giebt und 
welche gegenseitige Lage die durch die zugeordneten Punkte gehenden 
Geraden in den Systemen erhalten. 





*) Das Problem der Projectivitait etc. Mathem. Annalen Bd. I, 8. 533. 
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Constructive Ausfiihrung specieller Aufgaben. 


§ 6. 

Nach den vorangegangenen Darlegungen kénnen wir in den be- 
handelten acht allgemeinen Aufgaben die Construction des Resultates 
linear ausfiihren; wenn wir aber diese Aufgaben dadurch specialisiren, 
dass wir unendlich ferne Elemente in unsere Betrachtung aufuehmen, 
so ist die constructive Bestimmung des Resultates nur mittelst Lineal 
und Zirkel, beziehungsweise Parallelziehens, erreichbar, und daher 
erfordern die analogen Aufgaben fiir affin-veriinderliche und aihnlich- 
veranderliche ebene Systeme eine besondere Behandlung. 


Aufgabe 5. Sechs Punkte ABCDEF eines affin-verdnderlichen 
ebenen Systems S sind gegeben, es soll eine Phase S, desselben bestimmt 
werden, deren homologe Punkte resp. auf sechs gegebenen Geraden 
abcdef liegen. (Fig. 1, auf der beigegebenen Tafel.) 

Durch den Punkt F des gegebenen Systems ziehen wir die Ge- 
raden FC, FD, welche die Gerade AB resp. in den Punkten y, 0 
treffen, ferner verlingern wir die Geraden EF’, ED, welche die Ge- 
rade. A B beziehlich in den Pankten ¢, € schneiden. Auf den Geraden 
abf nehmen wir resp. die Punkte A,B, fF” als homologe Punkte von 
ABF beliebig an, und machen y,0,A,B,co ydAB. Bewegt sich 
der Punkt I’ auf der Geraden f, waihrend A,, B, fest sind, so bleiben 
alle auf der Geraden A,B, liegenden Punkte des affin-verinderlichen 
Systems A, B, F’ fest und alle beweglichen Systempunkte beschreiben 
Gerade, welche zu f parallel sind. Auf der Geraden y,F” machen 
wir y, FC’ cw y FC, fihren C’C, parallel f, ziehen durch den Schnitt- 
punkt C,, welchen diese Parallele mit ¢ bildet, die Gerade y,C,, die 
f in F, trifft. 

Dann liegen die vier Punkte A, B,C, F, einer Phase S, des Systems 
S resp. auf den vier Geraden abcf. Ferner bestimmen wir in S, den 
Punkt D,, der D entspricht, indem wir 6, FD, co 0FD machen. 

Hierauf nehmen wir wieder auf den Geraden ab beziehlich die 
Punkte A,B, beliebig an, machen y,0,A,B, co yO AB, bestimmen 
in gleicher Weise mittelst y,, 0, die Punkte C,/’,D,; und schliesslich 
nehmen wir zum dritten Male auf a,b resp. die Punkte A,B, beliebig 
an, machen 7,0,A,B,co yd AB und bestimmen mittels y,, 0, die 
Punkte C, F; D,. 

Wir ziehen dann die Geraden D,D,, D,D,, D,D,, welche die 
Gerade d resp. in den Punkten D*, D', D? treffen, und bestimmen 
auf den Geraden abf resp. die Punkte A'A?, B'B*?, F'F? und con- 
trolweise die Punkte A’, B*, F'%, so dass 
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A,A'A, co B,B'B, ~ F,F'F, co D,D'D,, 
A, A*A, ~ BBB, cw F,F?F, co D,D* D,, 
A, A°A,~ B, BB, cw F, FF, cw D, DD, 
ist. 

Hierauf machen wir: 

HABE wo 2? ABE cw & A BE co cABE 
und ziehen die Geradenpaare «'F', ¢'D'; &F?, @D?; &F3, 6D, 
welche sich beziehlich in den Punkten EH! FE? E* schneiden. 

Denken wir uns noch die Punkte C'C?C®* construirt, ohne die 
Construction wirklich auszufiihren, dann liegen die fiinf homologen 
Punkte A' BIO DF', ABCD F?, A’ BC% D3 F® der drei mit 
ABCDF affinen Systeme resp. auf den Geraden abcdf und nach 
dem Satze y,, a) befinden sich auch EF! E? E* auf einer Geraden 
€,, welche die Gerade e im Punkte E, schneidet, und da die Gerade 
e, durch zwei Punkte E' E* bestimmt ist, so bildet der dritte Punkt 
E® eine Controle fiir die Richtigkeit der Zeichnung. Bestimmen wir 
nun auf den Geraden ab die Punkte A,, B,, indem wir A'A,A? 
~ BB, B co E'E, E* machen, so ist nach Specialisirung des Satzes 
C.) durch die Punkte A,B,E, die gesuchte Phase S, des affin-ver- 
iinderlichen Systems S bestimmt, deren Punkte A, B,C, D,E,F, .resp. 
auf den Geraden abcdef liegen und wir erhalten die Punkte (,D,, 
indem wir A,B,C,D,£,F, affin ABCDEF machen. Die Phase S, 
ist hiernach eindeutig bestimmt, wenn die Gerade e 
Geraden e zusammenfiallt. 

Aufgabe 5. Sechs Gerade abcdej{ eines affin-verdnderlichen ebenen 
Systems ©S sind gegeben, es soll eine Phase ©, desselben bestimmt 
werden, deren homologe Geraden resp. durch sechs gegebene Punkte 
ABED EF gehen. 

Diese Aufgabe kann indirect in folgender Weise durch die vor- 
hergehende Aufgabe gelést werden. Wir construiren auf den sechs 
Geraden abcdef resp. die sechs Punkte 2°S° €°D° °F", so dass diese 
den gegebenen Punkten ASCO CF affin entsprechen, und bestimmen 
hierauf die Geraden ay by Cy dp eq fy, Indem Wir ay boty do to fy ABE... affin 
abcdefA°B°C®... machen. 


, nicht mit der 


§ 7. | 

Aufgabe 6. Vier Punkte ABCD eines dhnlich-verdnderlichen 

Systems S sind gegeben, es soll eine Phase S, desselben bestimmt werden, 

deren homologe Punkte resp. auf vier gegebenen Geraden abcd liegen 
(Fig. 2). 

Um diese Aufgabe in allgemeiner Form zu lésen, nehmen wir 

auf zweien der gegebenen Geraden, etwa auf a und b beziehlich die 

Punkte A,B’ beliebig an und machen A, B’C’ co ABC. Bewegt sich 











a. = @ 2.4 2, fe 
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B auf b, wahrend A, auf a fest bleibt, so beschreibt der Punkt C’ 
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des ahnlich-verainderlichen Dreiecks A,B’C’ eine Gerade C’C,, welche 
e in einem Punkte C, trifft und deren Richtung wir erhalten, wenn 
wir ~ C,C’A, = x bB'A, machen. Bestimmen wir den Punkt D,, 
so dass A,C,D, co ABC ist, und denken wir uns noch den auf } 
liegenden Punkt B, ermittelt, so dass A,B,C,co ABC ist, ohne 
diese Construction auszufiihren; dann ergiebt sich, dass von dem mit 
ABCD ihnlichen System A, B,C,D, die drei Punkte A,B,C, resp. 
auf den Geraden abc liegen. Dieselbe Construction wiederholen wir 
noch einmal, indem wir wieder auf den Geraden a, b resp. die Punkte 
A,, B’ beliebig annehmen, das Dreieck A,B’C” co ABC, den 
Winkel C,C” A, = <x bB” A, und A,C,D, co ACD machen. Hierauf 
ziehen wit die Gerade D,D,, welche die Gerade in dem Punkt D, 
schneidet, bestimmen die Punkte A,, B,, C,, resp. auf den Geraden 
abe, so dass 
A, A, A, © B, BB, ~ €, 0,0, ~ D, DD, 

ist, dann ist nach Specialisirung des Satzes C.) A, B,C,D,co ABCD 
und folglich giebt es, wenn die Gerade D, D, nicht mit der Geraden 
d zusammenfallt, nur ein einziges mit ABCD ithnliches ebenes System 
A, B,C,D,, dessen vier Punkte beziehlich auf den vier Geraden abcd 
liegen. Es geniigt auch, wenn wir nur A,A,A, co D,D,D, machen, 
denn durch die zwei Punkte A,, D, ist das gesuchte ahnliche System 
S, schon bestimmt, und wenn wir dann A, B,C,.D, co A BCD machen, 
so miissen auch die beiden anderen Punkte B,C, resp. auf den beiden 
Geraden b, ¢ liegen. 

Die eben ausgefiihrte Construction vereinfacht sich, wenn wir in 
Fig. 3 den Punkt A, in den Schnittpunkt der beiden Geraden a, b 
legen; wir erhalten dann den auf ¢ liegenden Punkt C,, indem wir 
<x C,A,b =< CAB machen. Ferner legen wir avch den Punkt B, 
in den genannten Schnittpunkt, bestimmen < a B,C, = < ABC und 
machen A,C,D, co ACD und B,C,D, ~ BCD. Hierauf ziehen 
wir die Gerade D,D,, welche d in D, trifft und bestimmen auf der 
Geraden ¢ den Punkt C), so dass C,C,C, co D, D,D, ist, dann sind 
C,D, zwei der gesuchten Punkte, durch welche das mit ABCD 
iihnliche Viereck A,B,C,D, bestimmt ist. 

Diese Construction des Punktes D, ist schon von Newton*) aus- 
gefiihrt; den zweiten Punkt C, bestimmt Newton aber durch Ver- 


-mittelung eines iihnlich-veriinderlichen Dreiecks, welche nach unserer 


Betrachtung sich allgemeiner in folgender Weise gestaltet. Wir nehmen 


auf der Geraden a einen beliebigen Punkt A’ an, machen D,A‘’C’ 
co DAG, ziehen C’C, so dass x C,07D, = aA’ D, ist. 


*) Philosophiae naturalis principia mathematica. MDCCLX, p. 256, 
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Eine andere einfache Construction ergiebt sich, wenn wir in Fig. 4 
wieder A, in den Schnittpunkt der Geraden a,b, und C, in den 
Schnittpunkt der Geraden 6b, c legen, dann < C,A,b = < CAB und 
xA,C,b = x ACB machen, ferner D,, D, so construiren, dass die 
beiden Dreiecke A,C,D, und A,C,D, dem Dreieck ACD ihnlich sind 
und die Gerade D, D, ziehen, welche d im Punkte D, trifft. Auf den 
Geraden a und ¢ erhalten wir die Punkte A,, C,, indem wir A, A, A, 
om C,C,C, co D,D,D, machen und der vierte auf b liegende Punkt 
B, ergiebt sich dadurch, dass A, B,C, D, co ABCD ist.*) 

Fiir den speciellen Fall, wenn die vier Punkte ABCD, wie in 
Fig. 5 in einer Geraden liegen, vereinfachen sich alle diese Con- 
structionen ganz besonders, und wir wollen nur noch die folgende 
ausfiihren. 

Wir machen auf der Geraden 6, welche a und ¢ resp. in A, und 
C, trifft, A,C,D, co ACD, und auf der Geraden a, welche b, c resp. 
in B,, C, schneidet , B,C, D, co. BCD, dann bestimmt die Gerade D, D, 
auf d den Punkt D,. Nehmen wir nun auf dieser Geraden D, B, A, 
C2 DBA und ziehen A, A, parallel b, so erhalten wir den Punkt A), 
der mit D, verbunden die gesuchte Gerade liefert, auf der A,B,C, D, 
© ABCD ist. Controlweise kénnen wir auch noch den auf D,D, 
liegenden Punkt D, bestimmen, wenn wir A, B,D, co ABD machen, 
und hieraus folgt dann beiliiufig bemerkt der bekannte Satz des 
Menelaus von Alexandrien, dass 

A, D,-B,D,-C,D, _ 
D,B, D,C;- D, A; 
ist. : 

Aufgabe 6. Vier Gerade abcd eines dihnlich-verdnderlichen ebenen 
Systems S sind gegeben, es soll eine Phase ©, desselben bestimmt wer- 
den, deren homologe Geraden resp. durch vier gegebene Punkte UBCD 
gehen. 

Eine indirecte Lésung dieser Aufgabe ist in dem Vorhergehenden 
enthalten; denn wir brauchen nur auf den Geraden abcd beziehlich 
die Punkte %°S°C’D® co ABED zu bestimmen und dann die Figur 
Xp boty d, AB... dhnlich abcdbW°B°... zu machen, dann ist durch die 
Geraden a,b, ¢,d, die gesuchte Phase ©, gegeben. 

Eine directe Lésung dieser Aufgabe kénnen wir aber auch leicht 
in folgender Weise ausfiihren. In Fig. 6. sind ABCD die gegebenen 
Punkte und abcd die gegebenen Geraden des ahnlich-verinderlichen 
Systems ©, welche sich in den Punkten HJ KL schneiden. Wir be- 
schreiben itiber 28 als Sehne einen Kreis h, der des Winkels a Hb 


*) Eine sehr umstindliche Lisung und Construction dieser Aufgabe ist von 
Herrn Laisant in seiner Uebersetzung der ,,Exposition de la méthode des 
équipollences par Bellavitis. Paris 1874 gegeben. 
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fahig ist, ziehen vou einem beliebigen Peripheriepunkt H, die Geraden 
a,b, nach & und B, ferner von € die Gerade €J,, so dass der Winkel 
CI, H, = x cJb ist und machen H, I, K,L,c0o HIKL. Durch diese 
gleichsinnige Aehnlichkeit ist dann der Kreis h, sowie der Punkt K, 
eindeutig bestimmt. Bewegt sich der Punkt H, auf dem Kreis h, 
wihrend die drei Geraden a,,c, des aihnlich-veriinderlichen Systems 
a,6,¢,d, beziehlich durch die drei festen Punkte ABC gehen, so be- 
schreibt auch J, einen durch die Punkte %, © gehenden Kreis 7, und 
denken wir uns die Gerade H,K, gezogen, so dreht sich dieselbe 
wihrend dieser Bewegung um den zweiten Schnittpunkt, welchen sie 
mit dem Kreis h bildet. Gelangt der Punkt H, in den Schnittpunkt 
Q der beiden Kreise h, i, dann schrumpft das ithnlich-veranderliche 
Punktsystem H, J, K,Z, in den Punkt 2 zusammen. Demnach drehen 
sich alle Systemgerade des ahnlich-veriinderlichen Systems um feste 
Punkte und alle beweglichen Systempunkte desselben bewegen sich 
auf Kreisen, die durch den Punkt 2 gehen. Diese hiermit begriindete 
Beziehung ist auch durch Satz y,. gegeben. Beschreiben wir den 
Kreis k, der durch die Punkte K,Q@€ geht und der andererseits die 
Gerade », oder K,Z, im Punkt A schneidet, so ist A der feste Punkt 
um den sich die Gerade d, dreht. Ziehen wir hierauf die Gerade AD, 
welche den Kreis / in K, trifft, ferner K,€, die dem Kreis i in J, 
begegnet, so ist durch die Punkte K,J, das mit HIKL ihnliche 
System H, I,K, L,, dessen Geraden ay bycydy resp. durch ABCD gehen, 
bestimmt, und durch die Gerade SJ, ergiebt sich der Punkt H, auf 
dem Kreis h, durch die Gerade H,Y% der Punkt LZ, auf der Geraden 
dy. Das Resultat unserer Lésung ist hiernach eindeutig bestimmt, 
wenn der Punkt A nicht mit D zusammenfiallt. Liegt der Punkt D 
auf der Geraden AQ, dann schrumpft das ahnlich-verinderliche Punkt- 
system in den Punkt 2 zusammen und die Geraden a,6,c)d, schneiden 
sich im Punkt Q. 


Mathematische Annalen. XIV. 








Ueber Integration und Differentiation infinitarer Relationen. 


Von 
P. pu Bors-Reymonp in Tibingen. 
. 


Wenngleich ich binnen Kurzem die elementaren Rechnungsregeln 
des Infinitarcalciils eingehend zu begriinden und namentlich den Giiltig- 
keitsbezirk der neuen Rechnungsart schirfer abzugrenzen Veranlassung 
haben werde, so moéchte ich doch sogleich eine unlingst erschienene 
Mittheilung des Hrn. Stolz iiber Grenzwerthe von Functionsquotienten *) 
durch einige Bemerkungen von meinem Standpunkte aus vervollstiindigen. 

Hr. Stolz beschiftigt sich zwar eben mit dem Grenzwerthe eines 


f(x) 


Bruchs ola)” dessen Argument x unendlich wird, wihrend diese Grenz- 
werthe, wie ich ausdriicklich erkliirt habe**), nicht Gegenstand des 
Infinitarcalciils sind. Indessen lassen sich die Methoden, welche ich 
einmal angab***), mit Leichtigkeit dazu verwenden, dass man auch die 
f(x) f (x 
p(x) gp (x 
und zwar unter entschieden weniger beschriinkenden Voraussetzungen, 
als bei Hrn. Stolz, dessen Satz iiber die Gleichheit der Grenz- 


‘(a+h) — f (x) (x) a er 
werthe von / + / und 1 mir iibrigens vollkommen neu 
g(x+h)— (x) @ (x) c 


Grenzwerthe der Briiche " mit einander vergleichen kann, 


war, und den er durch geschickte Benutzung eines von Cauchy zu 
iihnlichem Zwecke ersonnenen Kunstgriffs beweist. Auch ich glaube, dass 
dieser Satz in der Reihentheorie zu verwerthen sein wird, wie ich auch 
schon weiter unten davon eine anderweitige Anwendung mache. 


L. 


Integration der infinitiren Relationen. 


Die infinitiiren Relationen zwischen zwei Functionen wu = f(z), 
v = (x) sind: 


*) Ueber die Grenzwerthe der Quotienten, diese Annalen Bd. XIV, p. 231. 
) Sur la grandeur relative des infinis des fonctions, Annali di Matematica, 
Ser. II, Tom. IV, p. 338. 

***) Diese Annalen Bd, XI, p. 373, Anm. 
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ucov (sagt aus: lim = ist weder Null noch unendlieh), 





‘ uw -:- jae . ‘ 
u>v | (sagt aus: lim | ist positiv unendlich oder negativ 


9 
= ; M we 3 
vo<u | unendlich und lim — ist Null). 
Entsprechend schreibe ich wu < 1 statt limw —0O, und u>1 statt 
lim u = + oo oder = — ov. 
Suchen wir zuniichst méglichst allgemeine ausreichende Bedingun- 
gen fiir die Integration der Gleichheit 
uUrv 
P ——— +. . uu " Ts 
unter der Annahme vu, v= 1. Es sei ~=w=y(x). Wir haben 
a dann: 
x x 
“J : 5 
Jude= Jowde, 
$ e ° 
a a 
le . . . . . . 
F wenn ich, wie auch sonst in meinen Abhandlungen, die Integrations- 
: veriinderliche mit « bezeichne. Weiter wollen wir festsetzen, dass im 
‘9 2 q 
na alle «<1 j 
Z- ’ Jude Y 1 
es a 
sh und fiir = oo nie unbestimmt sei. Endlich soll v von « =a an 
1e sein Zeichen nicht iindern. 
n, Dann ist, falls w co 1, auch 
n, 5 
Z- foae Y 1 
Pu a 
a und in beiden Fillen hat man: 
ss x z 
ch f ude OO Jode 
a a 
x x 
als Folge von «cov. Doch der Fall fu da ro fode oO 1 hat kein 
a a 
Interesse, sondern unter der Annahme uw cov <1, muss, im Falle 
)» n 
J uda 
a 
Bl. endlich und bestimmt ist, 
ca, Ps 
fude <i 
e 
x 
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eingefiihrt werden. Unter Benutzung von w findet man gleichfalls 


io) nD 


ude 0 fede. 
Der Satz lautet also: 


Wenn die Functionen u, v den Relationen 
u,v = 1, unrv 


geniigen , wenn von einem Werth von x anv sein Zeichen nicht wechselt, 


und im Falle u~< 1 
Jf udaD 1 


a 
ist, hat man: 


x zx 
Jude OO J vida, 
e e 

a a 


oder, fa. lies einen Sinn hat: 
% : 
ude wf vda. 
x =z 


2. 
Vergleichung der Grenzwerthe der Quotienten der Functionen mit 


denen ihrer Integrale. 


Es ist leicht zu zeigen, dass, wenn man noch die Bedingung 


. tee . u . . ° 
hinzufiigt: lim (“ = i) = v()) soll bestimmt sein, sich 


J D 
fuda Juda 
lim -“_—— = lim + oder lim *~—~ = lim> 
foda joda 
a zx 


unter den nimlichen Bedingungen fiir u und v, wie oben, ergiebt. 
Denn setzen wir zuniichst 


2) 


: 4 
Jude = | vwde, 
x x 


oder, weil v» positiv angenommen wird: 


o ao 


Jude = vie) fode, r<iE<o, 


x 








so 


Ist 


ge 








lt, 


ny 
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so folgt aus der Bestimmtheit von (x) co 1: 
fi ude 


@o 
foda 
z 


lim = lim < = (00). 


Ist weiter ude > 1, wu wird statt 


2 zx 
Jude = [vwde 
a . 


a 


geschrieben: 


fete = | fowde — 6 fae} 7 6@ ode, r<t<z, 


so kénnen wir x so langsam zugleich mit x unendlich werden lassen, 


zx 
7 


dass der Term in der Klammer beliebig weit hinter J vac zuriick- 


a 


bleibt, woraus abermals folgt: 
J ‘ude 
lim “——— = lim ~ = y(0o), 


# 
Joda 
a 


wie behauptet wurde. 

Es lassen sich die Bedingungen fiir diesen Satz noch etwas er- 
weitern. Da ich davon gelegentlich eine Anwendung machen werde, 
so will ich noch zeigen, inwiefern. 

Aus 


a) nD 
. 


Jude = Jowde 


C) 


‘folgt, im Falle ode absolut convergent ist, 


fuda= ve) [rae + ve) f ude, <8, &<@, 


wo v, und v, die bei meinen Untersuchungen ofter angewandten 
Componenten von v sind, von denen v, gleich v oder gleich Null ist, 
je nachdem v positiv oder negativ ist, und v, etc. Wenn also der 
Limes yon 
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2 
Ji caer2dae 


zx - = l " 
foda 
so gilt der Satz gleichfalls. 
Die Vergleichung des lim oe) mit dem lim tS 


Handelt es sich nun um die Vergleichung des Limes des Quotien- 


"(x) ° ° P e . ° 
ten cs zweier Functionen mit dem Limes des Quotienten ihrer Ab- 
| ‘ * (a0) 7 - ‘ “qe 
| leitungen r y» 80 ergiebt sie sich ohne Weiteres aus dem Vor- 
» (Zz 
stehenden. 
Ist zuniichst f(2) co p(x) <1, so setze man z. B.: 
zr 
: 
f(z) + ¢= Ir (a)de; 
e 
also 
x 
Cc = ff (ade, 
. 
und 


f(x) = fr de. 


Falls f(x) co g(x) > 1, setzt man: 
f(z) +¢ =Jf' (ade, 


p(t) +e, = | ¢' (ede, 


und aus 


fix)+e _ f(a) fy _ C, 4 c 
p(x) + ¢ p(x) \ p+e J p+ 
“") te . 
folgt, dass M(@)+¢  yq £@) genselben Limes haben. 
Pp \x) + Cy Px) 


Es ergiebt sich also der Satz: 


Wenn man sugleich f(z) und (x) > 1 oder <1 hat, und 
f («) 
p (x) 


lim bestimmt ist, wenn endlich einer der Differentialquotienten 





f' 


we 
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[' (x), p(x) von einem Werthe von x an sein Zeichen nicht mehr 
wechselt, ist stets 

f (a) 

gp (x) 


lim f(z = lim 


4. 
Die Integration infinitérer Ungleichheiten. 


Die Fille 
u>v, 
bei denen sein kann: 
e>1, v>l, 
gatd eth, 
‘. = OQ 
u>i1, oY, 


erledigen sich ganz tihnlich wie die Fille «cov. Z. B. giebt im Falle 


u, v>1 die Relation «> v 


r x x 


Jude = fowde + w(é 


) 
2 e 
a a % 


mig z , | Jode | 


a Jowde + wig) f ode | = 
e e 


ae 
« a J vida 
a 


In den Fallen w<1, v<1 und w>J, v1 hat man zu unter- 


L 
. 


scheiden, ob f ode endlich oder unendlich ist, worauf Alles wie oben 


. * _ . ‘ . . ‘ (x) 
sich ergiebt, und fiir die Gleichheit der Grenzwerthe von ne und 

: tes 
[\@) mit den obigen gleichlautende Bedingungen gefunden werden. 
p (x) ? P 


Die Differentiation der infinitéren Relationen. 

So viel iiber die Integration der infinitiiren Relationen. Ihre Dif- 
ferentiirbarkeit anlangend, so ist die Aufgabe, sie befriedigend allge- 
mein zu begriinden, viel schwieriger, aber auch ungleich wichtiger als 
die im Vorstehenden behandelte Aufgabe hinsichtlich der Integration. 
Das Problem ist dieses: 

d Wenn die Relation u © v vorliegt und im Falle u co v der 


. U . . . a e mes . 
lim — bestimmt ist, so soll ein Kennzeichen dafiir aufgestellt werden, ob 
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. u’ . ° . , ’ 
lim = bestimmt ist oder nicht, und es soll w LY v 


Y v' im Falle des be- 


’ 


° . u . 
stimmten lim pr machgewiesen werden. 


y) 

Durch Beispiele iiberzeugt man sich leicht, dass man es hier mit 
einer verwickelten Aufgabe zu thun hat. Als die Idee von den In- 
finitirtypen der Functionen mich auf den Plan des Infinitircalciils 
brachte, habe ich wohl hie und da iiber jenes allgemeine Problem nach- 
gedacht. Indessen zogen mich doch die Ergebnisse der neuen Rech- 
nungsart zu sehr an, als dass ich der Erweiterung ihrer Grundlage 
meine Anstrengung dauernd hitte widmen mégen, und ich zog es da- 
her vor, den Calciil nur auf Functionenarten anzuwenden, wo er sicher 
gilt, und seine Anwendbarkeit leicht zu beweisen ist, ich meine auf 


Ma 
in 2, lx, lla,--- e*, e& , +--+ algebraisch, logarithmisch, exponentiell 


zusammengesetzte Functionen mit reellen Wurzeln und Logarithmen*),. 
Aus den eingangs erwiihnten Sitzen des Hrn. Stolz, die Grenzen 


fats — fe und f(#) betreffend, lasst sich aber leicht eine 
(x-+h) — p(x) 9 (x) 


besondere Lésung des aufgestellten Problems ableiten, welche die eben 
gekennzeichneten Functionen sichtlich einschliesst, aber insofern allge- 
meiner ist, als sie Functionen mit unendlich vielen-Schwankungen nicht 
grundsitzlich ausschliesst. 


von 


Ist nimlich fiir jeden noch so klemen Werth von h: 


Been eee 


(: } } (&) 
y(x+h) — o(x) 


p(x) ’ 
so giebt es auch hinreichend langsame das Zunehmen von « beglei- 
tende Abnahmen von / der Art, dass 





= lim,—. 





i f(@+h)— f(x) _ ). f(a) 
limz= x, =o =a“ peg ~ lim aaa 
sei**), Nun setzen wir: 
f(a+h)— f(") _ f' (w) +hf"(&) ”- an 
p(a+h)—o(x) p(x) + he" (&) ’ <b, <ath, 


Unter der Annahme, dass fiir beliebig kleine Werthe von A: 


P'(@+) oy 1 B(@+4) op 1 
f(x) — @ (x) = 
sei, folgt: 


*) Annali di Matematica, Ser. Il, Tom, IV, p. 344 


**) Zwei Siitze iiber Grenzwerthe von Functionen zweier Verinderlichen. 
Diese Annalen Bad, XI, p. 145. 
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ie: L(@+h) — f(a) =lim i. lime, =x a 
w= 0, 1=0 “Oe -Eh) — @ (a) @ (x) mses A=" 92) 1th -%, 60 
p (x) 
= lim 5. 
@ (x) 


Wenn wir die Functionen f und  reell algebraisch, logarithmisch, 
exponentiell aus «, den Logarithmen und Exponentialfunctionen zusam- 
mengesetzt annehmen, so sind die Bedingungen durch f/f, » © e* oder 
© e-* erfiillt. Man kann aber in jede so zusammengesetzte Function 
F(a) eine solche Substitution « = A(x) einfiihren, dass F'(A(x)) Ve 
oder © e—* sei. Setzen wir 

f(z) = F(x), p(x) = O(x) 


und nehmen an: 


F’" (x +4) 1 ©” (xn +A) 1 
re oS tea 
so ist: 
fr’ (a) dx 
. F (x) a Bee) . ae . f’ (x) 
lim — = lim Tar lim ai = lim ye) 
p (x) du 


Die Bedingungen 
f' (@+A) (a+) YO | 
f(x) ? p(x“) ™ 
sind erfiillt, wenn zugleich: 
1 f@+4) p (z+) 
: re) * gp’ (#) 
9 f" (x) P'(@) oy 
Ze fe)? g(*) ™ 
ist. Die aus 2, den Logarithmen und den Exponentialfunctionen 
algebraisch, logarithmisch, exponentiell zusammengesetzten Functionen 
geniigen auch diesen Bedingungen oder ihrer Erweiterung vermége einer 
Substitution = 4(x). Unter oben angegebenen Bedingungen kénnen 
diese Relationen integrirt werden, wodurch es modglich wird, sie zu 
discutiren, was bei einer anderen Gelegenheit geschehen soll. 


6. 


Unter welchen Umstinden hat iiberhaupt ein Functionenquotient einen 
bestimmten Grenzwerth? 


Man kann sich eine doppelte Aufgabe in Bezug auf Quotienten- 
Grenzwerthe stellen. Man kann Kennzeichen suchen fiir je zwei zu- 
sammengehérige Functionen f(x), p(x), damit ihr Quotienten - Limes 
bestimmt sei, und diese Auffassung beherrschte im Grunde die bis- 
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herigen Betrachtungen. Zweitens kann man nach dem allgemeinen 
Kennzeichen fiir die ganze Functionenclasse fragen, aus der irgend 
zwei einen bestimmten Quotienten-Limes liefern. Auf dies Problem 
will ich noch mit einigen Worten eingehen. 

Eine ausreichende Bedingung fiir den bestimmten Quotienten- 
Limes ist wahrscheinlich die, dass die functionen und ihre Ableitun- 
gen von einem Werthe von z an keine Maxima oder Minima mehr 
haben*). Gebunden an so bedeutende Beschriinkungen ist der be- 
stimmte Limes wohl nicht. 

Nehmen wir an, dass der Quotient nicht iiber alle Grenzen wiichst, 
und dass die Functionen der Classe und ihre Differentialquotienten end- 
lich und stetig seien. Unbestimmt kann der Quotient nicht werden, 
wenn er nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, so dass, sol] 
er eine Greuze haben, 

de leg 

is a - nate 
nicht unendlich viele Wurzeln haben darf. Wenn von einem hinreichend 
grossen x an die Gleichung nicht mehr erfiillt wird, so ist eine Grenze 
vorhanden und wenn auch der Differentialquotient des Quotienten nicht 


. » F I . ' 
auf und niederschwankt, so folgt noch == —,- Genauere Unter- 
g 


y 
suchungen iiber diesen Gegenstand scheinen schwierig zu sein, 


Tubingen, im October 1878. 
*) Diese Bedingung driickte ich auch so aus, dass ich sagte, weder die 
Function, noch ihre Ableitungen diirften unendlich viele Maxima haben, was aller- 
dings die Méglichkeit nicht ausschliesst, dass die Stelle, von welcher an die 
Function keine Maxima mehr hat, bei den aufeinanderfolgenden Ableitungen ins 
Unbegrenzte weiter riickt, Der Ausdruck im Texte ist daher genauer. Wenn 
jedoch ein Missverstiindniss nicht zu befiirchten ist, wie Hr. Stolz mich offenbar 
auch richtig verstanden hat, so kann man diesen Ausdruck wohl gestatten, na- 
mentlich wenn damit angedeutet werden soll, welche bekannten Functionsarten 
man auszuschliessen wiinscht, Dagegen habe ich (Borch. Journ. Bd. 74, p. 297) 
keineswegs behaupten wollen, dass, wenn jene Bedingung erfiillt ist, immer 
ein bestimmter Limes ie vorhanden sei, sondern nur, dass die lim (2) 
f (x) " 
p (a)”” 
Beginne meiner Untersuchungen die Fiille unbestimmter Grenzen ausdriicklich 
ausgeschlossen. Hinsichtlich der unendlichen Grenzwerthe findet sich p. 232 
der Abhandlung des Herrn Stolz die Bemerkung, dass, da der Quotient 


f 


’ 
QP \x) 


lim .. einander gleich sind, wenn sie vorhanden sind. Ich habe gleich im 


- 

: . s a . . yi: 

in einem Intervall 2, > «Ga stetig vorausgesetzt werde, ein unendlicher 
me ~ 


Grenzwerth desselben immer bestimmt unendlich sei. Verstehe ich diese Stelle 


(a) 
Frac : ; : x : e 
recht, so ist sie im Widerspruch mit dem Fall J esin®, %< rom, 
Plax 




















Kin Beweis des Multiplicationstheorems fiir Determinanten. 
Von 


Junius Kénie in Budapest. 


Neben den verschiedenen Ableitungen des Multiplicationstheorems 
der Determinanten ist vielleicht auch der in den folgenden Zeilen mit- 
getheilte Beweis nicht tiberfliissig, da derselbe eine directe Ausfiihrung 
der verlangten Operationen liefert, und dabei nur die elementarsten 
Transformationsregeln beniitzt. 

Die Bemerkung, die dem Beweise zu Grunde liegt, ist ihrem Wesen 
nach die folgende. Soll die Determinante A = (b,,b..... ban) mit 
D = (44; 4. -.-Gmm) multiplicirt werden, so liisst sich das Resultat 
leicht in die gewiinschte Form iiberfiihren, wenn das Product von A 
mit einer ersten Unterdeterminante von D schon bekannt ist. Dann 
kann mit D in der gewoéhnlichen Weise in einer Zeile multiplicirt 
werden, und nach einer einfachen Umwandlung hebt sich jene Unter- 
determinante heraus und man erhilt DA in der bekannten Form. 
Um also DA zu erhalten, multipliciren wir A der Reihe nach mit, 

yy (44 M9). (yy My2Agq)y + ~ « (Ay Agy . - - Am); 
und heben nach der 1'", 2'",... m'e* Multiplication die Factoren 
S, Wene, (@eaiiie) s. « - «Oia da oe 
heraus. Das Schlussresultat ist DA. Der Uebersichtlichkeit wegen sei 
(4,55... ai) = D®, 


und fiir die Unterdeterminanten: 

aD” (i) 

ae, Ay 

ed 
wo der obere Index die Determinante fixirt, auf welche sich die Bildung 
der Unterdeterminante bezieht. Man hat demnach 


() 7-1» 
A® == Dé, 
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Wir erhalten zuerst: 
Ay, 5i5, Ay D,- 


b, ecu’, 
ees ee ee 


Bex » See p--e 
Addirt man hierin die mit a,, multiplicirten Elemente der zweiten 
Zeile zu den entsprechenden Elementen in der ersten Zeile, und multi- 


plicirt hierauf in der zweiten Zeile mit D® = a,,a,. — a,,a,, 80 
erhalt man 


4404) Aap da4y yy Dig + Aq, Dy, - -. 
7 os > D® d,. oe 

D™ A = 
ay, A bs, 


? bso Sites 
Dat 5) Dae eo es 


Addirt man nun die mit a,, multiplicirten Elemente der ersten Zeile 

° me > . , 2 . 
zur zweiten, beriicksichtigt den Werth von D®, so kann man ay, in 
der zweiten Zeile fortheben und hat 


By 2044 ay day, yy Dyn + O99, 


Ayo by, + Aggdy4, Ay Dip + gy by, - . - 
2) 
Dea= bs, , bso pres 


Dat > bas peer 


Hieraus erhalten wir wieder D® A. Zur ersten und zweiten Zeile 
werden die mit a,,, respective a,, multiplicirten Elemente der dritten 
Zeile addirt und diese dann mit D® = (a,,@,.a3;) multiplicirt. Dies 


giebt: 
044 Dy yy boy 34 B34 yy Dyy + ay Dy + 31 go, « - - 
— By2044 + Aaabo, + Gy2b31, My2y2 + A2dy9 + Ay2b30) « 
Deh = D" by, ' Dd,» sae 
Dai ’ Dae peer 


Wenn wir nun die angefiihrte Bezeichnung fiir die Unterdeter- 


. 3 ss . . . 3 
minanten von D" beniitzen, so wird nach Subtraction der mit x, 


3 a ° . 
resp. AS) multiplicirten Elemente der ersten und zweiten Zeile von der 
dritten, wegen 
_ ” (3) (3) 
a,, As, As. = @,, A; 


(3) (3) (3) 
— Gy Ag — Ay As. dy, Ay, 


(3) A®) 4@) (3) 
De” — dy Ay, MA = 45,45, 





















Determinantenproduct. 


und 


A;; = D oa 


in der dritten Zeile sich der Factor D® herausheben lassen und man 
erhilt: 


Katie fy, Day gy b3y, yy Dyn + q4 oq + 31 bg9, + - - 
- 2011 tA y9b94 + y905,, yg Dy + AyqD29 + zy by, - » 
prs = | G34, + yg bo + yg b34, O43 Dy2 + Gag oo + A350, - 
Da ’ Dy. »° 
So erhilt man also fiir i= 1, 2, 3 die Formel 
411 Pry Fay day + bain bis, 11 Brat aarPae + tain diay 
D°a= ied alias dul i1) intl si steal iy), 


biza,t , bi+1,2 y: 


deren allgemeine Verification durch den Uebergang von 7 auf i+ 1 
leicht erfolgt. Die hiebei nothwendigen Operationen sind folgende. 


Man _addirt die mit a;41,1, @+1,2,-.-@:+1,: multiplicirten Elemente 
der i + l'e" Zeile zur ersten, zweiten,..., i‘ Zeile, — multiplicirt 
sodann die i + 1' Zeile mit D®*t’), — und zieht von dieser endlich 


die mit Mens , rong iis ae; multiplicirten Elemente der ersten, 


zweiten, ... 7‘ Zeile ab. Dann hebt sich wieder in der i + 1'" Zeile 


der Factor AEED = D" heraus, und man erhilt das Multiplications- 


theorem fiir D“*” A, also fiir zwei Determinanten von beliebigem Grade. 








Zur Theorie der Bessel’schen Functionen. 


Von E. Lommet in Erlangen. 


I. Ueber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche durch 
Bessel’sche Functionen integrirt werden. 


1. Wiederholt*) habe ich mich mit linearen Differentialgleichungen 
beschaftigt, deren Integrale durch Bessel’sche Functionen ausdriick- 
bar sind, und namentlich in einem in diesen Annalen (Bd. III, S. 475) 
publicirten Aufsatz die Differentialgleichung zweiter Ordnung aufge- 
stellt, welcher durch 

y = 2 J" (y 2?) 
geniigt wird. Man kann nun weitergehend nach derjenigen Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung fragen, welche durch 

y = gd’ (v) 
befriedigt wird, wenn unter gm und w ganz beliebige Functionen der 
unabhingig Veriinderlichen z verstanden werden. Die Ergebnisse dieser 
aligemeineren Untersuchung bieten hinlingliches Interesse dar, um 
eine Verdffentlichung derselben gerechtfertigt erscheinen zu lassen. 

2. Der grésseren Bequemlichkeit wegen geben wir dem voraus- 
gesetzten Integral die Form 


y= 7¥"d" (v), 
wo x und y beliebige Functionen von z vorstellen, und differentiiren 


zweimal nach einander in Beziehung auf z unter Anwendung des 
Satzes: 


Wir erhalten 


OY yoy wD (HW) + LV I(W) 
und 


Gat TLV W TW) + 00" + 42 xv) wrod (a) x wy 


*) Studien iiber die Bessel’schen Functionen, Leipzig 1868. III. Abschnitt, 
Math. Ann. Bd. IT, 8. 624, Ibid. Bd, III, S. 475. 
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wo die nach zg genommenen Ableitungen der Functionen x und w durch 
Accente angedeutet sind. 


Nun ist aber 
P-*(H) = = FN) — Fr). 


Man erhilt daher, wenn man diesen Werth in die vorhergehende 
Gleichung einsetzt: 


Cy ee 
pe a (4¥" +2r— 1x 


Da nun 


- 42, v’) w” J*—1(p) a. (4 — 4y ?) yw J”() : 


(yx) 
ow 


wdI(v) yx und yd*-!(y) = 


ist, so hat man 


a2 y’2 2 (apy) 
y ee 6 as oo’ pe) CYL > ipo — . 
ee =(xv +(2v 1)y » + 24 v’) oe +t (% — FP *\y% 1 


‘ > ‘ ’ - ow — 
oder, wenn man beiderseits mit wy, d. i. ra multiplicirt: 


» oy - 9 os it. Da’ at) 2 yy pom _ ha 
TD CY (xy +e —1)3-— +39 v’) ae CY (SS: HP eee 
Wird die zur Rechten vorkommende Ableitung des Productes yy-! 
entwickelt, d. h. 
. ey 


yx ao ee 
EE we yt OE — tay 


Cz C 


gesetzt, durch y wegdividirt, und alles auf die linke Seite geschafit, 
so ergiebt sich die Differentialgleichung 


; Hy 70” 1... w 1 ot CY 
1 i wy oe.) y’ 9 x L “ “4 2] ete 0 
+1 Ce +O i tales a +4 \y 
welcher 
(la) y = 1¥"d"(¥) 


als particuliires Integral geniigt. 
3. Geht man in der gleichen Weise von 
y= ry" de (y) 
aus, indem man beim wiederholten Differentiiren von dem Satze 


a(e " JX (z 


tt ci nn Je+1(z) 
02 : 


Gebrauch macht, so findet man der Reihe nach 
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Be — 100 eH (W) + oe IHW) 


und 


Ay 


EL 18 WH THH(Y) — (gow + 10? + 2x bv UM Te (Y) 
+ 1 oede(y) ; 


oder, da 

Jet? (w) il vat? jut 1(w) adel J¥#(w), 
ist: 
pa "a+ bas, Qa yy HTH (W)-+ (y"— 29") wed (). 
Wird hier : 

ye Je(y) = yg und yndeH(y) = — 29r 

eingefiihrt und im Uebrigen ganz wie oben verfahren, so ergiebt sich, 
dass der Differentialgleichung 


(2) <3 — (e+) 4+ on) 
+(e Qu+1)% $24). t+ w]y—0 


durch das particulire Integral 
2a) y = 4u- “Je (yp) 
geniigt wird. 

4. Die Gleichung (2) fallt aber mit der Gleichung (1) zusammen, 
wenn # = — v genommen wird. Wir erkennen demnach, dass jener 
Differentialgleichung (1) die beiden particuliiren Integrale 

y= 1W IY) und y, = 7v'I>(W) 
zugehéren, welche, solange v nicht positiv oder negativ ganz oder 
Null ist, von einander wesentlich verschieden sind, so dass im Allge- 
meinen das vollstindige Integral jener Gleichung durch 
(1b) y = 10"(Ad"(y) + BI) 


ausgedriickt wird, wenn A und BP willkiirliche Constante bezeichnen. 
Ist jedoch v positiy oder negativ ganz (= -+ m) oder Null, so tritt 
an die Stelle des zweiten particuliiren Integrals das folgende 


Y= 70" " Y"(v), 


wo Y* die Bessel’sche Function zweiter Art bedeutet, und das voll- 
stiindige Integral der Gleichung (1) stellt sich unter der Form 


(1e) y = 40°" (AJ"(¥) + BY"(y)) 


dar. 
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5. Um, der Gleichung 
ey »” ‘ y’ x \ ey 
Q) 32—(+@+-1)%+24)3 
y” “ee vy 9 a“\% ae = 2] _ 
+((F +e N>+2)4 “tase aiuaiee 


eine tibersichtlichere Gestalt zu geben, fihren wir statt der Function 
eine andere Function » ein, indem wir setzen: 


. + Q@v—1)5-424 ay = 


L > 


Daraus folgt durch Integration 
y yr x — ag, 
oder, wenn wir, was der Allgemeinheit keinen Eintrag thut, der will- 


kiirlichen Constanten a den speciellen Werth . ertheilen: 
_— P 
as 2yyp? hy’ 


Hieraus aber ergiebt sich nach und nach: 


, 


; eee A 
x 2 @ 2 20 6p?’ 
em i(ty+ 4 Qi og wv tg yt 
-=—(+ie- , 29 y 
{ST — i 2%) —() 
+3(3) 2 of 4 yf? 
Cd SSF... 2. 8. Be ee 
p 2 2\o 2 9 : p wy’ 


a ee +. 5 1 a ci 1 (* ae (””) 
9p f xz 4\@ ey 4 +3 te wy’ 
| <a 
4 y 
Durch die vorgenommene Transformation wird also erreicht, dass die 


beiden beliebigen Functionen g und w~ von einander getrennt auf- 
treten, und wir gelangen zu dem Satz: 


Die lineare aga zweiter Ordnung 
a2 Pio , 9 0 * 
® oe -F-3+ LG) @-iGl +a) 
+(v- 4) (%}]y =0 


in welcher gp und w ganz beliebige Functionen von 2 bedeuten, wird 
durch das Integral 
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(Ia) y = /% (Av) + BI“) 
volistiindig erfiillt. 


6. Kine betriichtliche Vereinfachung tritt ein, wenn wir » con- 
stant annehmen. Es ergiebt sich niimlich, dass der Differentialgleichung 


ay 9 4e%—1\(w VY 1/0"), 1 A (y" 
(il) aa + [(w = —)@) wag ($) + 3%: Cy )y- 
wo w eine ganz beliebige Function von z vorstellt, der Ausdruck 
(Ila) y= V3 (AJ*(w) + BJ *()) 


als volistiindiges Integral geniigt, solange v nicht positiv oder negativ 
ganz oder Null ist. Ist aber v positiv oder negativ ganz oder Null 
(=-+ 2), so lautet thr vollstindiges Integral 


(IIb) y = § (Ad*(¥) + BY*(v)) *). 
Da die Gleichung (II) durch die einfache Substitution 
y= op ty, 
in die Gleichung (1) tibergefiihrt werden kann, so kénnen wir dieselbe 


als ebenso allgemein ansehen wie diese, und in ihr die aca nanaeae 
Lésung des Eingangs erwaihnten Problemes erblicken. 


7. Von Specialfillen der Gleichung (I) mégen als besonders be- 
merkenswerth die folgenden hervorgehoben werden. 
Sei zuerst m = w, so ergiebt sich die Differentialgleichung 


pans ay yw” oy 9 4y?— 1 wy’ \? ne 

\) okt CO +, (v — { ) (=) ae 

nebst ihrem vollstindigen Integral 

(Sa) y= Vy (Ad"(¥v)+ Bd-"(y)). 

Setzen wir ferner g = : , so erhalten wir die Gleichung 
ay . (v w’ dy 2 py?) (#_Y » — 

(4) az +(Y -— Ss) +0 —v)(S)y=0 

mit dem Integra! 

(4a) y = AdJ’(¥) + BI). 


Nehmen wir endlich g = y?—'y’, so haben wir die Differentialglei- 


*) Der Kiirze wegen werden wir im Folgenden nur noch die erstere Form (a) 
des Integrales anfiihren, indem wir als selbstverstiindlich betrachten, dass im Falle 
eines ganzzahligen »(—-+n) statt der Function J~—” die Bessel’sche Function 
zweiter Art ¥” einzutreten hat. 











= oO. 





v 
l 
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chung (in welcher die beiden vorhergehenden wiederum als besondere 
Fille enthalten sind) 


ae 4 7 ys’ \2 
(6) SY — (+ @u— 1 S) + wt ty (Sy =0 
nebst ihrem vollstiindigen Integral 
(5a) y = w (AJ*(y) + BJ-(y)). 


8. Selbstverstiindlich sind alle linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, welche wir friiher durch Bessel’sche Functionen 
integrirt haben, als specielle Fille in den gegenwirtigen Formeln ent- 
halten. 

Man erhilt z. B. die sog. Bessel’sche Differentialgleichung 


oy 1 4 
(6) oe t+ + oY + (1— Sy =0 
nebst ihrem Integral 
(6a) y= Adz) + BI-"(2), 


went man in (4) » = 2 setzt. 
Nimmt man y = ¢ und uw = y in Gleichung (5), so ergiebt sich 


ae 2»—1 2 
@) + St Bape 
sammt dem completen Integral 
(7a) y = 2" (Ad*(e) + BI-(2)). 
Setzen wir ferner in (5) Y= /z und w = — », so erhalten wir die 
Gleichung 
o? v+1 @ 1 
(8) oe + as + ay 
nebst ihrem Integral 
(8a) yams * (Ad (Va) + BI (V2). 


1 
Substituiren wir » = 2vz?” in die Gleichung (II), so geht aus ihr die 
Riccati’sche Gleichung 


(9) fy 





+e "sy =0 
und deren vollstiindiges bn 

1 1 
(9a) y = Vz (Ad* (2v82*) + BI- (2v22)) 


hervor. 
Dieselbe Gleichung = liefert fiir ~ = e' 


(10) Sa t+ (vy =0 


mit dem Integral 
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(10a) y = AJ"(e*) + BJ-(e), 
1 
wihrend die Substitution » = e* zur Differentialgleichung 
2 
eo -— 
(11) oe + (e# — 2?) 4 = 0 
das vollstindige Integral 
1 1 
(11a) y =2(Asr(e?) + BJ-*(e*)) 
ergiebt. 


9. Von besonderem Interesse ist bei simmtlichen aufgefihrten 
Differentialgleichungen der Fall, dass » ein ungerades Vielfaches 
von 4 oder von — } ist, weil alsdann die Bessel’schen Functionen 
bekanntlich durch Sinus und Cosinus (oder durch Exponentialgréssen) 
in geschlossener Form darstellbar sind. Man hat naimlich, unter n 
eine positive ganze Zahl verstanden: 


J*t4 (2) = ge 3 (R” 4(¢) - sin g — R* 4 (2) - cos 2) 
Vi 


und oe 
J~*4(e) = (—1)" y= (R™ 4(z) - cos ¢ + R"*4(e) - sin 2), 


wo die R die folgenden nach Potenzen von : fortschreitenden end- 
lichen Reihen sind: 


n, 1—2p)?!1 (2 1)"—2P |2 
R® *(e) => (Hp. ete p41"?! 


gh—?P “3 
und 


—9p)P?\1 9\n—1—2p | 2 
Mg Diep. _ . See 


p ! yt —1l—2p ? 


Reihen, deren bemerkenswerthe recurrente Eigenschaften von mir in 
einer friiheren Arbeit*) dargelegt worden sind. 


Setzen wir nun in Gleichung (II) v = + sets | so nimmt sie 
die folgence Gestalt an: 


(12) $4 + [(w—mmtn) (S)-2G)+ 3 )]y-0. 


und ihr geniigt als vollstindiges Integral der Ausdruck 
(12a) y= mF [R™ 4 (y) - sin (w+ @) — R**3(y) - cos (W+a)], 


wo A und a@ die beiden willkiirlichen Constanten sind. Wenn » = 0 
ist, so ist R°*— 1, und statt Re hat man Null zu setzen. 


*) Math. Annalen Bd. IV, S. 112. 
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Speciell fiir y — 4 ergiebt sich daraus fiir die Gleichung 


oe 1 
Oa == y _— 0 





(13) 
das Integral 
(13a) y= A|[R” 4(2) - sin (¢+a) — R'*4(z) - cos (e-+«)|; 


also z. B. 

SY 4(1—S)y—0,  y— A( EE — 08 (e+-0+)); 

“4+ (1—5)y=0, y=A|(%—1)sin (¢-+«) — Soom (ete)], 
ov 4(1—2)y=0, y= 4((8—6) e+e) _ (G- 1) c0s(¢+<«) | 


u. s. f. 
10. Wir setzen nun in der Gleichung (II) 
1 0s” 1 /v’y¥ m 
sw) —-4 (S-) wo Ei, 
indem wir unter Z eine gegebene Function von z verstehen. Um w 


aus dieser Differentialgleichung zu bestimmen, transformiren wir sie 
durch die Substitution 








z — —— 


1 yp’ u’ 
—— 


wo uw eine neue unbekannte Function von ¢ ist. Sie geht dadurch 
iiber in 


u’t+ Zu=0, 
wihrend aus der vorhergehenden Gleichung 
y=au” ud y= afu-*dz +0) 
folgt. Wir gelangen somit zu dem folgenden Satz: 
Léisst sich die Gleichung 
oe + Zu 
integriren, und ist wu ein (particuldres oder vollstindiges) Integral der- 


selben, so kann stets auch die Gleichung 
1 


vy? — — 
Ii : oy Z = bee rene Wie? | y=0 
(Ii) at +( + a Cafu? ae40)" y 
integrirt werden, und zwar lautet ihr vollstindiges Integral 


(IIIa) y=uVe (Ad*(v)+ BI-(y)), 
wo 
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y= putas +o 


ast. 


Dieser Satz gestaltet sich ganz besonders einfach, wenn v = < ist. 


Er lautet namlich in diesem Falle wie folgt: 


Ist u ein (particulires oder vollstiindiges) Integral der Differential- 
gleichung 
72 
rs + Zu=0, 
so geniigt der Gleichung 


(IV) a4 + (24 “)y=0 
das vollstdndige Integral 
(IV a) y = Au sin (af u*da+ «), 


wo A und e@ die willkiirlichen Constanten sind. 


11. Nehmen wir, um einige einfache Beispiele anzufiihren, zuerst 
Z = 1, so wird der Gleichung 
eu 
aa +u=—0 
durch 


u = cos (¢-+ 8) 
geniigt. Da nun 


¥ dz , 
| cos? (z+ 8) = tg (¢+ 8) 
ist, so erhalten wir zur Differentialgleichung 


ay a 4v?— 1 
(14) oz +(i+ cos‘ (z+ 8) sarasaay)¥ = 9 
das Integral 
(14a) y = /sin @2-+28)(AJ*(atg (e+6)) + BI (a tg(e+8))), 


sowie zur Gleichung 


= ay a ia 

(15) ge + (1+ creqay) 9 = 9 

das Integral 

(15a) y = A- cos (z+) sin (a tg (e+ 8) + a). 


Der Gleichung 


geniigt als vollstandiges Integral: 


u= Ag(i—2’)t + Bil —2f. 


Nehmen wir zuerst 


s 1 
u = 2(l—-2*), 








sO 


ul 
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} gt 
ras S ae ae Oe 
2Vi-# sd 


und zur Differentialgleichung 


so wird 


2—2 4? —1 


ay 1 3 a 

(16) 52 + ite [3 ae _ — a1 “| y= 0 
ergiebt sich das Integral 

(16a) y= p2(1—z?) (4s(¢ V1 —#) + BJ~(4 V1 =?) 


Sei ferner 


und demnach 


° ri 
u ‘ds =|—* = _., 
J (1—e) Vi-2 


so geht die Gleichung 
- ay 1 3 -« » az 4yv2?_-1 = 
(17) Oz (i— 2) E (2—2 )+ er ee 42 Jy =0 
nebst ihrem Integrale 
g(1— se) (Ad } = 
(17a) y=Yyz(l #) (Ad*(> =)+ BI’ GS) 
hervor. 


Der Gleichung 
Oru u 


ca (A 22)? 
u=VY1+2. 


= 0 


wird geniigt durch 


Da nun 


ude on =arctgz und au-! = - 
oo — — — (1 -+ 2)? 


ist, so erhalten wir zur ‘dabeeiniaiin 


618 ay a®—1 

(18) a + apa y =9 

das vollstindige Integral 

(18a) y=Ayl+ 2- sin (a arctg 2+ @), 


Gehen wir endlich aus von der Riccati’schen Gleichung 


und deren particuliirem Integral 
1 


u = Yaz JK (2 u 2) . 


so haben wir 
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in oS a. ra 
(7 (2u2"*)) 


zu ermitteln. Setzen wir 242?" =v, so wird 


ier OF 7, (s*(o)) 


Nun ist aber, wie ich friiher gezeigt habe*): 


j_* a we a. | 
J (sw) | ~ 2sinax J#(v) ’ 


es ergiebt sich demnach 


‘ 1 P ie ~»(s,.%° ) 
af u?de = — —**_. 


sin wx l 
g(ouc2) 


und wir erhalten zur Differentialgleichung 


‘ 1 
(19) a2 4 & 4. = ‘) ¥ = 0 
(ons) 


das vollstiindige Integral 


1 
(19a) y= Ay mous) sin 505 Ite “«) 4 «), 
H(c wae 


welches im Falle eines ganzzahligen w(—m) durch 


? 


(19b) y=A/yz (ane). sin( y*(on22) 4 «) 


zu ersetzen ist, 


II. Ueber Integrale mit Producten zweier Bessel’schen Functionen. 
1. Wir multipliciren die lineare Differentialgleichung 
(1) oY + Py =0, 


wo P eine gegebene Function von ¢ vorstellt, mit ydz, unter » eine 
noch zu bestimmende Function von z verstanden 


, integriren nach 2, 
und erhalten 


*) Math. Aunalen Bd. IV, 8. 111. 
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. oe 
fPynaz = — fn BY dz. 


Durch theilweise Integration ergiebt sich aber 


“ @y oy On oy 
Jr oz dz= H az. ft 3, 48 
F) F) ’ @ 
=" 35 — Ye +fy ga 4 


f é é a 


Wir bestimmen nun die Function » aus der Gleichung 
ne 
(2) #1 4 Qn —0, 


und gelangen hiermit zu dem Satz: 




















und demnach 


Wenn y und » Integrale der Differentialgleichungen (1) und (2) 
sind, so hat man stets 
. i ee oy 
(A) fe- Q)ynde=y a — NZ 
wo zur Rechten noch eine willkiirliche Constante hinzugefiigt zu 
denken ist, welche wir aber als selbstverstindlich anzuschreiben unter- 
lassen. 


2. Nehmen wir nun 


Pat — EVEN EG FG) 


g= (8-78-14 12), 


wo g und wy ganz beliebige Functionen von z bedeuten, so sind nach 
den Lehren des vorhergehenden Abschnitts 


und 


(ta) = V2 (AJ#(g) + BJ-(9)) 
und 
Ga) n= V2 (AS) + BI-W) 


die vollstindigen Integrale resp. der Gleichungen (1) und (2). Sub- 
stituiren wir in die Gleichung (A) statt y und 9 vorerst die particu- 
liren Integrale at 

y=) %-IK(g) 


und 


—_ + J*(v), 
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indem wir von dem Satze 


oJ” (2) 
Oz 


= > Je) — J+*(2) 


Gebrauch machen, so ergiebt sich 


> fro moro 
in V2 je Jet! (p) J*(w) — y Je (gy) Jr+4() 


— [(u+ 5 -@+)$-s54+3 ¥| Je(py rw), 
wo unter P und @Q die obigen Ausdriicke zu verstehen sind. 
3. Es werde beispielsweise 
gp =ke* und p= 


genommen, so ergiebt sich der Reihe nach: 


‘ —" 4x2u?—1 
P= k2x222*-2 — “Ta : 
. 9 4A*7?— 1 
dv == [242 224-2 *. cA > 
2,2 __ 7242 
P— Q=Rxtee? — Pazera * atv’ 
y ov = ? ae 
PY Var ?’ 
1\q i\y 1 gq” 1 y” xu—Ay 
®+5)% -@+3)5- 3 7? oS ae 


und wir erhalten nach Einfiihrung dieser Werthe in die Gleichung (B) : 


(C) [ (eee — Pargins_— BM KEM) Ju ck ge) Je(let)de 
= kx e* Jett (ka*) J*(Le*)— lade" Je (kz*) J+ (le*) — (xp — av) Je(ke*) J" (1z*). 
4. Setzt man, noch weiter specialisirend, in dieser Gleichung 


xusdAv=a, 
so ergiebt sich 


oy fH Ba) ae (at) (te) a 


a 


= & ge Jeti (ken) J” (12") _ ~ gi Je (2) r+i(us), 
Nehmen wir ferner in (C) 


eon d= il, 
so finden wir 
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(E) J (@— Pye — =") Juke) Ire) de 
= 2(kJett(ke) J*(1z) — lJ“ (ke) J*+1(lz)) — (u—v) Je (ke) J*(1z). 
5. Wird in vorstehender Gleichung u = v gesetzt, so kommt 
(F) edhe) Ir(la)ds = Bop (kJ*+1 (kez) J*(lz) — LJ” (ke) J’+4(12)) 


eine Formel, welche schon linger bekannt ist*). Sie gilt, solange 1 
von k verschieden ist. Wenn aber 1 =k wird, so nimmt die rechte 
Seite die Form $ an. Bestimmen wir den $- Werth, indem wir Zahler 
und Nenner nach / differentiiren unter Anwendung des Satzes 


ad "(2 o : 
oe) = — 7 d*(z) + J(2) 


und schliesslich / =k setzen, so erhalten wir: 
(G) [2(Ika)Paz ore ; 22 | (eee) _ J*-1(kz) Jr+1(k2) | ; 


6. Lassen wir ferner in Gleichung (E) « = — v werden, so er- 
halten wir zunichst 


fers) J" (lz) dz = oe i (kJ- *+1 (kz) J*(lz) — LJ~*(kz)J*+" (Iz) 
: + ape I-"(ke) Ir(le), 
oder, wenn wir 
J'+1(l2) = 5” I*(le) — J—1(la) 

einfiihren : 

(H) fem (kz) J* (Lz) di= a ir (kJ? +1 (ke) J” (lz) ++ 1J— (kz) J-\(12)). 
Fiir 1k wird diese Formel unbrauchbar; denn in Gemissheit des 
Satzes **) 

J*(2) I--#1(¢) + J-*(2) P(e) = = sin vax 

nimmt alsdann der Zihler der rechten Seite den von z unabhingigen 


- “ . a 
Werth = sin vx an, wahrend der Nenner verschwindet. Nun kénnen 


wir aber statt der rechten Seite von (H), indem wir die Constante 
r Te 2x 


stante herausnehmen, auch schreiben: 


sin vz aus der stets hinzugedachten willkiirlichen Con- 


*) Studien iiber die Bessel’schen Functionen §, 71. 
**) Math, Annalen Bd. IV, S. 105. 
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a {keJ-*+1(ke) J*(2) + led-*(ke) (lz) — > sin vx} ; 


Da dieser Ausdruck $ wird fiir 1 =k, so kann sein Werth durch das 
gewohnliche Verfahren bestimmt werden. Differentiirt man daher Zah- 
ler und Nenner desselben nach /, ‘indem man von der Formel 





ad” (2) 
08 


= — Jz) — J***(z) 
Gebrauch macht, und setzt alsdann 1 —k, so erhalt man zunichst 
+ a*(J* (ke) J-"(ke) + Je+%(ke)J-*+4(kz)) 
— 55 (JIe(ke)J-*+1 (kz) + J-*(ke) J1(ke)), 
oder, mit Riicksicht auf den oben citirten Satz: 
+ #*(J*(ke) J-*(ke) + Je+'(ke) J-7+*(ke)) — —, sin vx. 


Wird nun die Constante — =~ sin yz in die willkiirliche Con- 


stante aufgenommen, so erhalten wir schliesslich: 
(J) fe J*(ka) I-"(ka)de = + 2? (J*(ke) I-* (ke) + It (ke) J +1(ke)). 
Wird v positiv oder negativ ganz oder Null (= -+ ), so fallen 
die Gleichungen (H) und (J) vermége der Relation 
I-*(2) = (—1)"J*(2) 
resp. mit den Gleichungen (F) und (G) zusammen. 


Diese Gleichungen (F) und (G) gelten iibrigens, wie die Gleichung 
(B), aus welcher sie entspringen, in unverinderter Gestalt auch fiir 
Bessel’sche Functionen zweiter Art, d. h. es ist: 


(K) f 2 ¥* (he) ¥(le)de—p,* 5 (k ¥*+"(Ke) Y*(le) —1 ¥* (ke) ¥*+4(le)) 


vad 
(L) fax (ke)! dz = <2 |(x* (ka))? — ¥"-1(ka) Yo+i(be)]. 


7. Da in der Gleichung (A) y und y beliebige particulire Inte- 
grale der von einander unabhiingigen Differentialgleichungen (1) und 
(2) sein kénnen, so gilt die Gleichung (B) und die aus ihr abgeleiteten 
namentlich auch dann, wenn die eine Bessel’sche Function von der 
ersten, die andere von der zweiten Art ist. 

Insbesondere hat man, analog den Gleichungen (F) und (K): 


(M) f 2d*(ke) ¥*(lz)de=q7 5 (kJ*+4(kez) ¥*(le)—IJ*(ke) Y*+#(1z)) 
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eine Formel, welche fiir 1 —k ihre Brauchbarkeit verliert, weil als- 
dann vermédge des Satzes*) 


h das : 
Zah- Jet" (2) ¥"(z) — In(z) Yo+!(2) = — 
der Zahler des Ausdruckes zur rechten = 1 wird, wihrend der Nenner 
verschwindet. Hieraus ist aber ersichtlich, dass der Ausdruck 
1 , 
nst Bow (he det (ke) ¥*(Le) — led (ka) ¥*+4 (le) — 1) 
fiir 1 =k die Form $ annimmt, welche sich unter Beniitzung des Ge- 
setzes 
oy) ss . yn (2) 4 yea (z) 
leicht auf 
8 (J*(ke) Y*(k2) — J*+1(ke) Y-"(kz)) 
+ Ze (Jett (ke) Ya(ke) — J* (ke) ¥*+4 (ke), 
Con- 


oder, im Hinblick auf den vorhin angefiihrten Satz, auf 


n 


« 
x 2° (J*(kz) ¥e(ke)—J*+1(ke) Y"(kz)) + she 


tz). 


allen lichen Constanten aufgehen lassen: 


zuriickfiihren liisst. Wir erhalten also, wenn wir sqF in der willkiir- 


(N) fea (kz) Y"(kz)dz = : 2 (J*(ke) ¥*(kz) — J*+1 (kz) Y"— (kz), 


oder auch, da hier J und Y mit einander vertauscht werden kénnen: 

lung a s “ 
fiir (N ) fete(ke) Y*(kz)dz = : 2 (J*(ke) Y*(kz) — J" (kz) Y*+1(kz)). 

Dass die Ausdriicke zur Rechten in (N) und (N’) sich, wie es sein 

(lz)) muss, nur durch eine Constante von einander unterscheiden, kann 
" leicht nachgewiesen werden. 


8. Wir setzen nun in der Gleichung (E) 1 =k, und erhalten 





sofort 
- ‘ : 
rel (O) J : Jt (kz) I*(kz)dz= aad (kz) J*+(k2) — Jett(kz) J*(kz)) 
und 1 Juche) Prk 
eten T ae ern: 
der Fir » = v nimmt das erste Glied rechts die Form ~ an. Um seinen 


Werth zu bestimmen, differentiiren wir Zihler und Nenner nach u, 
und erhalten, nachdem uw = v gesetzt ist: 


*) Math. Annalen Bd. IV, 8S. 108. 
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kz ( od” (k k 
RE (Jott (ke) OF). _ (ee). 27) 


Macht man nun Gebrauch von jener Function {’(2), welche ich 
friiher*) in die Theorie der Bessel’schen Functionen eingefiihrt habe, 
und deren Zusammenhang mit der Bessel’schen Function J’(z) aus- 
gedriickt wird durch die Gleichung 


7) — Jo(e) loge + 30), 


so wird der vorige Ausdruck 





kz ’ . . a 
= (J’** (ke) J (k2) — Ir(ke) 3+ (ke), 


und wir erhalten die fiir jedes » mit Ausnahme von v = 0 giltige 
¥ormel : 


(P) J 1 (J*(ke)) de = FE (Jr+*(ke) ¥"(ke) — Jr(ke) 3+" (ke)) 
+ ay (Fk), 
wo %"(z), so lange v > — } ist, definirt wird durch die Gleichung 
YO) = — Ww — 9 + log) 


od 2” o sin2 4 
+ vo honne fi cos (2 cos @) sin?’ @ log sin? a - da 
0 


und #(a#) die Bedeutung 
ome G+) 


v (a) = all 
hat. Ist aber » negativ und < — 4, etwa=—n-+yv,wor >—} 
ist, so hat man zu nehmen: 
po—n-1 
yt" (2) — ( 1)" e+e +( 1)" > 1)e+ 
= 


nett — ett a ‘a Na+ r'—p— n+v'—p— 
ee RT ee Pe 

9. Wenn v eine ganze Zahl (=m) ist, so ist das Integral (P) 
durch Bessel’sche Functionen erster Art ausdriickbar. Um dies nach- 
zuweisen, fiihren wir statt der Function \"(z) die Function 


+1/-1 /9\pt1 
L*(2) = J*(z) - log 2 — 4 5 z1 (3)' Jn? (2) 


*) Studien tiber die Bessel’schen Functionen 8, 77ff. 














ch 
de, 
1s- 
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ein, welche bekanntlich*) zu 9"(2) hinzugefiigt die Bessel’sche 
Function zweiter Art Y*(¢) liefert, indem wir 

3" (2) = Y*(e) — Le(s) | 
in die Gleichung (P) substituiren. Das erste Glied des Ausdrucks zur 
rechten dieser Gleichung wird alsdann 


=i (J"+*(ke) Y= (ke) — In (kz) Y+' (ke) 
+ In(ke) Ln+*(ke)— J*+4 (ke) L*(ke)) 


oder, da 
J*+1(ke) ¥(kz) — J*(kz) Y*+1(k2) = a 
ist, : 
=) 4 # (gues) LA+4(ke) — Jot1(ke) L(k 
~~ Dm Qn ( ( 2) \ 2) geet. ( 2) ( ‘)). 
Unterlassen wir, da es sich um ein unbestimmtes Integral handelt, 


die Constante ~ anzusckreiben, so haben wir jetzt: 
> 2 ™ 
(Q’) J 1 (sm (ke)) de =* (Jn(ke) L™+"(ke) — Jet (ke) La (ke) 


+ a (J "(k )), 


womit, im Hinblick auf die obige Definition der Function L*(z), die 
vorausgeschickte Behauptung bereits bewiesen ist. Diese Formel lasst 
sich, indem man statt der L die entsprechenden endlichen Reihen 
wirklich einsetzt, leicht noch weiter ausarbeiten, und zwar erhalt man 


Q) — f E(ar(he) dz = 4 [F-1 a) H1(he) —(Fe)) | 
HDG [wens 
7 — (n+l) d-e-t(kee) In(ke)], 


eine Formel, welche fiir jedes positiv ganze , jedoch nicht fiir n — 0 
Geltung hat. 
Setzen wir beispielsweise » = 1, so ergiebt sich: 


2 2 o 
(J'(ke)) dz = + (J°(kz) J? (ke)—(J'(kz)) —2 Ike) I'(ka)), 
J 2 2 kz 
oder, weil 


2 I'he) — I2(ke) = T%(ke) 


ist: 


*) Studien etc. S. 82 ff. 
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(Q;) [i @esyar =— ; ((s°ke)) +(Jhe)) )- 


Man findet ferner fiir n — 2: 


fi (s2(ke)) dz= : [ (kz) 3 (ke) — (a2 (ke)) | + sg J (ke) J3(kz) 


2 
v 


J' (kz) J2 (kz) — Es J°(ke) J? (ke) 





~ 2ke 
FOV EPP aT IEE) 
= 2 -S OP tI aT" 
=- FOV FOV IP aT 7) 
=—— 307-7 OY +55 ay 
1 


ae aun ; (y—4 (Iy-F(Eo ne Jy 
parece z (J'~— ; (J2)2— i (J°) 
so dass man endlich hat 
@,) 1 (32(ke)) de—— 4 (7° (ke) +2(s'ke)) +(72&e)) | 


we. £. 


10. In der Gleichung (0) schreiben wir jetzt — v statt » und 
erhalten zunichst die Gleichung: 





' f 1 Ju(ke) J-* (ke) de = we = (Iu (ke) I-*+1 (kz) — Jet (ke) I-*(ka)) 


Te 


welche durch Einfiihrung von 


+— Ju(ke) J-* (kz), 


Je+t(ke) = prt Je (ke) — Je-(kz) 
sofort die Gestalt 
, 1 kz ' 
(0' IE Je (ka) I-*(ha)de— 5 4(Iu (ka) J+ (he) + Je (he) J-*(ke)) 
1 t (J. a (Te 
annimmt. 


Fiir « =v wird der Nenner des ersten Gliedes Null, wihrend 
der Zihler ; 


_ 
= Sl va 
4 








di 








d 
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wird. Mit Riicksicht auf das Vorhandensein einer willkiirlichen Con- 
stanten kénnen wir statt dieses ersten Gliedes auch setzen 


aeage (be dH (ke) I-71 (ke) + he Jet (ke) J-" (ke) — = sin va). 
Dieser Ausdruck wird " fiir ~ = v; bestimmen wir seinen Werth auf 
dieselbe Weise wie oben, so erhalten wir 
FE (a—r+(he) 2B) 4. Foie) 272) 
=F (FH he) Ske) +I (ke) J ke) 
+[J*(kz) J+ (kz) J ba J~ (kz)]logkz) 
= 55 (Jr (be) 9 (ke) + I> (ke) 3 (e)) + 22™ dog ke. 


Wir finden also die Formel 





J + J*(ke) J- (ke) de = SF (got (ke) 3*(ke) + J-*(ke) 3”-1(ke)) 





— J Ir(ke) I (ke) + 2" log ke 


welche fiir jedes v mit Ausnahme von v = 0 - Fiir positiv ganze 
vy (=) wird sie identisch mit der Formel (Q). 

11. Die Gleichungen (O) und (Q) behalten ihre Geltung auch fir 
Bessel’sche Functionen zweiter Art. Ist die eine Bessel’sche Function 
von erster, die andere von zweiter Art, so hat man ebenfalls ganz 
analog die Formel 


(S) | : jm (kz) Y(ke\de= =— — 2, (um (k 2) yrti (kz Z) Ju (kz) y* (k2)) 


e 


* m + ” , Im ke) ¥*(ke), 


aus welcher durch aihnliche Betrachtungen wie oben die beiden folgenden 
"’ “| n()e oe n (> or ** ™n [Tn 7n n t “2 
(T’) J  Ju(ke) ¥"(ke)de—** (Yu [att — Yor Ln) log ke 
und 
(T) i Jn(ka) Y"(ke)de—= + (Je (ke) ¥o+! (ke) — In(ke) ¥*(ke)) 
SV (m—1)?!—1 payer! e " 
$3 ee (RY [-p— 1a ey Po he) 
(n+ 1) Fe*~ (hs) ¥e(ke) | 


sich herleiten, in welchen J und Y selbstverstiindlich auch mit einan- 
der vertauscht werden kénnen. 


Mathematische Annalen, XIV. 34 
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III. Ermittelung solcher Integrale nach anderer Methode. 


1. Durch Ausfiihrung der angedeuteten Differentiation tiberzeugt 
man sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung 


(1) 7 (em Je(2) J*(2)) = — am (Je (2) Je+1(2) + J*(2) Je +1(2)) 


+ (m+ p+v)en Je (2) J”(e). 


Setzt man darin w+ 1 statt uw und v+ 1 statt v, so erhilt man 
zunachst 


- (gm Ju +1 Jy +t) = — gi (Jet! Jv+2 + J+! Jet?) 
+(m+utv+2)ge 3 Jeti pti, 


oder, wenn man 
jut? — 2(e +1) Jr — Je 


und 
Jrt? — dh Jett — yr 


einfiihrt, und in geeigneter Weise zusammenfasst : 


(2) 2 (em Jutt(e) J*+1 (2) = 2” (Je(e) Jr+1(2) 4 J” (e) Jet*(2)) 


+ (m—p—v—2)er—! Jeti (g) Jv+1 (2). 
Addirt man nun die beiden Gleichungen (1) und (2), so ergiebt sich 
(3) 7. [= (Je (2) J*(2) + Jet4(2) Jt! (2))| 


2™-"((m-+ w+ v)d# (2) J*(2) + (m— w— v—2) Jet! (2) J+! (2)], 


Lisst man in dieser Gleichung m =u -+ v-+ 2 werden, so 
erhilt man 


9 
“. 


oO 


ag Latte (de SY Jett det})) = 2(ufpv+l)aetrtt Jed’, 
oder, wenn man beiderseits integrirt: 


(a) J gt+e+1 Ju (2) J*(2)de—— “= (ie (e) J (e) + e+ (2) J+4(2)), 


Xu anaes 
Setzt man ferner in (3) m = — wu — v, so kommt 
bs [e-e—* (Se I Jet! Jett) = — 2(ut+ y+ l)eer Jeti yeti, 


oder, nach beiderseitiger Integration : 


(b) aia J+ (a\dz 


os ae 
= af op Ty IE) I(e) + Jet (0) 41). 








he 
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3. Fiir «a =v ergiebt sich aus (a): 


Bt (c) J 2°+1(Jo(2)) de = , cane [(r@) +(FH@) |, 
; und aus (b): 


(d) frm -1(Jo+1(¢)) de pth eT [(@) + (9+) |; 


macht man aber w = — v, so geht aus (a) die bereits im vorigen 
Abschnitt gefundene Gleichung (I), namlich 


f eI") I>*(e) de =) 2 [P@)I-*(2) + P(e) I>H()] 
hervor, und aus (b) die Gleichung 
[LPH OH de = =f POM O + FH OI) 


welche in der Gleichung (OQ) des vorigen Abschnitts als specieller Fall 
enthalten ist. 


4. Wir setzen nun in der Gleichung (3) m = 0, und erhalten 
S (JH J? + Jett Jrt!) = : (uv) ded” —(ut+v+2) Jeti Jt), 
h woraus dann der Reihe nach weiter folgt: 

S(T Tt Jet 2 P42) — LL (upp) Jeet PH (wpn44) Jobe rte) 


So (Tut2 rte 4 Jurs Jos) T(wpv 4) Jere prt? (ut-v+6) Jets Jos) 


(Jute Jv+ nt Jebat+i Jrtn+hy 


o 
02 
=" [ute 2n) Jette — (upp 2n 2) Jeet preety, 


Addirt man alle diese Gleichungen und integrirt zu beiden Seiten, so 
ergiebt sich 

p=n—1 
(4) Jee 4 Jutnti grtati s> Jute+i Jrtp+ 


pov 
- uty) f 1 ju drdz wtv+2n+2) ft JeEMHL Jrtntidy, 


Die rechts vorkommenden Integrale sind aber aus der oben entwickelten 
Gleichung (O) bereits bekannt. Setzt man statt ihrer die Avsdriicke, 
welche sich aus jener Formel (QO) ergeben, so erhilt man (bis aur eine 


etwa noch hinzuzufiigende Constante): 
34* 








a 
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—=n— 1 


Jed” + Jetnti Jvtnt+i + 2>) Jete+i Jvtp +i 
pv 


=; & - (Je Joti — Juti sry Ju Jy 
ak z (Jetetl Jrtn+2 Jutnat?2 Jvtat+l) tone Seta Jvtatt, 
u—v 


und gelangt daher, nach Vornahme geeigneter Reductionen, zur 
folgenden interessanten Summirungsformel : 


p= 


(5) 2S) Juty+1(g) Jrte+t(¢) 
po 
= (ue (2) J” +! z) Jet! (zg) J” (2) Jutmtt Jrpat 2p Jutnt2 Jrtndl), 


Eine Constante braucht nicht hinzugefiigt zu werden, wovon man sich 
durch Betrachtung specieller Fille leicht iiberzeugen kann. 


© - _ 
Bestimmt man den >- Werth, welcher fiir # = v zur Rechten auf- 
tritt, so findet man 


p=n 
6) 2 Dstt EP = e(FH Oy O-—F OYE) 
po 
— Feta (g) rt mtt(e) f Jrtntt(e) Qrtn+2(e)). 
Ist v positiv ganz (= m), so kann man hierin 
yn" (2) = Y"(z) — L(z) 
substituiren. Der Ausdrack rechts wird alsdann 
a(dmt! Yu — Jm Yutt — Jmtnt? Yutati 4 Jntntt Yutn+?2 
— Jatt [m4 Ju Lett Jutnt2 [tat — Jnntnti [mtn+2) | 
Da nun 
Jmti Yn Jn Yn — Jntnt2 Pntnti__ Jmtnti yntn+e — | 
ist, so ergiebt sich 
p=n 


(6a) 2 bs (Jnte+ (z))? = (gm (2) L™+1(2) — Jmt+1(z) [™(2) 
p—o 


— Jutnti(g) Lmtnt2(2) 4 Jntnt2(z) Lm+"+1(2)), 


Die Formeln (6) und (6a) wiirden sich iibrigens unter Beniitzung der 
Gleichungen (P) und (Q’) des vorigen Abschnitts auch direct aus der 
Gleichung (4) ergeben haben. 

5. Lassen wir in der Gleichung (4) u = v = 1 werden, so erhalten 
wir zunichst 
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J . (+8)? de— 5 f : (J')?dz —_ ees [(J')?+ (J»+2)?] 





















—n—1 
1 ‘ 
—ser D> ty. 
p—0 


Nun ist aber 


pf (J')?dz 


sei es aus (Q,) des vorigen, sei es aus (b) des gegenwiartigen Abschnitts, * 
bereits bekannt, und zwar hat man 


Jeo =F + M- 


Fiihrt man diesen Werth in die vorige Gleichung ein, so wird sie 

° ; p=n—1 

i eo 1: acute b eeiee Dei” pal 
fiom ytde—— aay (OP +207 I) > (Jets)? 
oder, wenn man das mit 2(J')? behaftete Glied unter das Summen- 
zeichen aufnimmt, und lieber n statt » + 2 schreibt: 


© f 4 (ao) de=— (1) +7" ()) |—4 by (Jet, 
: 


Wir erkennen somit, dass die in der Gleichung (Q) des vorigen Ab- 
schnitts vorkommende ziemlich verwickelt gebaute endliche Reihe auf ; 
die obige weit einfachere zuriickfiihrbar ist, was aus den dort gegebenen : 
Beispielen (Q,) und (Q,) iibrigens schon vermuthet werden konnte. 

6. Wir gehen jetzt aus von der leicht zu beweisenden Gleichung 


(1) (am du (2) e+ (2)) = om (Je (2)I>(e) — Je+1(e) Je+1(2)) 
+ (m+ e—v— 1am SH (2) J** (2); 


durch Vertauschung von w und vy geht aus ihr hervor: 
5 5D 


(8) f (2 Ju+1(2) J*(2))= gm (Je (2) J”(2) lites Jutt(z) J’+1(z)) 
+ (m—u+v—1)e"—! Jet! (z)Jd"(z). 
Zieht man diese beiden Gleichungen von einander ab, so ergiebt sich 
(9) 4; [= (Ju (2) Je+1(e) — Juti (2) Jr (e))] 
= 2" (m+ w— v—1) d# (2) d+ (2) —(m—u+v—1) J“ +1 (2) J” (2)]. 
Setzen wir nun m =u —v-+ 1, so erhalten wir 
4 [au—*+ 1 (Ju Jr+t sine Jeti J”)) — 2(u—v)ae-" Ju Jrtt 


oder, wenn man beiderseits integrirt und v — 1 statt v schreibt: 
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(f) fonrtian(s z) J” (2)da= 5, ay ©) IC) Jutt(g) Jv—1 (2 )) 
aus welcher Formel fiir « = die friiher (IJ. G) bereits gefundene 
feoryrar= 52 [(J")? — Jrti Jr-'} 


hervorgeht. Die Substitution m= — w+ v-+ 1 fiihrt zu dem niim- 
‘lichen Resultat. 


7. Nimmt man in der Gleichung (9) m = 0, so wird sie 
5 b 


o (Je J+! aa Juth J) = 
Cz 


nile 


[(u—v—1) de J+! 4+ (uw —v+1) Jett"), 


Daraus entspringt, wenn man nach und nach w+ 1, wi2,---u+n 
statt w, und gleichzeitig resp. vy — 1, v —2,---v — m statt v setzt, 
die folgende Reihe von Gleichungen: 

aa (det de® - jut? Jr—l) (uv) Jett dS + (u—v+3) Jur? yr! 


1 
s (Jute Jr Ju+3 Jr—2) . C(u v+3) Jet? J+ (a v5) Jut3yn 2] 


2 (JictnJo—at1 — Juctntt Jen) 


ui - [(u v+2n 1) JutnJr- m+lt (us —v-+2n-+1) Juteti yr *}. 


Addirt man alle diese Gleichungen, nachdem die zweite, vierte, 
sechste u. s. w. mit — 1 multiplicirt worden, und integrirt zu beiden 
Seiten, so erhalt man 


p=—n—l 


(10) Je drt — (— yn Jett Jv—n_ 2S (— 1p Jute ti yyy 
) 
p—v 


—=(p—v 1) f foes t sae +( 1)"(u vp Inf) f Lett Tnde, 


Die Werthe der zur Rechten vorkommenden Integrale sind aber 
oben (Abschnitt II, Formel (O)) bereits gefunden. Substituirt man statt 
ihrer die nach Massgabe jener Formel ermittelten Ausdriicke, so wird 
die rechte Seite der vorstehenden Gleichung zunichst 


(Jee Jet? — Jett Jott) 4 p—O—! Fe Jv 


| Dod utv-+il 


“pte rr (Jutati p n-+1 __ Jutnt+2 Jr—n) 


Ps ae y+ 2n+1 utn+l Jv— *. 
ree ee 





ode 


un 


se 
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oder, wenn man 
Jett ee FEN Fu =F 
2 
und 


Jutnt2 am 2(u-+n+1) Jutn+i ane Jutn 
setzt und reducirt 


_ ms a se u+n Jrv-n uputil Jr—n+l) 
+ (= 1s Spey (Sete f dicted peony, 
Es ergiebt sich also schliesslich, wenn man noch u — | statt w und 
n+ 1 statt » schreibt: 
Pp =n 
a) 
(11 2 A (—1)P det? (2) J? (2) 
? 2. 
= or (Je (2)J" (2) + Je (2) It (2) + (— 1)" Jeet" (z) Jo—-1(2) 
4 (— 1)" Jutnti(z) Jj’ (2)) 


eine Summationsformel, welche zu der oben entwickelten (Gl. (5)) das 
Gegenstiick bildet. Auch hier ist eine Constante nicht beizufiigen. 

8. Simmtliche in diesem Abschnitt entwickellen Gleichungen 
gelten selbstverstiindlich auch dann, wenn die vorkommenden Bessel’- 
schen Functionen von der zweiten Art sind. Ja sie bewahren ihre 
Giltigkeit auch fiir den Fall, dass die eine Bessel’sche Function von 
der ersten, die andere von der zweiten Art ist. Namentlich wollen 
wir hervorheben, dass die Gleichungen 


grtn+2 


(g)_f ante Jm(e) Yo(2) deme 


(F(z) Yo 2) + Jmti(e) YerHa)), 


(h) pane ttne(e) Y"+!1(z2)dz 
ta m(~\ Yul» m ~ n—1(~ 
a — gi (2) ¥* (2) —dm+1(2)¥ '(2)), 


° ~t—n + 2 
Z 


(i) jo n+1 jm (2) y” (g) dg ee ey (gm (2) y” (2) —JIu+ (2) ye- (2)), 


(k) ] * J*(2) ¥"(e)de —— + (J(e) ¥(z) + I*(e) ¥*(2)) 


p=n—2 


et JP+1 (2) Yr+t(z), 


n 


p=90 
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(12) 2 > Int (2) Y"+?(z) 
p=0 
a (SMe) ¥"(e)—Im(z) Yep) Joerg) Yor (g) 4 Jett (z) Yori(z ) 
und 
p=! 
(13) 2 2 (— 1)? Jmtp (2) Yr (z) 
p=0 


= adn (Jn (2) ¥*(2) + J™(2) Yet (2) + (— 1)! Jmt'(z) Y"--1(2) 
+ (— 1)! Jnt++ (g) Ya-"(g)) 


bestehen, und in derselben Weise, wie oben die ihnen analogen Glei- 
chungen, erwiesen werden kénnen. 


Erlangen, im October 1878. 














Notiz tiber Modulargleichungen bei zusammengesetztem 
- 8 - 
Transformationsgrad. 
Von 


J. GierstTerR in Miinchen. 


In der Abhandlung: ,,Ueber die Transformation der elliptischen 
Functionen, u. s. f. (diese Annalen Bd. XIV, S. 111 ff.)*) hat Herr 
Ff. Klein unter den Transformationsgleichungen zwischen den In- 
varianten J, J’, welche primzahligem Transformationsgrade entsprechen, 
alle diejenigen aufgestellt, welche das Geschlecht p= 0 haben. Von 
den zusammengesetzten Transformationsgraden fand beiliufig der Fall 
n=4 Beriicksichtigung wegen seines innigen Zusammenhanges mit 
der Oktaedergleichung; auch bei ihm ist p= 0. 

Auf Grund der dort angewandten Methoden ist es nun ein Leichtes, 
in ahnlicher Weise unter denjenigen Transformationsgleichungen, welche 
zusammengesetzten Transformationsgraden entsprechen, diejenigen aus- 
zusuchen, welche p = 0 haben, und sie dann wirklich zu bilden. Dies 
soll im Folgenden geschehen, wobei ich indess nur die Resultate an- 
gebe und mich mit einer Andeutung der Beweise begniige. 

Die o-Repriisentanten ftir ein beliebig zusammengesetztes n**) 
sind dargestellt durch die Ausdriicke: 

ao+b 
d 
in welchen a- d= ist, tibrigens a alle méglichen Factoren von n 
durchliuft, wiihrend b jedesmal alle Reste mod (d) bedeutet mit Aus- 
schluss derjenigen, welche mit a und d einen gemeinsamen Theiler ¢ 
haben. Die Anzahl derselben, d. h. also der Grad der entsprechenden 
Transformationsgleichung in J’ ist 


N=n-M1(i+-) : 


wo p alle in m enthaltenen verschiedenen Primzahlen durchlauft. — 


*) Citate auf diese Arbeit sind im Folgenden einfach durch Anfiihrung.der 
Seitenzahl gegeben. 
**) Vergl, Dedekind, in Borchardt’s Journal Bd. 83, p. 287 ff. 
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Auf Grund dieser w-Reprisentanten ergiebt sich nun die Ver- 
zweigung von J’ in Bezug auf J zuniichst fiir den Punkt J = oo. 
Schrinkt man namlich @ in den von Dedekind angegebenen Kreis- 
bogendreiecksraum ein, so wichst bei jeder Umkreisung, welche J um 
den unendlich fernen Punkt beschrejbt, @ um die Kinheit. Bei uw der- 


artigen Umkreisungen geht also = iiber in sot ates - Wenn 


demnach w diejenige kleinste Zahl bedeutet, welche die Gleichung 
wa = 0 mod (d) befriedigt, d. h. wenn « = ; ist, wo ¢ den groéssten 


gemeinsamen Theiler von a und d bezeichnet, so hingen an diescr 
Stelle dem gewahlten Repriisentanten entsprechend uw Blatter cyklisch 
zusammen. Auf diese Weise erhilt man fiir jedes d m(t) Cyklen von 
u Blattern, wo @ die bekannte zahlentheoretische Function bedeutet, 
und also iiberhaupt bei J = co Y(t) Cyklen, wo sich die Summe 
auf alle Zerlegungen a-d resp. d-a von m bezieht. 

Ausser im Punkte J =o treten nur mehr bei J = 0 und J = 1 
Verzweigungen ein (siehe 8. 130 ff.), und zwar kénnen sich im Punkte 
J=0 nur Blatter zu drei und drei, bei J = 1 nur Blatter zu zwei und 
zwei vereinigen. Es geniigt daher, die Anzahl der an diesen Stei!en 
einfach verlaufenden Blitter anzugeben. Man beweist nun, dass die 
Anzahl dieser Blatter, welche mit « bez. ¢, bezeichnet werden soll, 
einfach gleich ist der Zahl der wesentlich verschiedenen Factoren 
yo + 0 respect. yi-+ 0, in welche sich m zerfillen lisst. Hier be- 
deuten y, 0 ganze, zu einander relativ prime Zahlen, und ferner be- 
deutet g eine imaginiire dritte Einheitswurzel und i die Grdésse 
Y—1. Die diesen einfachen Blittern entsprechenden w-Repriisen- 
tanten sind beziehungsweise et und =, wo in beiden Fiillen 
bd = y mod (n) ist. 

Aus dieser Verzweigung ergiebt sich nunmehr folgende Formel 
fiir das Geschlecht p: 


12 (p—1)+ 4% + 3¢, = N— 62 p(t) 
wo wieder N der Grad der Transformationsgleichung beziiglich J’ ist, 
und 2Yq(é) die soeben angegebene Bedeutung hat. 


Es folgt also insbesondere: Die cinzigen zusammengesetzten Trans- 
formationsgrade , welche ein Geschlecht Null der Transformationsgleichung 
liefern, sind folgende: 


n= 4, 6, 8, 9, 10, 12, 16, 18, 25. 


In diesen Fallen lassen sich also J und J’ als rationale Functionen 
eines Parameters t darstellen. Die Aufstellung dieser rationalen Func- 
tionen wird nun wesentlich durch folgenden Umstand erleichtert. Ist 











~ 
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v ein Factor von n, und bezeichnen t, und t, die Parameter, welche 
bei den Transformationen v'* und n'* Ordnung verwendet werden, 
die beide p =O besitzen sollen, so ist rt, eine rationale Function 
e Grades von t,, wobei N,, N, die entsprechenden Reprisentan- 
tenzahlen der Transformationen v'* und n'*" Ordnung bezeichnen. — 
Die Resultate, welche man auf diese Weise erhalt, sind in den Tabellen 
II. und III. zusammengestellt. In Tabelle I. sind der Uebersicht halber 
die Gleichungen fir »—2, 3, 5 wiedergegeben (vergl. S. 143). 
Tabelle II. enthailt die Substitutionen t,, welche man zu machen hat, 
um die Transformationsgleichungen v'*t Ordnung in jene der n'e" Ord- 
nung iiberzufiihren. Tabelle III. endlich giebt die fertigen Resultate, 
wie sie sich aus T'abelle I]. ergeben, wobei jedesmal, sobald auf 
mehrfache Weise in Factoren zerlegt werden kann, sich eine Controle 
fir die Richtigkeit ergiebt. ine andere Controle dieser Formeln 
ergiebt sich daraus, dass die Nenner #(t) in J = vis) bei Vertauschung 
von J und J’, also von t und tr’, bis auf eine Potenz von t in sich 


selbst iibergehen miissen (wr) =k. een): Bei dieser Ver- 
Tt 


tauschung von J und J’ niimlich gehen die verschiedenen bei J = oo 
auftretenden Cyklen, welche der Zerlegung » = a-d entsprechen, in 
solehe Cyklen tiber, welche der Zerlegung » = d - a entsprechen. 

Was endlich die transcendente Auflésung dieser Gleichungen an- 
belangt, so wird sie geleistet mit Hiilfe der Function: 


1 ( =) 
1 Patt, 6" ae 
M, = - = q (q = re), 


en ee 
q° T\—@” 


welche der Gleichung (s. 5. 145 Anm.) 
2 1 


1 av” Js —1)? 


Mt nS, , 
f n add a i 
Fa ee 
geniigt. 
Vermége dieser Gleichung kommt fiir unsere Fille (p = 0) 
Y 13 a —1 
C-M'2? = ’ 


unter C einen in der Tabelle fiir den einzelnen Werth von m ange- 
gebenen Zahlencoefficienten verstanden. 


Tabelle I. 
Formeln fiir die Transformationsgrade 2, 3, 5 nach pag. 143: 
1) Transformation zweiter Ordnung: 
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J:J —1:1=—(4e —1)': (et —1) (8e +1): 27t 
J’: Jd’ —1:1 = (4c — 1): (ce — 1) (8e°' 4+ 1)?: 27 
| t-t = Il, t=). 
2) Transformation dritter Ordnung: 
| J :J —1:1—(t — 1) (9t — 1)": (27 re? — 18t — 1)?: — 64 
J’: J’ —1:1 = ebenso in t’ 
| tt = 1; t= f,. 
3) Transformation fiinfter Ordnung: 
J: J —1:1—(c?—1024-+5)8: (ce? — 224-4 125) (cr? — 44 —1)?:— 17281 
I" " ebenso in 


tt = 125; v =f, 


5° 


Tabelle I. 
Tabelle der Substitutionen , durch welche die Gleichungen fiir hiheren 
Transformationsgrad aus denjenigen fiir niederen hervorgehen. 
t, bezeichnet dasjenige t, welches bei Transformation n'* Ord- 


nung auftritt. Die +t’ driicken sich durch einander ebenso aus, wie die 
t, und sind desshalb nicht in die Tabelle mit aufgenommen. 


m= 4, r=rf, t, =t (2—r1), 
ce t(z-+ 4) 

P er 4(2t-+9) ? 
Sea (24-49)? 


a 
| 


—27(e44) ’ 


__ t(4—t)(2—T1)? 


—_— —— —_ -—-—— 
4 
wo 
| 








4 ? 
a=8, t=f, =it0) 
Tv, — 2 ? 
oum9, t=f, t, = t(t?—3r-+3), 
- t(¢—2)° 
ae 2t—5 ’ 
n= 10, t=. | +(2¢—5)® 
| Ts = Sine ? 
aes t(t—6)(t—2)3(r—4)* 
ie — 64(r— 3)? . 
i oe eee ee 
12 3" —27(e¢—2)(r— 4) 
% = » tTH=THy ae t+ (r—4)3 
1 8(t—-3) 
t(t—6) 
_ = 2 oe 
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— 2(4—*)(?—4e-+8)(2—2)* 





64 
n=16, t=, \1,— sO— she et 
%< sC— t) 
~~ t(t®-++6r-+ 12) (r+ 2)9 
2 — 64(e-+3) (t2-+4+32+43)’ 
a t(c?-+6r-+ 12) (c-+3)? (r?-++-32-+43)? 
18 “s ates —27(r-+ 2) ? 
eee ee 1 (22-62-4112) 
T;% — 2 ? 
in 2 
oe  8(e-+2) ? 
no25, t= T,, t, = (tt — 523 + 152? — 2dr + 25). 


Tabelle IIT. 
Fertige Gleichungen fiir n = 4, 6, 8, 9, 10, 12, 16, 18, 25. 
J’ driickt sich durch eine Grosse rt’ immer gerade so aus, wie J 
durch tr. Die betr. Formeln sind daher nicht eigens bingeschrieben, 


sondern es ist jedesmal nur die Relation zwischen t und t angegeben. 
M bedeutet die Grésse 


1 2v\2 
1 Fale =) ‘ 
—_ 1 to ’ (q = ¢**). 


n 
q® T(1—q?”)® 
1) Transformation vierter Ordnung.*) 
J: J —1:1—=(4r? —8r+1)8:(e — 1)?(82? — 164 — 1)?:27 t(r — 2), 
tt =4, t=32M'. 
2) Transformation sechster Ordnung: 
J:J —1:1==4(r+3)3(7°+ 97?+ 217-+3) 
| :(t?-+ 614+ 6)?- (274+ 244° + 96 1? + 12617 — 9)? 


| :277(r+4)3(27-+9)?, 
tt =18, r= 28.31! /2 M". 


3) Transformation achter Ordnung: 
J:J—1:1=4(r!— 81° 4 207?— 164+ 1) 
:(7?— 44+ 2)?(244— 1615 + 407? — 321 — 1)? 
:274(r— 4) (rt —2)? 
t-t'=8, c! =a 25 p/2 - M'?. 


*) Diese Gleichungen gehen in die Gleichungen (18) S. 143 iiber durch die 


a foe 2a 
Substitution r= 71" wo 4 den dort verwendeten Parameter bedeutet. 
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4) Transformation neunter Ordnung: 
J:J —1:1—(t —1)8(923— 27 2? + 274 — 1)8 
| (27 c°— 162254 40524 — 504 r3 +4 297 22 —544—1)? 
:—641(r?—3r+3) 
t-t=<=3, t?==81 M. 


5) Transformation zehnter Ordnung. 


J:J —1:1= (4254025 + 16074 — 320 23-4 320 2? — 1307 +. 5) 
| 2(e?—41-+5) (c?—3r-+-1)2(2 r?@—6r-+-5)*(4r'— 28234 6622521 —1)* 


| :27 4 (ct —2)' (24 —5)? 
t-t ==, P=500/5 M!. 


6) Transformation zwélfter Ordnung. 
J:J 1: 1=(c?—6r+6)* (2°— 1825+ 12614 432234- 7322? 5044-44-24)? 
:(t*—127°+-48 2? — 72r-+-24)?. (c8— 24 2? 4 240 r°— 129615 
+4080 24 — 7488 c3 + 74162? 30241 — 72)" 
: 1728 c(t —6) (t& —2)3(¢ —4)3(« — 3), 
t-t=12, l= 12'1)/12 M2. 
1) Transformation sechzehnter Ordnung: 
J: J 1:1 =(t8— 16 c7 + 112 28 448 x5 4+ 110424166423 
+ 1408 c? 5127-4 16)° 
:(t'— 81° + 247?-- 327+ 8) 
-(t8 1627+ 112r® 448275-+-1104¢'—1664r°+- 14082?—512r--8)? 
: 17281 (c—4) (r?—4r-++8) (r—2)!, 
t-t=8, r= 2'5./2 M4. 





8) Transformation achtzehnter Ordnung: 
J:J—1:1=—(r°'+ 6r?+ 127+ 6)5 
-(c°-+-1825+- 14417 +-6661r°+- 1944175+-367214+-4404r' 
+3096r?-+-1008r-+-24)5 
:(c°+-12r°+-60r'+- 1561r°+-216r?+ 1444-24)? 
»(c824-24e''4-264 0 4+-175209+-77 7645+ 2419207 
-+53760r'+-85248r°+-94464r'-+-69624r* 
+30672r?+-6048r —72)? 
: 17282(c?+-6r-+-12) (t+-3)? (c?-+-3r-+3)?(r-+-2)9 


t-t=6, 7 == 214.320. 1/6§ . M2, 
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9) Transformation fiinfundzwanzigster Ordnung: 
J: J — 1:1 =(c'—10r9+-55r5—20027-+-525r° 10 1025+ 1425r'—140023 
+875r?—250r-+-5)* 
:(t? —2r-++5) - (r+—4234-9r?— 104-45)? 
-(c'°—104°-+-55r5—20027+-5251r°— 1004r5+- 1395! 
—1310¢°+-725r?— 100r—1)? 
: — 17284 (r*—5r'+ 15r?—251r+-25) 


Ct =), t?=25M. 





Die Functionen t, fiir zusammengesetzte Indices v lassen sich 
selbstverstiindlich durch t,, t,, t, resp. durch das Doppelverhiltniss, 
die Tetraeder- (Oktaeder-) und [kosaederirrationalitit in einfacher Weise 
ausdriicken. Fiir solche Indices v, welche keine quadratischen Factoren 
enthalten, gelingt diese Darstellung unmittelbar auf rationale Weise 
mit Hiilfe der gleichzeitig bestehenden Gleichungen der Tabelle II 


t = f,(t,), 
y= R,(t, ) 
wo vy=a-b ist. Enthilt weiterhin v einen quadratischen Factor, 


so treten Wurzelzeichen auf. Fiir »v = 4, 8, 16, 9 liest man sofort 
aus ‘T'abelle II ab: ; 


t —l=jc,+1, 
1 2s te—1% 
0 Itt, 
‘ . = V2 Ve +Voe—1) 
8 . eeners — 9 
(1%) Vo —o) 
— VV2-(1—1):VVo +i-Vi—e 


V/o(1—6) 
wo 6 das Doppelverhiltniss bezeichnet. 

Nur der Fall v = 25 erfordert eine kleine Ueberlegung. Die auf- 
zulésende Gleichung lautet hier, wenn man z statt t,, schreibt: 

x — 5a'+ 1543 — 252? + 224 — 1, = 0 
oder, wenn man “ — 1 = y setzt: 
y’ + Sy? + dy + 11 — 1, = 90. 

Die 5 Wurzeln dieser Gleichung habe ich nach den Formeln berechnet, 


welche Hr. Brioschi im 13" Bande dieser Annalen 8. 151 gegeben 
hat. Man findet: 
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y= ss Fe 4 5 V125 — 224, + 2,” 
5 adios 
+ or f—tts — 5 V125 — 22r, + 4,7 


Qin 
ix 


wo v=0, 1, 2, 3, 4 und e=e® zu nehmen ist. 


Fiihrt man jetzt statt +r, die Ikosaederirrationalitiit > mittelst 
2 
der Formel: 
125 7,° ne* 
11N2(m"° + 11 mys” — H2"*) 


ein, so kommt folgendes Resultat: 


(pag. 156) 


° 


—_. ysis mi + Ne” ay a/ me — (e+ Pn 
— } — n+ (e+ e)* n° - } (e + &*)5y,° + 72° 


Miinchen, im November 1878. 
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Ueber die Zerlegbarkeit einer ebenen Linie dritter Ordnung in 
drei gerade Linien. 


Von A. Tuaer in Berlin*). 


Ks sei die terniire cubische Form vorgelegt: 
== Lain Ly aX, (h—=1,2,3; t==1,2,38; K—=1, 2,33 Ayixg —Oeni = Ginn ete.) 
und 
— oe 1 Of; . 
i= 3 Om, ’ fax= 2 da, ’ f(xy2) = Lye, 


A= Le) i MHL; XH=6 ZH+/, foolss; 


so ist bekannt, dass f in drei lineare Factoren dann und nur dann 
zerfillt, wenn man setzen darf: 
A= v?f, 
wo v von 2,, #,, #, wnabhiingig ist, so dass 
Onik = VAnik 

fiir alle Werthe der Indices. Man erhilt hiernach 45 Gleichungen 
zwischen den @,;,, welche sich jedoch bekanntlich durch drei Glei- 
chungen miissen ersetzen lassen. 

Brioschi hat in seiner Abhandlung ,,Sulle condizioni per la decom- 
posizione di una forma cubica ternaria in tre fattori lineari* Annali 
di Matematica ser. II. tom. VII. p. 189, indem er die besondere Form 
zu Grunde legte, bei -welcher 

A335 = 1, Ay33 = 0, Ay, = O 
ist, die Aufgabe auf drei Gleichungen zuriickgefiihrt. Indem ich 
Brioschi’s Gedankengang auf den giitigen Rath des Herrn Professor 
Pasch fiir die allgemeine Form zu verwerthen suchte, gelangte ich fiir 
diese zu drei Bedingungen, welche nothwendig und hinreichend sind 
und nur die Invarianten S, 7 und die Covarianten A, g enthalten. 


§ 1. 
Aufstellung und Reduction der Bedingungen. 

Um die Form f in die von Brioschi zu Grunde gelegte Gestalt 
iiberzufiihren, mdgen fiir die Verinderlichen x,, 2,, 2, drei andere 
Yi» Yo, Yy Substituirt werden durch die Gleichungen: 

—®) Aus der Dissertation des Verf., Giessen 1878. 


Mathematische Annalen,. XIV. 
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x; = ly, + my, + ny, (é—=1, 2, 3) 
unter der Voraussetzung, dass die Substitutionsdeterminante (mn) von 
Null verschieden, dass dagegen 
f(inn) =O und f(mnn) =0, 
das heisst [wenn 7 den Punkt mit den Coordinaten 1,, 1,, 1, bedeutet}, 
dass die Gerade Im die Polare des Punktes » in Bezug auf die ebene 
Linie dritter Ordnung f/=0 ist. Es sind dann /,m, — 1, m,, l,m, —1l,m,, 
l,m, — l,m, die Coordinaten der geraden Polaren von , also: 
(lmn) = f(nnn). 
Demnach darf n nicht auf der Linie dritter Ordnung liegen, ist aber 
sonst ein beliebiger Punkt der Ebene. 
Wird f durch obige Substitution in 
Zhan yayiyr =f (yyy) 
transformirt, so ist: 


Digg=f(lnn)=0, b.3,—=f(mnn)=0, aber b,,,—f(nnn) nicht Null, 
big =f (ln), Diop =f(Lmn), boo5 =f (mmn), 
by =F (UD), b,,.=f (lim), byo.=f(lmm), Dooo =f (mmm). 
Zugleich werde A transformirt in 
TBrixynyiye = A'(yyy), 
WoO Bix, = A(lnn), B.,, = A(mnn) ete., und zur Abkiirzung werde 
b fiir b,,,, 6 fiir B,,, geschrieben, so dass 
(lmn) = f (nnn) = b,,, = b, A(nnn) = By. = B. 
Die Determinante (Hesse’sche Form) von f (yyy) ist gleich der Deter- 
minante der urspriinglichen Form, multiplicirt mit dem Quadrat der 
Substitutionsdeterminante, also gleich 
(ImnY A =VA=LA' (yyy). 
Mithin besteht die Identitiit: 
bys, Dita Mi +234» Dy2391 + b203 Yo 
6 Digi tPr03 Yo DyisYst Osi FOr 2425 O25 4s O24 Yj 22H2 =)? [Brix myn 
D593A: HO 203 o> P25 Y%3+8) 124i 0122425 b223Y3+ O12241 +222 Yo 
und wir kénnen durch Vergleichung der Coefficienten die B,;, durch 
die b,;,; ausdriicken. 

Damit eine Linie dritter Ordnung aus drei Geraden bestehe, miissen 
die Coefficienten ihrer Gleichung denen ihrer Determinante der Reihe 
nach proportional sein, d. h. wenn uw eine von ¥,, Y, Y, unabhingige 
Constante ist, 


BA (yyy) = uf (yyy). 
Hieraus ergiebt sich das System der gesuchten Bedingungen durch 
Vergleichung der Coefficienten, und zwar folgt zuerst: 
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b°A(nnn) =uf(nnn) di. w= dB, 


dann weiter mit Benutzung dieses Werthes: 


(A) bBy35 =0, 
(B) b Bos; = 0, 
(I) bBi3 — Bb, = 9, 
(If) bB 2; — Bb, = 0, 
(I) bBo, — Bb», = 0, 
(1) 6B, — Bb, =9, 
(2) bBi12 — Bby,, = 0, 
(3) DB i 22 — Bb» = 9, 
(4) bBo — Bby. = 0. 


Die ersten fiinf Gleichungen gehen mit Hiilfe der aus der obigen Iden- 


‘titiit zu berechnenden Werthe von Bj33, Bo33, 6,43 ete. tiber in: 


A = $663; = D441 by93 = 204 42B 195 + Dy22 D113 = 9, 
B= $58.5, = Dj49b993  — 2Dy29d:95 + Do20b13 = 0, 
T = 4$0(OBy43—BDj42) = 04, D 92 — One =) — 4Ab,,, = 09, 

IT == (OB y93 —Bby93) = 0 (B44, 992 — D449 D422) — BAD, = 0, 
HIT = $b(b By, —Bb3) = b(04 496299 — ise ) — 4Ab», = 0, 
wo A = Dijys boo3 — bios = 408. Die folgenden vier Gleichungen wer- 

den unter der Voraussetzung A = 0 und B = 0 zu Identitiiten. 


Zunichst also reduciren sich die Bedingungen auf die fiinf Glei- 
chungen A=0, B=O0, 1=O, IL =O, II] = 0, welche aber auch 
ihrerseits von einander abhiingig sind. Es bestehen nimlich die Re- 
lationen: 


(5) A D9 — BD yo) = (0,11 Dog — Dy 49 D499) b 993 — 2 (D442 Byo9 — ize) Dy09, 

(6) — AD yo + BD, 4 = (0444 Borg — By 420492) By 43 — 2 (D444 By — Dire) Dyas 

und 

(7) TDjo. — ILb,,. + Ilb,,, = — 44A, 

(8) 1b,.5 — 11b,.5 + U1b,,. = — 4AB, 

wenn man folgende Identitiiten beriicksichtigt: 

(04119422 — Vine) By 20 — (0444 B22 — Oy 42492) On + (bj 12 229 — Dive) by, =9, 

(D411 120 —Din2) boyy — (D444 D222 — P4420 492) Dya2 + (D,12b292— Diss) by. =0. 
Die Gleichungen I = 0, I] = 0, II] = 0 entsprechen den ersten 


von Brioschi aufgestellten (vergl. den folgenden Paragraphen). Aus 
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ihnen folgt in der That, wenn A nicht Null ist*) [d.h. A(mnmn) nicht 
Null], vermége der Gleichungen (7) und (8): 


A=0 und B=0O. 


Ist aber A = 0, so sind die drei Gleichungen I = 0, 1] = 0, Il] = 0 
von einander abhiingig, und es folgt aus ihnen nicht mit Nothwendig- 
keit A=0 und B= 0. 
Dagegen sind, mag nun A von Null verschieden oder gleich Null 
sein, die drei Gleichungen 
A=0, B=0, H=0O 
hinreichend, um auch I und III verschwinden zu machen. 
Um dies einzusehen, beachte man zuerst, dass fiir A= 0, B = 0 
die rechten Seiten von (5) und (6) verschwinden, mithin 
(41 . INT — Il?)bjeg = A. 1? 
wird. Nehmen wir noch die Gleichung I] = 0 hinzu und schliessen 
(wie zulassig) das Verschwinden von b,,, d. i. f(/mm) aus, so folgt 
weiter : 
I- Il] = 0, 
d. h. zuniichst entweder 1 = 0 oder II] = 0. Wird endlich auch das 
Verschwinden von b,,, und b,,, ausgeschlossen, so folgt aus (7) und 
(8), dass sowohl ] = 0 als auch II] = 0. 
Demnach kinnen wir als nothwendige und stets hinreichende Be- 
dingungen folgende drei aufstellen: 
Diy D293 — 20) 420,23 + Dj22b413 = O, 
Dy 12 D293 — 2Dj,920:23 + by22b)13 = 9, 
D(By 10.22 — 4420422) — 8AD 23 = 0 
vorausgesetat, dass b,,,, by.o, D433, bio, vom Null verschieden sind. 
Insbesondere, wenn man A = 0 voraussetzt, und die Gleichungen 
benutzt, wie sie im Anfang aufgestellt worden sind, so folgt aus A= 0, 
B=0 und Il = 0: 
(A) B,33 = 9, (B) By; =9, (A) Bs33 = 9, 
(1) By; = 9, (I) By23 = 9, (111) By»3 = 0, 
(1) Bu, =9, (2) Bu, =9, 3) Bin =9, (4) Bo» =9, 
d. h. & =O, und die Linie dritter Ordnung besteht dann aus drei 
Geraden, die durch einen Punkt gehen. 


*) Nur diesen Fall beriicksichtigt Brioschi a, a. O. p. 190, wenn er sagt: 
»osservando essere in generale (rt v)* = 0 [d. s. unsere zwei Identititen], riesce 
evidente che la p = 0 non é che una conseguenza della 2Au+1r=0," Die 
spiiteren Gleichungen Brioschi’s sind von der Beschrinkung, dass A von Null 
verschieden sein muss, frei. 
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§ 2. 
Andere Reduction der Bedingungen. 


Die im vorigen Paragraphen angegebenen Bedingungen enthalten 
die Coordinaten von drei Punkten 7, m, ». Man kann jedoch andere 
herleiten, die nur die Coordinaten eines einzigen Punktes enthalten. 

Im Anschluss an Brioschi’s Bezeichnungsweise setzen wir: 


— U = Dig yy? + 2d 5H Y2 + Or2sY2’s 
20 = by + 80? Yo + 380y 29, Yo? + do2292*, 
also 
f (yyy) = by,*® — 3uy, + 20 

und benutzen das System cer simultanen Formen uw und v, wie es 
von Clebsch Binire Formen § 59. und Brioschi Annali di Mate- 
matica ser. IL tom. VII p. 123 aufgestellt ist. Wird alsdann die erste 
Ueberschiebung z. B. von w und v mit (uv), die zweite mit (wv)? be- 
zeichnet und noch 


UW UY? + 2H Yo HF Ur", 
(wo)? = p = DM + PrYe» F 
(vv)? = t= TY? HAT A Yo + Tr2Yo" 
gesetzt, so ergiebt sich: 
} (we)? =D43b223 —bis—=A, 
—2p=Ay, + By, 
20 = (441 01 20- 112) Yi-+ (Dy11 by99—Dyy2 Oy22) Ys Yo (Oi 120222 — biz) 92 ; 
und es lassen sich demnach (wie bei Brioschi geschieht) in der 
Identitat 


p=o9 
die Gleichungen A = 0 und B = 0 und in der Identitat 
2Au+br=0 


die Gleichungen [ = 0, I= 0, II] = 0 zusammenfassen. 

Aus diesen Identitiiten hat Brioschi drei Gleichungen abgeleitet, 
welche statt der Covarianten nur Invarianten enthalten. Von unseren 
Gleichungen gelangt man zu zwei neuen, indem man 

() bry, + 2Auy, =9, 
(II) br,.+2Au,,=90, 
(III) br, + 2Au.. = 0 
mit ty,, —2U,,, Wj,, Sodann mit br,,, —2bt,., br,, componirt; zu 
der dritten fiihren die Gleichungen: 


(A) p, =9, (B) p, =9. 
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Die drei neuen Bedingungen lauten: 


(IV) b(ur)? + 2A(uu)? = 0, 
(V) b? (rr)? + 2Ab(ur)? = 0, 
(VI) UyeP,? — 22M Py + Mp.” = 0 
oder, weyn wir die simultanen Invarianten 
B= }(ur), C = }(rr)*, E = }(up)’ 
einfiihren : 
bB= — 2A’, °C = 4A’, E=0. 


Ich werde zeigen, dass diese drei Gleichungen hinreichen, um die 
Linie dritter Ordnung in drei gerade Linien zerlegbar zu machen, a. h, 
dass aus ihnen die fiinf Gleichungen A, B, I, II, III (welche in p = 0 
und 2Au + br = 0 zusammengefasst werden) folgen, bei deren Be- 
stehen A = vf gesetzt werden darf. 

Bei dem Beweise -benutze ich das vollstindige System der simul- 
tanen Formen u und v, wie es von Clebsch Annali di Matematica VII, 
p- 96 und von Brioschi ibidem p. 123 aufgestellt ist, und zwar ist 
noch einzufiihren: 


@ = (vt), @o=(wt)=—(vp), s= (vp), 2K =(vp)’, 2G = (rp). 
Es wird vorausgesetzt: 

bB=—2A*, PC=4A', E=0. 
Verbindet man diese Gleichungen mit den Relationen:*) 


GF = AC — B, KR? = — (AG? — 2BGE+ CE), 
2Ke=Gp +s’, 2Gv = st + 2p(Cu — Br), 


so folgt der Reihe nach: 


G=0, K=0, s=0, A*p(2Au+br) =0. 
Wenn also A von Null verschieden ist (mithin p = 0 eine Folge von 
2Au + br =O nach § 1.), so ergiebt sich hieraus das Verschwinden 
von p. Denselben Schluss zieht man aber auch, wenn A = ( und 
mithin B= 0, aus der Gleichung:**) 


2 Ev = su + 2p(Bu—Ar) + p*. 
Yemnach hat man p = 0 fiir alle Fille. 


In Folge dessen geht die 
Relation : ***) 


sv = — Cw + 2Butr — At? + fp't 
iiber in: 


A(2Au+ br)? =0, 


*) Clebsch Binire Formen § 59. (8), Bessel Math 
Brioschi Ann. di Mat. VII, p. 124 (3) und (6). 
'  **) Brioschi ibid. p. 124 (5). 
*#*) Brioschi ibid. p, 125 (8). 
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woraus sich 2Au + br = 0 ergiebt, wenn A nicht Null ist. Ist 
A =O und mithin C= 0, so benutzt man die Formeln*) 
ao? = — }(Atr—2Etv+ Cv’), @* = — }(2Cv?+1), 
um zu schliessen, dass 
o=0, t=O, 2Au+br=0. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, dass cine Linie 
dritter Ordnung aus drei Geraden (die auch durch einen Punkt gehen 
kinnen und nicht verschieden zu sein brauchen) bestehe, sind also: 

bB=— 2A’, C= 44’, E=0. 

Auf die eigentliche Zerlegung der Linie dritter Ordnung in drei 


Gerade soll nicht naher eingegangen werden. Brioschi findet fir 
b= 1: 


‘a= — > 
j/2¢ 


Dieser Ausdruck wird fiir A = 0 unbestimmt; doch ist dann 


hss (E% + £,42)° 
ein Cubus wegen (vv)? = +t = 0, wu = (yy, + 2 ¥,)* ein Quadrat 
wegen (wu)? = 24—0. Nun ist nach Brioschi 1. c. p. 125, wenn 
ot = (uv): 
& = 1(2uvp — we — 2 Av’), 
mithin (wv) = 0 fiir A = 0, d. h. die linearen Ausdriicke, deren Po- 
tenzen w und v sind, kénnen sich dann nur durch einen constanten 
Factor unterscheiden, und die Gleichung der Linie dritter Ordnung 
lautet : 
byy> — 3(Ey; + S242)? ¥s5 + 2%(E%, + b242)® = 9, 
wo « eine Constante bedeutet. Man findet somit bestitigt, dass fiir 
A=0 die Linie aus drei Geraden eines Biischels besteht. Fiir k——1 
fallen zwei, fiir §&; = & —0 alle drei Gerade zusammen. 


§ 3. 
Darstellung der Bedingungen durch Invarianten und Covarianten 
der cubischen Form. 

In den Gleichungen, welche im vorigen Paragraphen als noth- 
wendig und hinreichend fiir die Zerlegbarkeit der Linie f= 0 in drei 
Gerade nachgewiesen sind, sollen jetzt die simultanen Invarianten der 
biniiren Formen wu und v durch Invarianten und Covarianten der ternaren 
Form f ersetzt werden. 

Zu dem Zweck benutzen wir die urspriingliche Bezeichnung des 
§ 1. und componiren die Gleichungen: 


(I) bBi13 — Bby,3=9, (II) bBy23— Bbyo,=9, (II) bB.»3 — Bby9,=0 


*) Clebsch Binire Formen § 35. (10), Brioschi |. c. p. 126. 
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mit By.,, — 20,53, Dyy5 (d. i. — ty, 242, — u,,), wodurch wir statt 
der Gleichung (IV) 
bD— 2pA=0 
erhalten, wenn 
D = By13 6223 — 2 Br 23 D123 + Bo23 0113 - 
Statt Gleichung (V) erhalten wir durch Composition von (1), (11), 
(LIL) mit 


2b (0120209 — Diag )= b* Boos + 2A boos, 
= 2b (b41, 592 = Dy129 422) aes al 2(b? Bios + 2Ab,,3), 
2b (b451 O20 — bis ) —_ b? Biss + 2 Adis 


(d. i. 4b4,,, — 8bt,,, 4br,,), da ein Theil der Glieder 2A (b D—2£ A) 
d, i. Null liefert: 
2bH —pBD=0 
wo 
H= Bi13B223 aa Biss. 
Die Gleichung (VI) kénnen wir ihnlich herstellen, denn es war 
A = 468,33, B= }b8,,;, 


also, wenn wir — 32Eb-* mit J bezeichnen: 


J= Biss boos — 2B 433 B233 0123 + B23 0443 = 0. 
Im Folgenden benutzen wir die Symbole, wie sie bei Clebsch 
und Gordan Math. Ann. Bd. VI., p. 236 vorkommen, und schliessen 
uns der dortigen Bezeichnung an. 


Setzt man 
. 3 3 3 
{(vx2x) == @ = b. mC. =—s:-: *y 
demnach 


3 3 2 
by, HG, HO H+ ++, Oy —aa Ding = 4, a, 4 


m? mon? 
3 3 
b= b333 = b, 
so ist die Hesse’sche Form: 
A(xxx) = 6CI+fi i fooflys = (abc)az be cz 


3 3 
= @ =p,=-:-:: 


x ? 


und in Folge davon 


3 3 2 
By, = @, = 8, =-:-, Dig = &, Bro, = @, @, 


m? tm n? 


B = B33; = a, = (406)? dnbatn . 


Die erste und zweite Invariante der cubischen Form haben folgen- 
den symbolischen Ausdruck: 


S = (abc) (abd) (acd) (bed), 
T = (abc).(abd) (ace) (bef) (def )?. 


Die erste Covariante sechster Ordnung (x) ist [nach Clebsch 
Vorles. I. p. 570): 
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fir fie fis Ar} 


| for ho hos 4, 2 a2 

r)= — 2), ‘ : = (ab tb b : 

9) ifr foo fs3 4s | (aba)(abB)a, b,«, B, 
A, A, A, 0 


Da lm die gerade Polare von » sein sollte, so ist, wenn 
l,m, — l,m, = v,, l,m, — l,m, = v,, I,m, — l,m, =, 
ftir beliebige z,, 2, 25: 

(glm) = v, = a,a,’, bm — Anbs = (abv) = (abe)c,?. 
Unter diesen Voraussetzungen wollen wir jetzt D, H und J berechnen. 
Ks ist zuniichst 
Bis O23) | Os Byos| 4)? = A Amn 
Bios 5.93) Dies Bas £ Cm Cy Ann 


= On &,(aav)*, 


. ’ 
Uy" An A, AKm Ky | 


| 
p= i+ 


2 
Uandn AnOy 


Fiir v; fiihre ich 6,b,? ein, vertausche die gleichwerthigen Symbole a 
und b und bilde die halbe Summe, dann wird 


D = }(aab)a,a,b,[(aav)b,—(abv)a, 
= }$(aba)*dnby nv, — 4(aba)(abv)anbraa,? . 
Der Minuend enthalt v, = f(mnn) = b und ferner ist nach Clebsch 
Vorl. I. p. 559 
(aba)a,bea, = tS8f(rxr2), 
demnach der Minuend von D gleich {b?S. Im Subtrahenden bilden 
wir nach der Vertauschung von a, b und ¢ den dritten Theil der Summe: 
D=}4-40°S — t(abc)anbac, a, [(aba)c, — (cba) a, — (aca)b,], 
und wenden die Identitat 
an(bea) — b, (aca) + c,(aba) — a,(abc) = 0 
an. Da nun (abc)? anbnc, = a,° = B, so erhalten wir: 
D = +,0°S — 1B. 
In gleicher Weise berechnen wir H: 


Biss Bios |e; Ot, BiBmBn ie, =, 
H='| ~ |] ‘ = EnpPn m 
By 23 Boos | Aj Ahm On Bi. Bn | , B mB Om Bm 
= }46,8,(aBv)’, 


und wenn man v; = a;a,” = b;b,? setzt: 
H = $(aB a) (@Bb) on Bran* bn’, 
d. i. nach Clebsch Vorlesungen I, p. 574: 
=}9"(n), 
welches sich durch (mn) und andere Invarianten und Covarianten aus- 
driicken lisst, so dass: 
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; H = $|p(m) + 40°T — 4068). 
Endlich wird: 
J= Biss boos 7 2B 133 Bags Bios + B2s3 0, 15 

= Bi 55 + Cn? AmAn(@AV) — Bogs + On? dpAn(@ AY) 

== (@ AV) Oy? On Br? (Bram — Bn) 

= (aav) (Pav) a,” B,? an. 
Man ersetzt v; durch };b,?, vertauscht @ und b und bildet die halbe 
Summe, dann ist 

J = }(aba)a,b, a, B,?[— (aBv)b, + (bp v)a,] 
= }(aba)(abB)a,b, @,?B,? v, — (aba) (abv) andra, B,*. 
Der Minuend ist }bq(n), der Subtrahend wie oben } 8°, also 
J = tbg(n) — 18°. 
Die drei Gleichungen 

bD=—2B4A, 2bH = BD, J =0 


gehen demnach vermdége der fiir A, D, H und J ermittelten Werthe 
iiber in:*) 


(Vit) YS — 68? = 0, 
(VU) — 4b(bT — BS) = 3bg(n) — 8, 
(IX) dsbg(n)— p® =O. 


Die rechte Seite der Gleichung (VIII’) ist in Folge der Gleichung (IX) 
Null; es bleibt also, da b nicht Null ist: 
(VIL) bT— pBS=0. 

Wenn S nicht Null ist, aber nur unter dieser Bedingung, kann 
man die Gleichung (VII) durch die bekannte Bedingung fiir die 
Existenz eines Doppelpunktes [Aronhold Crelle’s J. 55] 

T? —1S83=0 
ersetzen. Auch fiir (IX) wiirde in diesem Falle 
18 p(n) —-bT=—O0 
bequemer sein. Auf allgemeine unbedingte Giltigkeit haben aber nur 
die Gleichungen (VII), (VIII), (IX) Anspruch. Fiir b und £ fihren 


*) Die directe Ueberfiihrung der biniren Brioschi’schen Bedingungen in 
ternire ergiebt: 
8D (vvv) —4A2 (nnn), 27F(v)—16f (nnn) A3 (nnn), 3f(nnn) p(n) = A3(nnn) 
wo »(vvv) bedeutet, dass in die linke Seite der Gleichung der Cayley’schen 
Curve [und entsprechend bei F'(v)| statt der w; die Coordinaten v, der geraden 
Polare von m eingesetzt werden sollen. Die Nothwéndigkeit dieser Gleichungen 
lisst sich mittelst der Relationen nachweisen, welche Gundelfinger in seiner 
ausfiihrlichen Abhandlung ,,Ueber die Ausartungen der Curve dritter Ordnung“ 
Math. Ann. Bd. IV, p. 568 und Ann. di Mat. ser. II, tom. V aufgestellt hat, Es 
ist nimlich 3° F'(u)=2(pqu)*(qru)?(rpu)? und 2.37 m(x)=(pqr)'p2q2 r2. 
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wir ihre Werthe f(mnmn) und A(nmm) ein und kénnen dann den Satz 
aussprechen : 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Zerleg- 
barkeit einer ebenen Linie dritter Ordnung f (xxx) =0 in drei Gerade sind: 

Tf(nnn) — SA(nnn) = 0, 
Sf? (nnn) — 6A*%(nnn) = 0, 
3p(n)f(nnn) — A3(nnn) = 0, 
wo n ein beliebiger der Linie dritier Ordnung nicht angehiriger Punkt 
der Ebene ist. 

Da die Bedingungen aber auch fiir den Fall A =O und also 
A(nnn) = 0 hinreichend waren, und dann die Hesse’sche Determi- 
nante identisch verschwinden machten, so haben wir folgenden weiteren 
Satz: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Zerleg- 
barkeit einer ebenen Linie dritter Ordnung f(xxx) = 0 in drei Gerade 
eines Biischels sind : 

S=0, T =(Q, A(nnn) = 0, y(n) = 0, 
wo » ein beliebiger der Linie dritter Ordnung nicht angehdriger Punkt 
der Ebene ist. 

Die so gefundenen Gleichungen brauchen nur fiir einen der Linie 
dritter Ordnung nicht angehérigen Punkt der Ebene zu bestehen, um 
die Linie in der gewiinschten Weise reducibel zu machen; sie gelten 
jedoch, wenn sie fiir einen solchen Punkt stattfinden, fiir alle Punkte 
der Ebene. 

Was die drei fiir den allgemeinen Fall aufgestellten Gleichungen 
betrifft, so ist von Gundelfinger Math. Ann. Bd. IV, p. 570 gezeigt 
worden, dass im Fall dreier Doppelpunkte SA — 77 fiir alle Werthe 
der Variabeln verschwindet. Die zweite Gleichung kann als eine Com- 
bination dieses Satzes mit der Bedingung 7? — 4S° — 0, welche aus- 
sagt, dass die Linie dritter Ordnung nicht bloss einfache Punkte ent- 
halt, aufgefasst werden. Die dritte Gleichung 3/(nnn) p(n) — A*(nnn)—0 
scheint noch nicht beachtet worden zu sein, sie entspricht der Brioschi- 
‘schen Gleichung E =—0. Der Beweis, dass die Linie dritter Ord- 
nung in drei Gerade zerfillt, wenn diese Gleichungen auch nur fiir 
einen der Linie nicht angehérigen Punkt bestehen, war die Aufgabe 
dieser Arbeit. 

Fiir den Fall, dass die drei Geraden durch einen Punkt gehen, 
ist die Nothwendigkeit von S=0O, 7 —0O und A=0O bekannt, die 
von g(n) =O selbstverstindliche Folge von A=0. Dass die vier 
Gleichungen, wenn sie fiir einen Punkt bestehen, hinreichend sind, ist 
im Vorhergehenden bewiesen worden. 
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§ 4. 
Die Bedingungen, dass eine Linie dritter Ordnung ein in sich selbst 
conjugirtes Dreieck in Bezug auf einen gegebenen Kegelschnitt darstellt. 


Die vorstehende Untersuchung war veranlasst durch Beschaftigung 
mit der Frage nach der cubischen Gleichung, welche ein sich selbst 
conjugirtes Dreieck in Bezug auf einen- gegebenen Kegelschnitt dar- 
stellt. Eine solehe Gleichung hat sechs Bedingungen zu erfiillen; es 
treten also zu den Bedingungen, welche die Existenz von drei Doppel- 
punkten ausdriicken, noch drei weitere hinzu. Diesem Umstande ge- 
miss lisst sich die Aufgabe theilen, indem zuerst drei Gleichungen 
abgeleitet werden, welche die Constanten des Kegelschnittes enthalten, 
zu denen man dann nur noch die Bedingungen der Zerlegbarkeit der 
Linie dritter Ordnung in drei Gerade hinzuzufiigen braucht. Dies Er- 
gebniss lasst sich durch einen Satz ausdriicken, dessen Beweis hier 
Platz finden mége: 

Eine aus drei Geraden bestehende ebene Linie dritter Ordnung ist 
Tripel eines in ihrer Ebene liegenden Kegelschnittes, wenn der letztere 
dem Netze ihrer conischen Polaren conjugirt ist, und umgekehrt. 

Beweis: Die conischen Polaren der Linie f = 0 werden dargestellt 
durch die Gleichung 

Mf + fy + sf; = 9. 
Der gegebene Kegelschnitt, welcher in Liniencoordinaten die Gleichung 
Y= SU mej, = O 
haben soll, wird als dem Netze conjugirt [Rosanes Math. Ann. Bd. VI, 
p- 268] bezeichnet, wenn 
DAHiKti:n =O, ZarinGin =O, DaginGn =O. 
Ist nun 
f = PeWel x) 
so sind die conischen Polaren der drei Doppelpunkte: 

| Prdz = 9%, Qxtx =O, T2Pe = 0. 

Wenn alle conischen Polaren dem Kegelschnitt y = 0 conjugirt sind, 
so stellen diese Geradenpaare conjugirte Strahlen in Bezug auf den- 
selben vor, d. h. es bilden alsdann die Geraden p,q, r ein sich selbst 
conjugirtes Dreieck, und umgekehrt. 

Die sechs Bedingungen, von denen oben die Rede war, lauten daher: 

DA inGin—V, Zain Aix —O, Zas3inti.—O, 
Tf(nnn)—SA(nnn)—0, Sf? (nnn)—6 A*{nnn)—0, 3 (n)f (nnn)—A%(nnn)—0 


und zwar ist wegen der drei letzten auf § 3. zu verweisen. 


Giessen, September 1878. 
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Ueber Enveloppen geoditischer Linien. 
Von 


A. v. Braunmiint in Miinchen. 


(Mit 1 lithogr. Tafel.) 


$1. 
Einleitung. 


Im Folgenden soll ein Beitrag zur Geometrie auf den Rotations- 
flichen zweiten Grades durch Betrachtung jener Enveloppen gegeben 
werden, welche von allen durch einen Punkt gehenden geoditischen 
Linien erzeugt werden. Die erste Bemerkung tiber diese Curven findet 
sich in Jacobi’s Dynamik pag. 46, woselbst der Autor angiebt, dass 
im Schnittpunkte zweier unendlich benachbarter geodiitischer Linien 
die zweite Variation verschwindet, in Folge dessen die Construction 
einer Enveloppe mit der Aufsuchung des geometrischen Ortes der Ver- 
schwindungspunkte der zweiten Variation tibereinstimmt. Ausserdem 
stellt er den Satz auf, dass auf Flichen, welche in allen ihren Punkten 
negatives Kriimmungsmass besitzen, iiberhaupt keine Enveloppen zustande 
kommen. Der Beweis dieses Satzes, der iibrigens nur von einem gewissen 
Gesichtspunkte aufgefasst Giiltigkeit hat, wurde von Hrn. Christoffel 
in den Abhandlungen der Berliner Akademie vom Jahre 1868 erbracht. 
Vorliegender Aufsatz, der der Hauptsache nach in meiner vor kurzem 
erschienenen Doctordissertation enthalten, verdankt, wie diese, seine 
Entstehung der Anregung und giitigen Unterstiitzung meines hoch- 
verehrten Lehrers, des Herrn Professor Dr. A. Brill, dem ich hierfiir 
meinen innigsten Dank ausspreche. 

An der oben erwihnten Stelle giebt Jacobi nur im Allgemeinen 
durch eine beigegebene Figur die Gestalt einer Enveloppe auf dem 
Ellipsoide an. Ich werde nun einmal niher ausfiihren, in welcher 
Weise eine solche Kinhiillende zustande kommt, und werde dann die 
gestaltlichen Veriinderungen betrachten, welche die Einhiillenden er- 
leiden, wenn der Ausgangspunkt der sie erzeugenden geoditischen 
Linien einen Meridian durchliuft. Hierauf wende ich mich zur Be- 
trachtung der Veriinderungen, die durch den Uebergang des verlingerten 
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Ellipsoides durch die Kugel in das Sphiroid und durch die Deformation 
des zweischaligen Hyperboloides in den Kegel und das einschalige 
Hyperboloid hervorgerufen werden. Hiebei soll gezeigt werden, dass 
es doch‘auch auf dem einschaligen Hyperboloid Einhiillende giebt, 
trotzdem diese Fliche rein negatives Kriimmungsmass besitzt, wenn 
man niimlich die geoditischen Linien das Unendliche durchlaufen und 
wieder auf der Flache erscheinen lisst, wie es ihre analytische Be- 
trachtung verlangt. Zum Schlusse weise ich nach, dass auf dem Para- 
boloide die Enveloppen sich auf den unendlich entfernten Kreis redu- 
ciren, so dass im Endlichen keine Einhiillende existirt, obgleich die 
Fliche in ihrer ganzen Ausdehnung positiv gekriimmt ist. Hiermit 
ist dann auch ein Beispiel fiir die Frage geliefert, welche Jacobi 1. c. 
noch offen lisst, indem er sagt: es soll durch den bereits erwaihnten 
Satz tiber negativ gekriimmte Flichen nicht ausgeschlossen sein, dass 
es nicht auch concav-concave Fliichen giibe, auf welchen keine Ein- 
hiillenden existiren. 


§ 2. 
Enveloppen auf Rotationsflichen iiberhaupt. 


Bezieht man eine Rotationsfliche auf ein rechtwinkliges dreiaxiges 
Coordinatensystem, indem man y = f(r) die Gleichung des Meridians 


bedeuten liisst, wo r = /x? + 2? und y die Rotationsaxe ist, so lassen 
sich die geodiitischen Linien darstellen durch: 


‘ 
dr 5/1 we 
(1) gar fT Vite. 
*% 

Hiebei bedeutet g den Drehungswinkel der Ebene des Meridians, *, 
den Radius des Parallelkreises, auf welchem die geodiitische Linie be- 
ginnt und v, wie man sich leicht iiberzeugt, den Halbmesser eines 
andern Parallelkreises, den die Linie in ihrem Laufe tangirt. Sind 
auf einer Fliiche zwei solche Kreise v vorhanden, so oscillirt die Linie 
periodisch auf dem zwischen diesen Parallelkreisen befindlichen Flichen- 
theile, indem sie jenen Theil nicht betritt, fiir welchen 7 < ist. 
In diesem Falle giebt es auch immer zwei Kreise r= 7,, die ich 
kiinftig mit r, und 7,’ bezeichne. Geht dann eine geoditische Linie 
von einem Punkte des Kreises 7, aus, beriihrt ihren einen Grenzkreis 
* =v, durchschneidet dann abermals 7, und trifft den andern Kreis 
*,, so nenne ich das so beschriebene Stiick der geoditischen Linie 
ihre halbe Periode.*) Ist nur ein Grenzkreis v vorhanden, wie beim 
Paraboloid, so laufen die Linien auf einer Seite ins Unendliche. Fiir 


*) In Figur 2 ist alao AB die halbe Periode. 
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jede kiirzeste Linie hat v einen andern Werth; hilt man daher 1, fest 
und liasst » variiren, so ergeben sich alle durch einen auf 7, befind- 
lichen Punkt A gehende Linien; mithin kann man die Einhiillende 
derselben erhalten, wenn man Gleichung (1) nach y differentiirt, das 
erhaltene Integral: 


r 


9 _ [rarhitf? 
(4) J [ Vir — 22) 


e 
%> 


mit Null vergleicht und die Gleichungen (1) und J = 0 nebeneinander 
bestehen lisst. Giebt es nun fiir jeden Werth von v einen Werth 
von r, welcher J = 0 befriedigt, so liefert dieser als obere Grenze 
des Integrales (1) genommen den jedesmal zugehérigen Werth von g. 
Es kommt also darauf an, ob die Gleichung J = 0 reelle Lésungen 
besitzt oder nicht. Im ersten Falle existiren Enveloppen, im zweiten 
nicht. Im folgenden Paragraphen werde ich nun nachweisen, dass 
fiir die Rotationsflichen zweiten Grades in jedem Falle die Gleichung 
J = 0 reelle Lésungen besitzt. 


§ 3. 
Rotationsflichen zweiten Grades. 


Fiir Rotationsfliichen zweiten Grades ist y eine Function von 7°, 
da fiir zwei entgegengesetzt gleiche Werthe von * ein und derselbe 


Werth von y folgen muss. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir /1-+ f’?, 


an ee . 7] , 
so dass man 7? als die Variable betrachten kann. Nun wird ef =f 


fiir jenen einen Punkt der Meridiancurve unendlich, dessen Tangente 
‘+7 
Vi+f* 
Verzweigungspunkte. Die beiden Integrale (1) und (2), welche ausser- 
dem noch den Verzweigungs- und Unstetigkeitspunkt 7? — v? haben, 
sind mithin gleichverzweigte elliptische Integrale, und der Unendlich- 
keitspunkt kann als vierter Verzweigungspunkt aufgefasst werden. 

Betrachtet man jetzt das Integral (2), so ergiebt sich sofort, dass 
es im Punkte +? = v? algebraisch unendlich wird und ein Integral 
zweiter Gattung ist, wihrend (1) in diesem Punkte endlich bleibt. Da 
man ferner (2) in der Form schreiben kann: 


TH+f? ) /ith? f f’dr 
J = ] ry? — y2 +} re a ‘ 14 f°?’ 


so erkennt man weiter, dass es in diesem Punkte 7? == v? von + 00 
auf — oo iiberspringt, wenn r? von 7)? bis v? abnimmt und dann 
Denn das Unendlichwerden von J im Punkte 


parallel zur Rotationsaxe ist; / 1+ /°? = besitzt somit zwei 


wieder von v? ab wiichst. 
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yr? == y* hingt augenscheinlich nur von der Function V 2. . ab, 


in welcher r? = v* ein einfacher Verzweigungspunkt ist, bei dessen 
Umgehung die Function ihr Zeichen wechselt. In diesem Zeichen- 
wechsel des Integrales J im Punkte r? = v? ist allein der Grund dafiir 
zu suchen, dass J fiir reelle Werthe von rv? zu Null werden kann, 
d. h. Enveloppen vorhanden sind. 


Die Werthe, welche r in den Integralen (1) und (2) durchlauft, 
liegen fiir die beiden Ellipsoide und die Kugel zwischen dem Radius 
a des Aequators und dem Werthe Null, wihrend r bei den Hyper- 
boloiden einmal von Unendlich bis Null, das anderemal von Unendlich 
bis zum Radius a’ des Kehlkreises sich bewegt. Man kann also bei 
allen Flaichen ausser dem einschaligen Hyperboloide v von a bis Null 
oder von Unendlich bis Null abnehmen lassen und erhilt immer solche 
geoditische Linien, welche zwischen den beiden, dem jedesmaligen 
Werthe von v entsprechenden Parallelkreisen um die Fliche oscilliren, 
wobei man sich natiirlich das zweischalige Hyperboloid durch das Un- 
endliche geschlossen denken muss. Nur auf dem einschaligen Hyper- 
boloide giebt es verschiedene Gattungen von Linien. Setzt man nimlich 
v >a’ (a’ = dem Radius des Kehlkreises), so erhilt man die eben be- 
sprochene Gattung, setzt man aber v < a’, so ergeben sich geodiitische 
Linien, die die ganze Fliiche durchlaufen, ohne an Grenzkreisen um- 
zukehren, da solche ja nicht mehr vorhanden sind, und deren ganze 
Ziige sich periodisch wiederholen. Zwischen beiden Gattungen liegt 
eine specielle Linie, die man fiir v = a’ erhialt, und die sich dem Kehl- 
kreise in unzihligen Windungen asymptotisch nihert; dies erkennt 


man aus Gleichung (1). Denn ist v? = a’*, so fallen die beiden Ver- 
zweigungspunkte +? =v? und r? =a’? in einen einzigen zusammen, 
und @ wird fiir r? = a’? logarithmisch unendlich. 


Lasst man jetzt J im Punkte yr, mit dem Werthe Null beginnen, 
so wird es in +? = v® positiv unendlich, springt auf — oo iiber und 
langt, nachdem r? bei den Ellipsoiden den Punkt a?, bei den Hyper- 
boloiden den Unendlichkeitspunkt durchschritten , wieder im Punkte 1, 
(eigentlich r,’) mit irgend einem Werthe J, an, der nichts anderes als 
der reelle Periodicitiétsmodul des Integrales ist. Hat dieser nun einen 
positiven Werth, so muss J, bevor es wieder nach 7, gelangt ist, 
durch Null hindurch gegangen sein, da es in r? = v? negativ unend- 
lich war; ist hingegen J, negativ, so muss J nach der abermaligen 
Ueberschreitung von 7, verschwinden, da es in +? = v*? wieder positiv 
unendlich wird. In jedem der beiden Fille sind also reelle Nuilpunkte 
vorhanden, es existiren Enveloppen. Ausserdem ergiebt sich der Satz: 
Besitzt der Periodicitiéitsmodul das positive Vorzeichen, so schneiden sich 
je zwei benachbarte geodiitische Linien vor Vollendung ihrer halben 
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Perioden, besitet er hingegen das negative, so tritt der Schnitt erst nach 
Vollendung derselben ein. Der Zwischenfall J = 0 erledigt sich von 
selbst. Hat naimlich das Integral J keine reelle Periode, so schneiden 
sich die benachbarten geoditischen Linien simmtlich in Punkten des 
Parallelkreises r = r,'. 

Die im Vorstehenden gewonnenen allgemeinen Gesichtspunkte wenden 
wir nun auf die speciellen Flichen zweiten Grades an. 


§ 4. 
Die beiden Ellipsoide und die Kugel. 


Ich beginne mit den Gestalten der Enveloppen auf den beiden 
Ellipsoiden. Sei: 
y? r2 aig 
(ca)? 7 get 
die Gleichung derselben, so erhilt man das verlingerte Ellipsoid fir 
ce? > 1, die Kugel fiir c? —1 und das Sphiroid fiir c? << 1. Der reelle 
Periodicitiittsmodul J, aber ist: 


aoe Vrr2—2?. mained 

woraus man sieht, dass J,, im Falle c? > 1, fiir jeden Werth von v 
positiv ist, dagegen verschwindet, wenn c? = 1, und fiir c? < 1 einen 
negativen Werth annimmt. Also schneiden sich auf dem verlingerten, 
beziehungsweise abgeplatteten Ellipsoide je zwei wnendlich benachbarte 
geodiitische Linien vor, beziehungsweise nach Vollendung ihrer halben 
Perioden, wihrend sie sich auf der Kugel mit Vollendung derselben 
treffen. 

Lisst man die geodiitischen Linien von einem Punkte A des 
Aequators r = a ausgehen, so giebt es augenscheinlich zwei, die dem 
Aequator unendlich benachbart sind, und diese schneiden denselben 
wegen der herrschenden Symmetrie in zwei zu beiden Seiten ihres 
Ausgangspunktes gelegenen Punkten C und D, welche somit als An- 
fangspunkte der Enveloppe zu betrachten sind (man vergl. Figur 1 
auf der beigegebenen Tafel). Die nachfolgenden beiden Linien schneiden 
die vorausgehenden einzeln in je zwei Punkten und zwar bevor sie 
ihre halbe Periode vollenden, d. h. hier, den Aequator abermals er- 
reichen. Man sieht also, dass jede geoditische Linie die unmittelbar 
vorhergehende in zwei Punkten trifft, die natiirlich auf verschiedenen 
Seiten des Aequators liegen, und da es immer zwei symmetrische Linien 
durch den Ausgangspunkt giebt, so entstehen im Ganzen vier Zweige, 
welche die Einhiillende bilden. Diese setzen sich, wie die Entstehung 
zeigt, in zwei Spitzen am Aequator an und enden in zwei Spitzen, 
Mathematische Annalen. XIV. 36 
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die auf jenem Meridiane liegen, der durch A geht, da ja dieser eben- 
falls geoditische Linie ist, und die tibrigen Linien sich ihm zu beiden 
Seiten des Aequators von je zwei Richtungen her immer niiher an- 
schliessen , indem ihre Culminationspunkte, d. h. ihre Beriihrungspunkte 
mit den zugehérigen Kreisen r? = v?, den beiden Polen sich niahern. 

Lasst man jetzt Punkt A auf einem Meridian weiter riicken bis 
auf einen Parallelkreis r — yr, (vgl. Fig. 2), so treten an die Stelle 
des Aequators einerseits die zwei auf beiden Seiten des letzteren ge- 
legenen Parallelkreise r = 7, und r = 1,', andererseits jene geodiitische 
Linie, welche durch A geht und den Kreis r, in A beriihrt. Diese 
hat mit r,’ zwei Beriihrungspunkte und in ihnen befinden sich jetzt 
die beiden Spitzen, die friiher auf dem Aequator gelegen, wie sich aus 
Gleichung (2) unschwer ergiebt, wenn man daselbst v= 1, setzt. 
Ausserdem sind natiirlich wieder zwei Spitzen auf dem Meridiane vor- 
handen, die jedoch diesmal jenem Pole der Fliche niiher liegen , bei 
dem sich der Parallelkreis r,' befindet. Liisst man nunmehr A dem einen 
Pole der Fliche naher riicken, so werden r, und 7, immer kleiner, 
und die Einhiillende zieht sich immer mehr in der Nihe des andern 
Poles zusammen, bis sie in diesen iibergeht, sobald A den ersten Pol 
erreicht hat, und die geodiitischen Linien simmtlich Meridiane ge- 
worden sind, 

Niahert sich nun das verlingerte Ellipsoid der Kugel, indem die 
Grosse c? gegen die Kins abnimmt, so wird J,, wie man aus Glei- 
chung (3) sieht, immer kleiner. Das heisst aber nach der in § 3, an- 
gestellten Betrachtung nichts anderes, als simmtliche Punkte der Enve- 
loppe, die dem Ausgangspunkte A auf dem Parallelkreise , entspricht, 
riicken 7, immer niher. Zu gleicher Zeit bewegen sich aber auch die 
auf 7, befindlichen Spitzen gegeneinander ,*) so dass die ganze Enveloppe 


*) Dies ergiebt sich aus folgender Betrachtung: Um die Spitzen zu finden, 
hat man die Beriihrungspunkte der fiir » 7, resultirenden geodiitischen Linie 
mit dem zweiten Kreise ry zu suchen, d. h. 


a 


a 
Cilio ‘ de : . (a2 2 _ 4) gt 
m= 2m f . (ae ss dr-(a*-+-(c?—1)r*) 


— ‘ rV(a® aie 7?) - (7?- r 2) ‘(a+ (c* 1)9*) 
e / v \ ; } 
r, r, 


o ° 


zu bilden. Dieses Integral zerlegt sich in die beiden: 


a 
dr 
= ?F, 2 ae n= nen 
QP» To ef, Viat— r)- (2 192): (a®-++- (e2—1) 7?) 
To 


rdr 


+ 2n(e— vf V (a®@—1*) (x? —1,?)- (a? + (c?—1) 3) 


Niahert sich nun c* der Einheit, so riickt das erste dieser beiden Integrale dem 
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immer kleiner wird und, sobald die Kugel erreicht ist, in einen Punkt 
iibergeht. Das gilt natiirlich fiir jeden Werth von 7), d. h. fir alle 
auf einem Meridian gelegene Punkte A als Ausgangspunkte kiirzester 
Linien (man, vergl. Fig. 1 und Fig. 3). 

Fahrt man mit der Deformation fort, indem man die Kugel in ein 
abgeplattetes Ellipsoid tibergehen laisst, so wird c? << 1, und alsbald 
treten wieder Einhiillende auf, die immer grésser werden, je mehr c? ab- 
nimmt, und die niimliche Gestalt haben, wie die des verlingerten 
Ellipsoides (vergl. Fig. 1 u. 3). Sie kommen jedoch, wie man aus 
der Figur erkennt, auf eine andere Weise zustande, indem jetzt der 
Schnitt zweier Nachbarlinien erst nach Vollendung der halben Perioden 
eintritt. 

§ 5. 
Die beiden Hyperboloide und der Kegel. 


Es stelle fan — = 1 die Gleichung der Hyperboloide dar, dann 


erhilt man fiir ein reelles a’ das zweischalige, fiir ein rein imaginiires 


a’ das einschalige Hyperboloid und fiir a = 0 den Kegel. Der 
Periodicitaétsmodul J, ist ausgedriickt durch: 


(4) J, =ca? { MNS? TO : 
sy J Vidi +s (P= oF) (@? + (+1) vy” 
woraus man unmittelbar ersieht, dass derselbe fiir die erste der ge- 
napnten Flichen positiv, fiir die zweite negativ wird, fiir den Kegel 
aber verschwindet. Man sieht also: Auf dem zweischaligen, beziehungs- 
weise einschaligen Hyperboloide schneiden sich die von einem Punkte 
ausgehenden geoditischen Linien vor, beziehungsweise nach Vollendung 
ihrer halben Perioden, auf dem Kegel aber mit Vollendung derselben. 
Da sich das zweischalige Hyperboloid ganz an das verliingerte 
Rotationsellipsoid anschliesst, indem es ebenfalls zwei Pole hat, denen 
sich die Culminationspunkte der einzelnen geoditischen Linien immer 
mehr niihern (vergl. § 4.), und J, ebenfalls das positive Zeichen besitzt, 
so sind hier die Gestalten der Einhiillenden die nimlichen wie dort, 
nur sind die einzelnen Theile durch das Unendliche zusammengeschlossen 
oder die Enveloppe verliuft wie in Fig. 4 ganz auf dem einen Flichen- 
theile, auf welchem der Ausgangspunkt der geoditischen Linien sich 
nicht befindet. Von Jacobi’s Standpunkte aus giebt es dann in diesem 
letzteren Falle auch auf dem zweischaligen Hyperboloide keine EKin- 
hiillenden*). 


Werthe a immer niiher, das zweite aber der Null, so dass qp fiir c? ==1, d. h. 
fiir die Kugel, den Werth a annimmt. Das heisst die beiden Spitzen fallen auf 
dem Meridian, auf welchem A liegt, in einen Punkt zusammen. 

*) Da nach den Erérterungen des § 4., je mehr A sich dem einen Pole der 
Fliche nihert, desto niher die zwei auf dem’Meridiane durch A gelegenen Spitzen 
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Fasst man jetzt irgend eine Einhiillende ins Auge, fiir welche der 
Ausgangspunkt A wieder auf dem Parallelkreise r = r,, zwei Spitzen 
aber auf r, liegen, und lisst die Fliiche dem Asymptotenkegel sich 
nahern, so wird J, immer kleiner. Das heisst nach § 3., sammt- 
liche Punkte der Enveloppe riicken dem Kreise r = r, naher. Be- 
rechnet man aber die Lage der Spitzen auf r,' fiir den Kegel ahnlich, 
wie es in der Anmerkung zu § 4. geschehen, so wird der Drehungs- 
winkel @ fiir diese: m= -+ /1-+¢?-z. Das heisst die Spitzen fallen 
nicht mehr, wie bei der Kugel in einen Punkt zusammen, der auf 
dem durch A laufenden Meridiane liegt, sondern sie haben die Ent- 


fernung 2x — 2x%)//1 + c? von einander. Geht also das Hyperboloid 
vollstindig in einen Kegel iiber, so artet die Enveloppe in jenes 
doppelgezihlte Stiick des Parallelkreises y, aus, welches sich zwischen 
den beiden eben bestimmten Punkten erstreckt, wihrend die geodiitischen 
Linien zur einen Hialfte durch den ersten, zur andern Hilfte durch 
den zweiten dieser Punkte hindurchlaufen. Ebenfalls kann die Er- 
zeugende, welche an Stelle des Meridians tritt, insofern mit zu der 
Enveloppe gerechnet werden, als auf ihr kurz vor Uebergang des 
Hyperboloids in den Kegel noch die zwei weitern Spitzen der Enveloppe 
lagen, die jetzt beim Kegel in den Durchschnitt dieser Erzeugenden 
mit dem Parallelkreise 7.) zusammengefallen sind. 

Es muss noch bemerkt werden, dass natiirlich hier von Enveloppen 
auf dem Kegel nur insofern die Rede sein konnte, als die auf der 
einen Flaichenhilfte entspringenden Linien erst nach Durchlaufung des 
Unendlichen auf der andern Flichenhilfte sich trafen. 

Liisst mati den Kegel in ein einschaliges Hyperboloid tibergehen, 
so erweitert*sich der Doppelpunkt (vergl. Fig. 4 u. 5) zu einem Kehl- 
kreis und es tritt an Stelle der genannten Erzeugenden eine geodiitische 
Linie, die sich demselben, wie bereits § 3. erwahnt, asymptotisch an- 
schliesst und zu seinen beiden Seiten ins Unendliche verliuft; diese 
ersetzt den Meridian, auf welchem bei dem zweischaligen Hyperboloide 
zwei Spitzen der Kinhiillenden lagen. Der Meridian gehért also hier 
gar nicht mit in das System jener geodiitischen Linien, welche zur 
Erzeugung der Enveloppe beitragen. In der That, von jenen geodi- 


dem andern Pole riicken, so wird es beim zweischaligen Hyperboloide eine Lage 
von A geben, fiir welche die eine dieser Spitzen gerade mit dem unendlich fernen 
Kreise zusammentrifft, diese erhilt man, wenn man in J » = 0 und r= oo setzt 
und die untere Grenze r, als unbekannt betrachtet; dadurch ergiebt sich fiir die 
vorliegende Fliche: 





_ f_4ar-f#it+eyt+a? 
J ? Vie+a®)- (i +e) +a?) 


woraus man 7, findet, 
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tischen Linien, fiir welche v < @ ist, d. h., die sich iiber die ganze 
Flache hinziehen ohne an bestimmten Grenzkreisen r = v umzukehren, 
schneiden sich zwei benachbarte nicht mehr. Setzt man niamlich 
vy <a voraus, so kann r im Integral J den Werth v gar nicht mehr 
erreichen, daa’ der kleinste Parallelkreis ist, folglich kann von einem 
Unendlichwerden und einer Zeichenumkehr des J fiir die in Betracht 
kommenden Werthe von r, d. h. von Enveloppen, keine Rede sein. 
Die andern Curven durch A hingegen schliessen sich immer mehr an 
die statt des Meridians eintretende Grenzlinie an, die sich dem Kehl- 
kreise asymptotisch nihert, folglich riicken ihre successiven Schnitt- 
punkte, die Punkte der Enveloppe, diesem Kehlkreise der Flache eben- 
falls immer niher. Dasselbe ergiebt sich auch analytisch aus der Be- 
trachtung von J). Dieses wichst, je mehr v gegen a abnimmt, und 
wird fiir »—a’ unendlich; da J, ferner negativ ist, also der Null- 
punkt von J jedesmal zwischen r =r, und r =v liegen muss, so 
erkennt man aus den Betrachtungen des § 3. augenblicklich, dass dieser 
Nullpunkt mit v dem Werthe a’ sich na&hert. Alse tritt hier an Stelle 
der beiden Spitzen auf dem Meridiane die Eigenthiimlichkeit, dass die 
Kinhiillende sich asymptotisch dem Kehlkreise anschliesst. Dies gilt 
natiirlich, wo auch A liegen mag, da ja J, hievon unabhingig ist. Es 
besteht somit eine Enveloppe auf dem einschaligen Hyperboloide aus einem 
eweispiteigen Zuge, dessen Spitzen auf jenem Kreise liegen, der den niim- 
lichen Radius, wie der zum Ausgangspunkte der Linien gehorige besitzt, 
und dessen vier Aeste sich auf beiden Seiten dem Kehlkreise asymptotisch 
nihern, nachdem zwei davon das Unendliche passirt haben. 

Da nun gezeigt worden, dass es auf dem einschaligen Hyperboloide 
ebenso gut wie auf positiv gekriimmten Flichen Einhiillende giebt, 
muss noch erliutert werden, dass hiedurch doch keineswegs der von 
Jacobi aufgestellte und § 1. angefiihrte Satz seine Giiltigkeit verliert. 
Es wurde niimlich bemerkt, dass fiir die in Rede stehende Fliche der 
Periodicititsmodul J, immer das negative Zeichen besitzen muss, und 
deshalb der Schnittpunkt zweier Nachbarlinien erst nach Vollendung 
der halben Perioden eintritt. Eine Linie, die von einem Punkte A auf 
r, (vergl. Fig. 5) ausgeht, vollendet ihre halbe Periode, sobald sie 7, 
erreicht, d. h. sie muss auf unserer Fliche in jedem Falle zuerst 
durch’s Unendliche gegangen sein, bevor sie ihre Nachbarlinie trifft. 
Beschriinkt man sich also darauf, wie es Jacobi gethan, den Verlauf 
einer geodiitischen Linie von einem Punkte aus in’s Unendliche allein zu 
verfolgen, so existiren allerdings auf dem einschaligen Hyperboloide’ gar 
keine Enveloppen. Stellt man sich hingegen auf den allgemeinern Stand- 
punkt, von welchem aus betrachtet die Flachen im Unendlichen zusammen- 
hiingen, so existiren auf dem einschaligen Hyperboloide so gut wie auf 
dem zweischaligen oder dem Ellipsoide Enveloppen. 
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§ 6. 
Das Paraboloid und der Cylinder. 

Das Paraboloid kann man dadurch aus dem verlingerten Ellip- 
soide entstehen lassen, dass man den auf der einen Seite des Aequators 
befindlichen Flachentheil mit diesem ins Unendliche riicken lisst. Dabei 
verindern sich die Enveloppen in folgender Weise. Je mehr das 
Ellipsoid dem Paraboloid sich nihert, desto niher riicken jene zwei 
Spitzen dem Parallelkreise r,, welche auf dem durch den Ausgangs- 
punkt A gehenden Meridiane liegen, wihrend die beiden auf r,' selbst 
befindlichen Spitzen sich immer weiter von einander entfernen. Es 
schliesst sich also die Enveloppe enger und enger an den Parallelkreis 
ry an. Nun fallt aber, sobald das Paraboloid wirklich erreicht ist, 
r, mit dem unendlich entfernten Parallelkreise zusammen, und somit 
besteht jetzt die Enveloppe nur mehr aus diesem Kreise, dem sich 
natiirlich simmtliche geodiitische Linien asymptotisch nihern. Ana- 
lytisch erkennt man dies, wenn man den Meridian des Paraboloides 


. r? . : ° anal os 
in der Form y = S aufstellt. Die Gleichung der geoditischen Linien 


ist dann nach 1) § 1.: 


7 


obi a “dr Vpt+r 
— zf rVR—2 ’ 


welches Integral fiir + = oo logarithmisch unendlich wird. Der 
unendlich ferne Kreis wird somit von simmtlichen geodiitischen Linien 
beriihrt, er ist also ihre gemeinsame Enveloppe. Der Meridian hingegen, 
welcher auch zu den kiirzesten Linien gehért, sondert sich wieder ab; 
natiirlich, denn kurz vor Erreichung des Paraboloides lagen ja auf 
ihm noch zwei Spitzen der Einhiillenden, die jetzt in den Durch- 
schnittspunkt dieses Meridians mit dem unendlich fernen Kreis zu- 
sammengefallen sind. Fassen wir das Resultat zusammen, so folgt: Auf 
dem Rotationsparaboloide artet jede Enveloppe geodiitischer Linien, die 
von einem Punkte ausgehen, in den unendlich fernen Kreis aus. 

Was schliesslich noch den Cylinder betrifft, so sind dié geodii- 
tischen Linien auf ihm gerade Erzeugende und Schraubenlinien. Con- 
struirt man aber alle durch einen Punkt gehende Schraubenlinien, so 
haben je zwei unendlich benachbarte offenbar keinen weitern Schnitt- 
punkt mit einander gemein, also ist hier von Kinhiillenden keine Rede. 

Dies ergiebt sich auch, wenn man den Cylinder aus dem Kegel 
dadurch entstehen lisst, dass der Doppelpunkt desselben ins Unend- 
liche riickt. Mit ihm entfernt sich dann jenes Stiick des Kreises r,,, 
das als Kinhiillende auf dem Kegel aufzufassen war, ins Unendliche, 
und es bleibt nur noch die durch A laufende Erzeugende iibrig. 

Miinchen, im November 1878. 
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Ueber eine neue Eigenschaft der Laplace’schen Y™ und ihre 

Anwendung zur analytischen Darstellung derjenigen Phano- 

mene, welche Functionen der geographischen Linge 
und Breite sind*). 


Ven F. Neumann in Kénigsberg. 


Mit grossem Erfolg hat man seit lingerer Zeit sich der Reihen 
bedient, welche nach den Sinussen und Cosinussen der Vielfachen 
eines Bogens fortschreiten, um in den periodischen Phinomenen der 
Natur aus einer grossen Anzahl Beobachtungen Resultate zu ziehen. 
Die sichern Ergebnisse der Meteorologie beruhen fast ganz auf diesem 
Gebrauch. Ein vorziiglicher Vortheil, welchen die Anwendung dieser 
Reihen darbietet, ist der Umstand, dass der Werth der Coefficienten, 
welche man bestimmt hat, unabhingig von ihrer Anzahl ist. In der 
Physik der Erde ist es ein wichtiger Gesichtspunkt fir die Phano- 
mene, diese als Functionen ihres Ortes an der Erdoberfliche zu be- 
trachten, d. i, als Functionen der geographischen Linge und Breite. 
Es wiirde unzweckmissig sein, diese Functionen zweier Winkel dar- 
zustellen durch fhnliche Reihen, welche namlich nach den Sinussen 
und Cosinussen der Vielfachen zweier Winkel fortschreiten. Auch hat 
niemand bis jetzt z. B. die Vertheilung der Temperatur auf der Erd- 
oberfliche, oder die Vertheilung der Intensitit des Erdmagnetismus, 
seiner Richtung etc. auf diese Weise in eine Formel zu bringen ver- 
sucht; und mit Recht, denn in diesen und andern Fiillen haben die 
theoretischen Beschiiftigungen mit diesen Phiinomenen schon langst 
die wahre Form, in welcher sie dargestellt werden miissen, gefunden, 
namlich durch Reihen, welche fortgehn nach den Functionen, welche 
Laplace in der Theorie der Attraction der Sphiroide mit Y™ be- 
zeichnet hat. 

Das Verfahren, eine Function, fiir welche man alle Werthe kennt, 
durch eine Reihe, welche nach den Y™ fortschreitet, darzustellen, ist 
bekannt. Die Absicht dieser Mittheilung ist, das Verfahren anzugeben, 
welches man zu befolgen hat, wenn nur eimzelne Werthe der darzu- 
stellenden Function gegeben sind. Es ist ganz analog demjenigen, 
welches man bei den Reihen der Sinusse und Cosinusse der Vielfachen 


*) Dieser im Jahre 1888 in Schumacher’s Astronomischen Nachrichten 
(Bd, 15, Seite 313) publicirte Aufsatz wird mit Erlaubniss des Herrn Verfassers 
hier von Neuem abgedruckt. 


(1) 
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eines Bogens anwendet, und bietet dieselben Vortheile, welche dort so 
geschitzt werden. 

Bezeichnet man die geographische Linge mit , und die Breite 
mit @ und setzt: sin mg = w, bezeichnet man ferner das Glied in Y™, 
welches unabhiingig von @ ist, mit X™, so ist der allgemeine Aus- 
druck fiir Y™ folgender: 


— pt n) 
y™ — BY x4 (A® sino + BY cos o) i sal ax' 





du 
(n) (n) 1— p? ax™ 
“ph (A$ sin2@ + B; cos 2 a ot 
+ 
(n) (n) (1—p?)? a x) 
+ (A; sinia-+ B: cosi@) nino) C=) ae 


und der Werth von X™ ist dieser: 





; n\n—1) ‘ n(n—1)(m— 2)(n—3) 
, TO ans me ... n—2 n—4 
(2) x ‘ 2 (2m—1) ’ so 2-4(2n— 1) (2n—3) 
Die Gréssen BY B™... AM AM ...~ sind willkiirliche, welche so 
bestimmt werden sollen, dass, wenn man durch V(@, w) den beobach- 


teten Werth einer Function an dem durch @ und w bezeichneten Ort 
darstellt, der Gleichung 


(3) V (a, #*) a YO oe Y® -f Ye) -b Lone + Yt») 
fiir alle Beobachtungen geniigt wird. 


Die bekannten Eigenschaften der Functionen Y™, welche ihnen 
eine so ausgebreitete Anwendung verschafft haben, und auf welchen 


auch das Wesentliche der hier anzugebenden Methode beruht, sind 
diese: 
+1 22 


JJ Y™ Ydadu =0 


—1 


so lange » und m verschieden sind. Setzt man in dies Doppelintegral 
die Werthe fiir die Y’s aus (1), und fiihrt die Integration nach @ aus, 
so ergiebt sich sogleich 





(4) ; X” Xdu =0 
—Il1 
oder allgemein 
) i y(n’ 
(5) fa-e yp x7 EX" =O, 
du du' 


so lange » und m’ verschieden sind. Wenn n—vn’, so erhalt man 
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Kugelfunctionen. 


* 1-2-3---++5 n 2 
(6) is ~du= eT 1-3-6- 5) 


und allgemein 


© (ve=aywaatomwem) ft—e9 (Se) ae 





2 iss oe eeeee n y( (m-+-1) (n+-2)--- (n+) ). 
n(n— 1) (n—2) ---(m—[i—1]) 


— Qn+i \1-3-5---Qn—1)) \Va@—i 
Die gegebenen Werthe V(@, mu) mégen auf der Erdoberfliche ver- 
theilt sein auf eine Anzahl gleich weit von einander abstehender Me- 
ridiane, und in jedem Meridiau auf Breiten, fiir welche w die Werthe: 
M1) Ho, My ++ hat. Um die Gleichung (3) bis Y‘?) inclusive darzu- 


stellen, miissen die Meridiane von einander um den Winkel Heda 


entfernt sein, und in Beziehung auf die Werthe von w will ich vor- 
laufig annehmen, dass sie von mu, bis wep, gehen, so dass ihre An- 
zahl ist: 2p + 1 (ich werde spiter zeigen, dass bei einer schicklichen 
Wahl der w die viel geringere Anzahl: p + 1 schon hinreicht). 

Das geyebene System der Beobachtungen sei also folgendes: 


VO, &) V(O, te) VO, ws) -++ V(O,u2p41) 
V(@, w) V(a, wo) V(@, ws) +++ Vi(@, Wep41) 
(8) shi a) _— Ut») bk ase Hs) ae “7 Hap +1) 


r(2p 1) «, w;) ¥(ep-1 1) 4) V(ep- Nea: | 7 (@p—1)a,ppss) 


Die horizontalen Reihen enthalten die Beobachtungen in denselben 
Meridianen, die verticalen diejenigen in denselben Parallelkreisen. 
Bringt man (3) in die Form: 

V (@, w) = C,+ C, cos a+ S, sinw-+ C, cos2 a+ S,sin2 @-+---- 
so erhalt man nach dem bekannten Verfahren aus jeder verticalen 
Reihe von (8) die numerischen Werthe von C,, C,--S,, 8,---z. B. 
aus der ersten verticalen Reihe: 
1 m—2p—1 
2p V(me,u,), 


m0 


(9) {C, = — 7 2 maV(ma,p,), Sy= pain ma V(mea, u,), 


’ 
Cy — 








(C= — V(mea,u,), Sp we Vime, uy)- 


Man erhialt, indem man fiir w, nach und nach setzt u,, w,----, 
fiir jedes C und jedes S die Anzahl: 2p + 1 Werthe, die ich in der 





(10) 
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Bezeichnung nicht weiter unterscheiden will, um die Zeichen nicht zu 
sehr zu haiufen. Die analytischen Werthe dieser C,, C,, C,--- S,, S,-+> 
sind folgende: 





C, BY xX 4 BY xe BOX? + BOX? 4 BOXO4 % $+ BOX” 
Be x) B 3) x) Box® BY) xr) 
’ a -_ 1) yD) i *% 1 oe — 
C= (1-1) du B, a+ 2 3 4 + p 
! (2) (2 (3) (3) (4) x (4) (») y(P) 
C,—(1-w?) &S BPxe , BPX”, B= Fee Sims 
2 Ye) dur 1-2 2-3 3-4 (p—1)p 
C,— (1 * BPX BOX ae BYx” 
ae dust 1-2°3 2-3-4 (p—2)(p—1)p 
ow = ae pe. ll 
rn Sa 7 | 1-2+3-4 (p—3)(p—2)(p—1) p 
» P MP) yip) 
am (1 u®)s d BP xX 
du?‘ 1-2---p 
Die Werthe von S,, S, - - - erhialt man aus denen fiir C,, C,---, wenn 


tiberall statt B gesetzt wird: A. Je nachdem C,, C,, C,---S,,S.,°° 
aus der ersten, zweiten etc. verticalen Reihe der Beobachtungen (8) 
bestimmt worden sind, hat man auf der rechten Seite dieser Gleichungen 
(10) zu setzen: uw,,'u, etc., so dass die Anzahl von jeder dieser 
Gleichungen 2p + 1 ist, und die Anzahl simmtlicher Gleichungen ist 
2p (2p+1). 

Es handelt sich nun darum, aus diesem System von Gleichungen 
die Coefficienten B®, BY, B®... BY, BO... BO... AM, AO. AM... 
zu bestimmen. Dies geschieht auf folgende sehr einfache Weise. Es 
Sel @,, Mg, Gy *** ep41 ein System willkiirlicher Gréssen, und es 
werde die Summe a, wu) + a,u) + au) +--+ My 41244 vezeichnet mit 
au". Man geniige nun durch die a’s und w’s folgendem System von 


(2p+1) Gleichungen: 





{ La = | 
Lau = 0 
yap? = 4 
save =0 
*) Zap4§ =} 

zawe =, 

2p-+1 
° Lap?+ — 0. 


In diesem Systeme, welches viel mehr Gréssen, iiber welche man ver- 
fiigen kann, enthalt, als Gleichungen, kénnen die w’s bis auf eins 
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willkiirlich gewahlt, und die Bestimmung der a’s von ihnen abhingig 
gemacht werden. Ich werde hernach zeigen, welche Werthe der u’s 
die vortheilhaftesten sind. 

In Bezug auf (11) gelten nun folgende Siitze: 


(12) > aX Xm = 0, 


diese Summe genommen in Beziehung auf das ganze System der w’s und 
respectiven a’s, durch welches den Gleichungen (11) geniigt ist, so 
lange » und n’ verschieden sind und » + ”’ nicht grésser, als 2p + 1. 
Wenn » =’, so hat man fiir diese Summe 


r4s “7-2 2 1-2-3--+-” 2 
(13) > a(X™)? == ( : ) . 
¢ ye ¢ 2n+1 \1-3-5-++(2n—1) 
Eben so hat man, die Summe in demselben Sinne genommen ¢ allgemein: 


i y(n) i-y(n') 
S a(i—w) ax ad’ X f =0, 


: du‘ 


(14) > 4 
so lange » und »’ verschieden und ihre Summe kleiner als 2p + 1 
ist. Wenn n=, so ist 


f 1 2 », (dix™ \2 
. | cae oa wip) Sail —py ( =; ) 
(15) . 
he 1-2-3---m 2 / (n+1)(m-+2)---(m+2) 
| ~ n+l fearereyy ( n(n—1)--+(n —[t— 1]) ) : 
Den Beweis fiir diese Siitze (12), (13), (14), (15) zieht man un- 
mittelbar aus denen in (4), (5), (6), (7). In der That substituiren wir in 
+1 
fXoxXmadn 
—1 
fiir X™ und X™ ihre Werthe aus (2), fiihren dann die Multiplication 
aus, so erhalten wir eine Reihe von der Form: 
(16) Xi) X”) — unter’ oie aw tn —2 4 Bayne ea 
Integriren wir diese Gleichungen nach w zwischen — 1 und + 1, so 
verschwindet das Integral von selbst, wenn n + »’ eine ungerade Zahl 
ist; wenn dies aber eine grade Zahl ist, erhalten wir 
+1 


m n' nn 4 I = aude, imme @ 010: Be 
J XO XW dp = 2 Gari ae ee ) 
-1 
Diese Grosse ist nach (4) — 0. Nehmen wir jetzt die Summe 
> aX” X@) — oe a(urtn’ pis aurtn—2 + Burtn—4 ee -) 


in Beziehung auf das ganze System der w’s und respectiven a’s, durch 
welches den Gleichungen (11) Geniige geschieht; unter der Voraus- 
setzung, dass n+ n' <2p-+ 1. Substituirt man auf der rechten 











572 F. Neumann. 


Seite fiir Dau"+"', Dau"+"—*, etc. ihre Werthe aus (11), so ergiebt 


sich, dass diese Summe von selbst verschwindet, wenn n -+ n’ ungrade 


ist, und wenn n+ m grade ist, wird sie 
; 1 
dS ax xm — Gatxin ares ; +yqhogt ma ‘ j 
Diese Grosse ist aber, wie wir eben gesehen haben = 0. 

Ganz auf dieselbe Weise beweist sich (14) aus (5), und man iiber- 
sieht sehr leicht, dass die Summen (13) und (15) die halben Werthe 
von den entsprechenden Integralen (6) und (7) haben. 

Mittelst dieser Siitze (12), (13), (14), (15) bestimmt man die 
Coefficienten aus den Gleichungen (10) und denen ihnen zugehdrigen 


ganz auf dieselbe Weise, wie bei den Sinus- und Cosinus-Reihen. 

Man findet 
H=m 

9 2 1 

per 2M (1-3-5. @n—1))* 5+ 

a 


2 1-2-3-+--m 


on 

ac, X@™ 
eed a 

oder wenn fiir C, sein Werth aus (9) eg wird: 


5 en 2 +1 (m= 3p—! 
(17a) BO = (eat ‘v(! . sen) Ss ( > aV(me,w) x) 
—ns 


m=0 
und allgemein 


cm) 1- sae eS nm (m— 1) (m — 2)---(m — [i —1]) 
B; @n41)(# 1-2-3-- § (n+ 1)(m+2)---(n+2) } 


aC(i— u?); 3 ax™ 
os os n(n —1)---(n—[é— 1]) a 


du 





oder, wenn fiir C; sein Werth aus (9) gesetzt wird: 


(17b) po —2et! --Re—3) (Ge. 1)-+-(n—[i- =p) 
i p L-2e-em (nti) (42) - (m-+t) 


=Fent1 /m=2p—1 a eae 
acostma(i—u?)2 d* x" 
>< be b> ae —— ——--- V(ma,p) ]* 


=. f= “(n—[t—1]) dy 
Die Werthe fiir A” haben dieselbe Form als _ man hat nur statt 
C; zu setzen: S;, oder statt cos ime zu setzen: sin ima. 

Ich habe bis jetzt angenommen, dass auf jedem Meridian 2p+ 1 
willkiirlich gelegene Beobachtungen gegeben sind, und dass diese 
Meridiane den Aequator in 2p gleiche Theile theilen. Dadurch wurde 
zunachst der Zweck erreicht, dass alle Constanten der Y™ bis Yi») 
inclusive vollstandig bestimmt wurden. Indess habe ich diese Annahme 
gemacht, mehr um die Vorstellung zu fixiren, als weil der Umstand 
ob die Y™ alle vollstindig, oder ob einige nur theilweise bestimmt 
werden, nicht unerheblich ware. Bei der Anwendung wird sich hiufig 
der Fall finden, wo es sogar zweckmissig ist, von‘den héhern Y™ nur 
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sein. 


(18) 
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das von @ unabhiingige Glied, und die zuniichst darauf folgenden zu 
bestimmen. Ich werde daher jetzt die Gleichungen (11) unter dem 
allgemeinen Gesichtspunkt niher untersuchen, wo die Meridiane von 
q Parallelkreisen getheilt werden, q mag eine grade oder ungrade Zahl 
sein. Diese Gleichungen entwickelt geschrieben sind dann folgende: 


ao, +a, +a, +---+a, =1 
GQ, My Agta + Agtg + +++ + Ag, = 0 
18) aii + aus + asus +--+ + doug = 4 































1 


iui + aus + asu§+--++ 4,65 = q+1 





oder 0, 





wo in der letzten Gleichung rechter Hand, je nachdem q grade oder 


res oder 0. 

Die Anzahl dieser Gleichungen ist g-+ 1, die Anzahl der zur 
Verfiigung stehenden Gréssen ist 2g, die ws sind also nicht ganz 
willkiirlich, sondern es existirt eine Relation zwischen ihnen. Man 
kann aber die letzte der Gleichungen in (18) ganz ohne erheblichen 
Nachtheil unberiicksichtigt lassen, wodurch ihre Anzahl sich auf q 
reducirt, und die w’s also ganz willkiirlich gewahlt werden kénnen. 

Geuiigt man den Gleichungen auf diese Weise, so bestimmt man 


ungrade ist, zu setzen ist 


in (10) die B;, wenn qg ungrade ist, bis pte») inclusive, und wenn q 
grade ist, bis B%) exclusive. Man kann aber statt die y’s willktirlich 
anzunehmen, den Gleichungen in (18) noch g—1 Bedingungen hinzu- 
fiigen, und man kann diese Bedingungen dahin richten, dass in (10) 
alle B; bis BY~” ihre Bestimmung erhalten, d. h. man kann durch 
eine zweckmissige Verfiigung itiber die willkiirlichen w’s dieselbe An- 
zahl Glieder in (10) durch die halbe Anzahl Beobachtungen bestimmen. 
Diese Bedingungen werden dadurch ausgedriickt, dass man den Glei- 
chungen (18) noch g—1 ‘hnliche Gleichungen hinzufiigt, d. h. sie 
fortsetzt bis zur (2q — 1)" Potenz der w’s. Sie verwandeln sich dem- 
nach in folgende: 


ay + a, + a; +---+a = 1 
CY is a) Re nD 
CT 








(19) 


ayuit* + agus? + asus? +---+ aquy* = 0 


aus welchen die w’s und a’s zu bestimmen sind. Die Theile dieser 
Gleichungen rechter Hand haben die Form der Glieder einer recurrenten 
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Reihe, woraus erhellt, dass die u’s die Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung vom gq‘ Grade sind. Es sei diese Gleichung: 


(20) wt + a, 2t—? + agi? + .-- + a, = 0. 
Unterscheiden wir vorliufig die zwei Fille: erstens, wo q eine grade 
Zahl, zweiteus wo q eine ungrade Zahl ist. 

1. q sei eine grade Zahl. Die Coefficienten aller ungraden Po- 
tenzen von x in (20) werden = 0); die Coefficienten der graden Po- 


tenzen werden zufolge der bekannten Eigenschaften recurrirender 
Reihen durch folgende Relationen bestimmt: 


{ 1 a a a 
0 w= a ™ pit q7 
q+1 + q— | + q-—3 + + 

1 a a @ 

QO — —— 2 4 nae q 
(21) 1 a a - 
Oo— me. 1G ae Oa £ 
q+5 + q+3 ? q+1 ' 7 5 





1 oe oe @, 
On as Vaae ‘ test , 


2q—5 q-—1 


2. q sei eine ungrade Zahl. Jetzt sind in (20) die Coefficienten 


aller graden Potenzen von z gleich 0, so dass in diesem Falle eine Wurzel 
von (20) immer = 0 ist. Fiir die Coefficienten der ungraden Potenzen: 
a,, @,-++-+ erhilt man folgende Relationen: 





; cay O, Os a 
QO = q42 t q Cnr s +--+ 3 
1 a a q—1 
“Ss 2 Lc ee q 
q+4 q+2 q 5 
(22) 1 


em 2 m4 eR Ae 
q+6 + q+4 T q+2 * 4 7 





1 a a x 
heat o iteg—ateg—at sage: 5 ; 

Ich werde jetzt nachweisen, dass die Gleichung (20), deren 
Wurzeln die durch (19) bestimmt werdenden w’s sind, immer, q mag 
grade oder ungrade sein, identisch ist mit 

xX@ =O 
Aus dem Satz (4): 
41 


J X®@ X@dp = 0 
3 


vorausgesetzt, dass q und q’ verschieden sind, leitet man, indem fiir 
X‘@) nach und nach X®, XM, X®@... X@- gesetzt wird, leicht ab: 








(23) 


wen 
bed 
von 
dies 
es | 
ent 


Mu 
uni 
so 


Di 


da 


es 















Kugelfunctionen. 


i 
(23) J XO udp =O 

—1 
wenn gq irgend eine ganze Zahl, die aber kleiner sein muss als q, 
bedeutet. Der Umstand, dass X@ eine ganze algebraische Function 
von der Ordnung g ist, verbunden mit der Eigenschaft (23) bestimmt 
diese Function vollstindig bis auf einen constanten Factor, auf den 
es hier nicht weiter ankommf. Es sei nun g eine grade Zahl, X@ 
enthailt alsdann nur grade Potenzen von w und es sei 


X@ == wi + A,wi-? + Agut-*te-- 4 he» 
Multipliciren wir diese Gleichung nach und nach mit p®, w?, w---u2-? 
und nehmen jedesmal das Integral zwischen wu = — 1 und p=+1, 
so erhalten wir zufolge (23): 





— A, A, A, 
ine q+1 + q—1 a q—3 oo? 1 

ae As A, A, 
ome q+3 + q+1 + q—1 + + 3 

Se A, A, A, 
Om gga tage tag—at + yar 


Dies ist aber dasselbe System Gleichungen, als in (21), woraus folgt, 
dass X@ = 0 identisch ist mit der Gleichung (20). 

Wenn q ungerade ist, enthilt X@ nur ungrade Potenzen von u; 

es sel 

XO = wt + A,pt-? + +--+ Aye 
Multipliciren wir diesc Gleichung nach und nach mit u', w*®--- us-*, 
integriren jedesmal zwischen — 1 und + 1, so erhalten wir nach (23) 
ein System Gleichungen zwischen A,, A,---, welches tibereinstimmt 
mit (22), so dass also auch in diesem Falle die Identitiit zwischen (20) 
und X(% = 0 nachgewiesen ist. 

Ich will jetzt noch bemerken, dass wenn eine Function: F(z), 
fiir welche, zwischen x = A und x = B, q einzelne Werthe gegeben 
sind, zwischen diesen Grenzen A und B dargestellt werden soll, man 
in vielen Fallen sich der Reihe 
(24) F(a) = BOX 4+ BOX + BO XO... 
als einer sehr zweckmiissigen Interpolations-Formel bedienen wird. 
Setzt man nimlich « = 4 (A+B) — 4(A— B)uyp, so verwandelt sich 
F(x) in eine Function von mw, welche zwischen w==—1 und p=-+1 
darzustellen ist. Wenn nun die 7, in Beziehung auf welche die Werthe 
gegeben sind, so gewihlt sind, dass die ihnen entsprechenden p die 
Wurzeln der Gleichung X™ —0 sind, so giebt die Anwendung der 
entwickelten Methode in (24) alle Coefficienten bis B® exclusive. Die 
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Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate zur Bestimmung der 
Coefficienten in (24) fiihrt zu keinem andern Verfahren, und man ist 
also tiberhoben der so lastigen Auflésung der sonst durch diese Methode 
gegebenen Gleichungen. Wenn F(z) eine algebraische ganze Function 
von der Ordnung g — 1 ist, so wird sie durch (24) vollstiindig be- 


stimmt; wenn dies nicht der Fall ist, muss man sich F (442 47 


in eine Reihe nach den steigenden Potenzen von uw entwickelt denken, 
die hinlanglich convergirt, um die g'* und die héhern Potenzen ver- 
nachlissigen zu kénnen. Diese vernachlissigten Glieder iiben einen 
Einfluss auf die Werthe, welche man fiir B®, B®, Be). . - erhilt, aus, 
der aber um so geringer ist, je niedriger die Stellenzahl der B ist. 
So ist B® genau bis auf diejenigen Glieder, deren Exponent in der 
et. A—B 





Entwickelung von F —=#) gleich oder grésser als 2q ist, 


und allgemein: B™ ist genau bis auf die Glieder, deren Exponent 
gleich oder grésser als 2q — m ist. Grade aus diesem Umstande, dass 
die ersten Glieder mit viel grésserer Genauigkeit bestimmt werden, 
lisst sich oft nicht unerheblicher Nutzen ziehen. Wenn z. B. das Inte- 
gral /F(x)dx zwischen A und B aus den gegebenen g Beobachtungen 
gefunden werden soll, so ist dieses = (B—A)B® und also genau bis 


auf die Glieder in der Entwickelung von F ars ~_4= = = u) von der 


Ordnung 2q, vorausgesetzt, dass die gegebenen ‘Werthe 1 von F(x) auf 
Abscissen fallen, deren zugehdrige w’s die Wurzeln von X) = 0 sind. 
Es seien diese gegebenen Werthe M,, M,,---M,, so ist also 

‘ B 


[FP @dz=(B—A) ia M,+a,M,+.---+a,M 


wo die a’s aus (18) bestimmt werden miissen. Diese Integrations- 
methode, die sich hier gleichsam von selbst darbietet, ist genau die- 
selbe, welche Herr Hofrath Gauss in seiner Abhandlung: Methodys 
nova integralium ete. (Comm. Soc. Reg. Gott. recent. Vol. III) ent- 
wickelt hat, ausgehend grade von der Forderung, dies Integral bis auf 
Glieder von der Ordnung 2q genau zu erhalten. In dieser Abhandlung 
findet man die Wurzeln der Gleichungen, von denen die u’s abhiingen, 
bis XS — 0, und zugleich die Werthe der entsprechenden a’s. Diese 
a’s sind in der erwaihnten Abhandlung mit R, R’ - - - bezeichnet, und 
ufisere uw’, uw” - - - erhailt man aus den dortigen a, a’, a” - - -, indem man 
diese a’s verdoppelt und von 1 abzieht. 

Ueber vortheilhafte Anordnung der Rechnung bei Anwendung der 
entwickelten Methode, einige Hiilfstafeln u. dgl. werde ich mich in 
einer spitern Mittheilung, wo ich diese Methode auf die Darstellung 
der Vertheilung des Erdmagnetismus anwenden werde, auslassen. 


——__ one 
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